Vorlesung 31
Transponierte Abbildungen

Transponierte Abbildungen. Seien (V,( | )y), (W, ( | )w) Hilbert-Raume tiber C
sowie Dy : V < V*und Dy : W < W* die entsprechenden Dualitatsabbildungen.
1. Man definiert die zu T € £(V; W) transponierte Abbildung TT = D;;'T*Dw €
£(W; V) mit Hilfe der adjungierten Abbildung 7* € £(W*; V™).
2.FuralleT € £(V;W)und v € V, w € W gilt die Identitat
(TTw|v) = (DyTTw,v) = (T*"Dypw,v) = (Dyw, Tv) = (w|Tv).
3.FiuralleT,Ae £(V:W),a,k € Cgilt («T + kA)T =aTT 4+ kAT wegen
(T 4+ kA)Tw|v) = (w|(aT 4+ kA)v) = a(w|Tv)w + k(w|Av)
=a(TTw|v)y + k(ATw|v) = (@TT +kAT)w|v)

firalleve V,we W.
4. Firjedes T € L(V; W) gilt TTT = T wegen

(w|Tv) = (TTw|v) = W|TTw) = (TTTv|w) = (w|TTTv) fliralleveV,weW.

5. Ist (X, (| )x) ein weiterer Hilbert-Raum iiber C, dann gilt fiir die Verkettung
(AT)YT=TTAT e £(X;V) furalle T € £(V; W), A € £(W; X) aufgrund von

((AT)Tx|v) = (x|]ATv) = (ATx|Tv) = (TTATx|v) firalleve W,x e X.

Normale und hermitesche Operatoren. Sei (V, ( | )) ein Hilbert-Raum tiber C.

1. Ein linearer stetiger Operator 7 € £(V; V) mit der Eigenschaft 77T = TTT
wird als normal bezeichnet.

2. Giltsogar T = TT7,sonennt man 7 € £(V; V) einen hermiteschen Operator.

3. Jeder lineare stetige Operator T € £(V; V) kann in der Form T = T} + i T, mit
den hermiteschen Komponenten

T'=5T+TNed(V;V)und T, =(T-TT) e L(V;V)

des Operators 7' dargestellt werden. Offenbar gilt dann 77 = T; — i T5.
Normalitatskriterium. Sei (V,( | )) ein Hilbert-Raum {iber C und 7 € £(V;V)
ein linearer stetiger Operator. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. T ist normal.
2. Es gilt T1 T, = T, T; fiir die hermiteschen Komponenten

Ti=3T+TTeX(V:V) und T, = (T —TT) € L(V; V).

3. Es gilt die Normidentitét ||Tu|| = |7 Tu|| fir alleu € V.
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Beweis. 1.1st T € £(V; V) normal, so ergibt sich fiir die hermiteschen Komponenten
T, = %(T-I—TT)(T—TT):%(TT—TTTT)—F%(TTT—TTT)
=TT =TT = L(T'T-TT") = (T -T(T +T7) = TLT\.
2. Gilt T1'T, = T, T; fiir die hermiteschen Komponenten 77, T, von T, so folgt
T'T =T —iT)(Th +iTy) = (T1Ty + To13) — i(ToTh — Th 1)
= (T + LTy) +i(TTy —Th'Tp) = (Ty +iT)(Ty —iTy) =TTT.
3.Ist T € £(V; V) normal, so folgt fiir alle u € V die Identitét
| Tu||*> = (Tu|Tu) = (T Tulu) = (TTTulu) = (TTu|TTu) = ||TTul|.

4. Istumgekehrt T € £(V; V) ein Operator, so dal3 ||Tu|| = ||TTu| fiir jedesu € V
erfillt ist, dann ergibt sich offenbar

4(TulTv) = T+ v)|> = 1T —)|> =i|T@u+iv)|> +i|| T —iv)|?
=177+ 0> = 1T =) 1> =i | 7T +iv)|* + i | TT(u —iv)|?
=4(TTu|T ),

also (T7Tulv) = (T TTu|v) firalleu, v € V und somit 777 = TTT. O

Orthogonalitat verschiedener Eigenrdaume. Sei (V, (| )) ein Hilbert-Raum tiber C
und 7 € £(V; V) normal. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Fur die Kerne gilt 77'[{0}] = (TT)"1[{0}].

2. Ist Tu = pu fiir ein Paar (u,u) € C x V, so folgt TTu = jtu.

3.Sind (A, v), (n,u) € C x V zwei Paare mit Tv = Av und Tu = pu, dann folgt
aus A # u stets (u|v) = 0.

Beweis. 1. Aufgrund des obigen Normalitdtskriteriums gilt genau dann ||Tu|| = 0
fiireinu € V, wenn ||TTul|| = 0 ist. Daraus folgt 77![{0}] = (TT)"[{0}].

2. Sei (n,u) € C x V ein Paar mit Tu = pu. Damit T auch ul — T € £(V;V)
normal ist sowie (ul — T)T = ul — T'T gilt, ergibt sich die Beziehung

(uI = T)'[{0}] = (@I — TT)"'[{0}].

Dabher folgt aus Tu = uu stets TTu = uu.
3. Sind (A,v), (u,u) € C x V zwei Paare mit Tv = Av und Tu = pu, dann gilt
TTu = pu und somit

Aulv) = (u|Av) = @|Tv) = (TTulv) = (Eu|v) = p(ulv),

woraus sich im Falle A # u schlieBlich (u|v) = 0 ergibt. O
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Spektralradius normaler Operatoren. Sei (V,( | )) ein Hilbert-Raum tiber C. Ist
T € £(V; V) normal, so gilt fiir den Spektralradius sup; ¢, 7y [A| = [|T]].

Beweis. 1. Sei T € £(V;V) ein nichttrivialer normaler Operator. Nach dem Satz
Uber den Spektralradius gilt sup,cqry [A] = limy—oo |T™||"/™ < ||T|. Es geniigt
also, (induktiv) zu beweisen, da3 ||| < ||T™| fir alle m € N gilt:

2. Im Falle m = 1 ist diese Aussage trivial. Fiir alle m € N und u € V' gilt offenbar

IT™ul? = (TTT™u|T™ u) < | TTT™ul||T™ ul|
und damit aufgrund des Normalitidtskriteriums auch
7™ ull® < N7 ul 17" ull < 17" HIIT™ ],

woraus sich |[T™||? < ||T™|||T|™! ergibt. Unter der Induktionsvoraussetzung,
daB |T||™ < ||T™| fir ein m € N gilt, folgt daraus

ITI" T ™= = 0T < 1T < T T

und somit wegen ||| > 0 die Induktionsbehauptung || T ||+ < ||[T™*|]. O



