
Vorlesung 32

Vollstetige normale Operatoren

Vollstetige normale Operatoren. Sei .V; . j // ein Hilbert-Raum über C.
1. Sei N � N und fvkgk2N � V ein Orthonormalsystem und f�kgk2N � C eine

Folge, für die ein r � 0 existiert, so daß j�kj � r für alle k 2 N gilt. Dann wird durch

T v D
P

k2N �k.vkjv/vk für v 2 V

ein Operator T 2 L.V IV / definiert, denn für jedes v 2 V gilt die Abschätzung

kT vk2 D
P

k2N j�kj
2j.vkjv/j

2 � r2
P

k2N j.vkjv/j
2 � r2kvk2:

2. Um einzusehen, daß der Operator T 2 L.V IV / normal ist, wird die Gestalt des
transponierten Operators T | 2 L.V IV / untersucht: Für alle u, v 2 V folgt aus

.ujT v/ D
P

k2N �k.ujvk/.vkjv/ D
�P

k2N �k.ujvk/ vk

ˇ̌
v
�
D .T |ujv/

die Darstellung

T |u D
P

k2N �k.vkju/vk für u 2 V :

Somit ergibt sich aus den beiden Darstellungen für T u und T |u jeweils

T |T u D
P

k2N �k.vkju/T
|vk D

P
k2N j�kj

2.vkju/vk;

T T |u D
P

k2N �k.vkju/T vk D
P

k2N j�kj
2.vkju/vk

für alle u 2 V und damit tatsächlich T |T D T T |.
3. Ist N � N endlich, so ist T 2 L.V IV / vollstetig. Im Falle N D N gilt genau

dann T 2 K.V IV /, wenn limk!1 j�kj D 0 ist: Definiert man nämlich für jedes
m 2 N einen Operator Tm 2K.V IV / mit endlichdimensionalem Bildraum durch

Tmu D
Pm

kD1 �k.vkju/vk für u 2 V ;

dann folgt wie oben die Abschätzung

kTmu � T uk
2 D

P1
kDmC1 j�kj

2j.vkju/j
2 � supk2N; k>m j�kj

2kuk2:

Ist nun fj�kjgk2N � R eine Nullfolge, dann gilt

limm!1 kTm � T k � limm!1 supk2N; k>m j�kj
2 D 0

und damit T 2K.V IV / wegen der Abgeschlossenheit von K.V IV / in L.V IV /.
4. Gäbe es hingegen eine Teilfolge fk`g`2N � N und eine Konstante c > 0, so daß
j�k`
j2 � c für jedes ` 2 N gälte, dann erhielte man aus der Orthonormalität

kT vk`
� T vkm

k
2
D k�k`

vk`
� �km

vkm
k

2
D j�k`

j
2
C j�km

j
2
� 2c

für alle `, m 2 N mit ` ¤ m. Wegen der Beschränktheit der Folge fvkgk2N � V

könnte T 2 L.V IV / somit nicht vollstetig sein.
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Spektralsatz für vollstetige normale Operatoren. Sei .V; . j // ein Hilbert-Raum
über C und T 2K.V IV / normal.

1. Dann besitzt der Operator T die Darstellung

T u D
P

k2N �k.vkju/vk für u 2 V :

Hierbei ist N � N abzählbar und fvkgk2N � V ein Orthonormalsystem von Eigen-
vektoren zu den Eigenwerten f�kgk2N � C n f0g von T .

2. Zu jedem Eigenwert �k 2 C n f0g gehört die Riesz-Zahl r D 1, das heißt,
algebraische und geometrische Vielfachheit von �k stimmen überein.

3. Es gilt die Zerlegung V D cl
�
T �1Œf0g�C lin

˚
vk 2 V W k 2 N

	�
.

4. Ist N � N eine unendliche Menge, dann gilt limk2N; k!1 j�kj D 0.

Beweis. 1. Aufgrund des Spektralsatzes für vollstetige Operatoren besteht �.T / n f0g
aus Eigenwerten f�kgk2N , wobei limk2N; k!1 j�kj D 0 gilt, falls N � N eine unend-
liche Menge ist. In dieser Aufzählung soll �k ¤ �` für alle k, ` 2 Nmit k ¤ ` gelten.
Außerdem sind die Eigenräume Nk D .�kI � T /

�1Œf0g� für alle k 2 N endlichdi-
mensional. Bezeichnet man den Kern mit N0 D T �1Œf0g� und setzt �0 D 0, dann
ist mit T auch �kI � T 2 L.V IV / für jedes k 2 N [ f0g normal. Aufgrund des
Normalitätskriteriums ergibt sich daraus

Nk D .�kI � T /
�1Œf0g� D .�kI � T

|/�1Œf0g� für jedes k 2 N [ f0g:

2. Da für alle k, ` 2 N [ f0g mit k ¤ ` stets �k ¤ �` gilt, folgt für alle uk 2 Nk

und u` 2 N` die Orthogonalität .ukju`/ D 0, das heißt, die linearen Teilräume Nk

und N` von V stehen jeweils senkrecht aufeinander.
3. Sei U D

P
k2N[f0gNk die Summe der paarweise orthogonalen linearen Teilräu-

me Nk von V über alle k 2 N [ f0g. Um einzusehen, daß V D clU gilt, genügt es
wegen U � clU , also .clU/? � U? und somit U?? � .clU/?? D clU zu zeigen,
daß für das orthogonale Komplement U? D f0g gilt:

Da für alle w 2 U?, u 2 Nk und k 2 N [ f0g wegen

.ujTw/ D .T |ujw/ D .�kujw/ D �k.ujw/ D 0

stets Tw 2 U? gilt, ist U? ein abgeschlossener linearer Teilraum mit T ŒU?� � U?.
und die Einschränkung T0 D T jU? 2 L.U?IU?/ ebenfalls normal. Hätte man
U? ¤ f0g, dann gäbe es aufgrund des Satzes über den Spektralradius normaler Ope-
ratoren ein � 2 �.T0/ mit j�j D kT0k. Im Falle T0 ¤ 0 wäre � 2 �.T0/ nach dem
Spektralsatz für vollstetige Operatoren ein Eigenwert von T0 und damit auch von T .
Dies würde aber Nk \ U

? ¤ f0g für ein k 2 N bedeuten, was im Widerspruch zur
Definition von U stünde. Wäre T0 D 0, so bekäme man mit U? � T �1Œf0g� D N0

ebenfalls einen Widerspruch zur Definition von U . Damit war die Annahme falsch,
es gilt U? D f0g und somit tatsächlich V D U?? � .clU/?? D clU .
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4. Ist Pk 2 L.V IV / für k 2 N [ f0g der orthogonale Projektor von V auf Nk, so
ergibt sich für jedes u 2 V die Darstellung u D

P
k2N[f0g Pku und deshalb

T u D
P

k2N[f0g TPku D
P

k2N �kPku für alle u 2 V :

Daraus folgt die gewünschte Darstellung von T 2 K.V IV /, wenn man für jedes
k 2 N Orthonormalbasen fvk1; : : : ; vknk

g der Dimension nk D dimNk 2 N wählt
und somit Pku D

Pnk

`D1.vk`ju/vk` für u 2 V erhält.
5. Aus der Darstellung u D

P
k2N[f0g Pku folgtNk D Œ.�kI �T /

2��1Œf0g� für jedes
k 2 N , denn für u 2 Œ.�kI � T /

2��1Œf0g� gilt

0 D .�kI � T /
2u D

P
`2N[f0g.�kI � T /

2P`u D
P

`2N[f0g.�k � �`/
2P`u;

also P`u D 0 für alle ` 2 N [ f0g mit ` ¤ k und somit u 2 Nk D .�kI � T /
�1Œf0g�.

Damit besitzt jeder Eigenwert �k 2 �.T / n f0g von T die Riesz-Zahl r D 1. �

Spezialfälle normaler Operatoren. Sei .V; . j // ein Hilbert-Raum über C sowie
ferner � 2 C ein Eigenwert von T 2 L.V IV /.

1. Im hermiteschen Fall T | D T gilt � D �, das heißt, � ist reell.
2. Im Falle T | D �T gilt � D ��, also ist � imaginär.
3. Im unitären Fall T |T D I D T T | folgt j�j2 D 1, das heißt, � liegt auf der

Einheitskreislinie der komplexen Ebene.

Beweis. Sei .�; u/ 2 C � V ein Paar mit u ¤ 0 und T u D �u.
1. Im Falle T | D T ergibt sich � D � aus u ¤ 0 und

�kuk2
D .uj�u/ D .ujT u/ D .T |uju/ D .T uju/ D .�uju/ D �kuk2:

2. Im Falle T | D �T folgt � D �� aus u ¤ 0 und

��kuk2
D �.uj�u/ D �.ujT u/ D �.T |uju/ D .T uju/ D .�uju/ D �kuk2:

3. Schließlich ergibt sich im Falle T |T D I aus

kuk2
D .T |T uju/ D .T ujT u/ D .�uj�u/ D j�j2kuk2

und u ¤ 0 stets j�j2 D 1. �


