Vorlesung 32
Vollstetige normale Operatoren

Vollstetige normale Operatoren. Sei (V, ( | )) ein Hilbert-Raum tiber C.
1.Sei N C N und {vg}reny C V ein Orthonormalsystem und {ug}xreny C C eine
Folge, fiir die ein r > 0 existiert, so dal3 |uy| < r fiir alle k € N gilt. Dann wird durch
Tv=> ey Mc(Vklv)vp flirv eV
ein Operator T € £(V; V) definiert, denn fiir jedes v € V gilt die Abschitzung

1T = 3 ken l1ePIEIVI? <72 3 pey [kV)? < P2l
2. Um einzusehen, dal3 der Operator 7' € £(V'; V) normal ist, wird die Gestalt des
transponierten Operators 7T € £(V; V') untersucht: Fiir alle u, v € V folgt aus
@ITv) = Yen 1k@lve) (Welv) = (Cgey rxlve) vi[v) = (TTulv)
die Darstellung
TTu =) peny Px(Vklw)vg fliru e V.

Somit ergibt sich aus den beiden Darstellungen fir 7u und 7 Tu jeweils

TTTu =3 jeny teil)TToe = 3 pen | ? (Vi |u) v,
TTTu =3 jen Bl Tor = 3 ey lia? (Vi) vk

fiir alle € V und damit tatsdchlich 777 = T TT.

3. Ist N C N endlich, soist T € £(V; V) vollstetig. Im Falle N = N gilt genau
dann T € KX (V;V), wenn limg_ |tx| = 0 ist: Definiert man nadmlich fiir jedes
m € N einen Operator 7, € K (V; V') mit endlichdimensionalem Bildraum durch

Twu =Y 1y i (Uk|u)vg  firu eV,
dann folgt wie oben die Abschdtzung
1 Tu — Tull? = 355,11 1?1 (Vi [u) [ < Supgen, ks m [ lu]l?.

Ist nun {|ur|}kren C R eine Nullfolge, dann gilt

im0 | T — Tl < limyp—00 SUPkeN, k>m lel> =0

und damit 7 € KX (V; V) wegen der Abgeschlossenheit von K (V; V) in £(V; V).
4. Gibe es hingegen eine Teilfolge {k;}¢eny € N und eine Konstante ¢ > 0, so daB
|k, |? > c fir jedes £ € N gélte, dann erhielte man aus der Orthonormalitat
1T vk, = Tok, 12 = itk iy = i Vi |12 = |1tk 1> + |1, | = 2¢

fiir alle £, m € N mit £ # m. Wegen der Beschranktheit der Folge {vi}reny C V
konnte T € £(V; V') somit nicht vollstetig sein.
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Spektralsatz fiir vollstetige normale Operatoren. Sei (V, ( | )) ein Hilbert-Raum
tiber Cund T € KX (V; V) normal.
1. Dann besitzt der Operator T die Darstellung

Tu =7y tk(g|lw)vr flirueV.

Hierbei ist N C N abzdhlbar und {vi}reny C V ein Orthonormalsystem von Eigen-
vektoren zu den Eigenwerten {ux}xeny C C \ {0} von T'.

2. Zu jedem Eigenwert ux € C \ {0} gehort die Riesz-Zahl r = 1, das heilt,
algebraische und geometrische Vielfachheit von u; stimmen {iberein.

3. Es gilt die Zerlegung V = ¢l (T7'[{0}] + lin {vx € V : k € N}).

4.Ist N C N eine unendliche Menge, dann gilt limgen, k—o0 |k| = 0.

Beweis. 1. Aufgrund des Spektralsatzes fiir vollstetige Operatoren besteht o (7°) \ {0}
aus Eigenwerten {ix }ken, wobel limgen, k—oo |1tk | = O gilt, falls N C N eine unend-
liche Menge ist. In dieser Aufzihlung soll ux # e fiir alle k, £ € Nmit k # £ gelten.
AuBerdem sind die Eigenriume Ny = (uxl — T)~![{0}] fiir alle k € N endlichdi-
mensional. Bezeichnet man den Kern mit Ny = T![{0}] und setzt uo = 0, dann
ist mit 7 auch ugl — T € £(V;V) fir jedes k € N U {0} normal. Aufgrund des
Normalitdtskriteriums ergibt sich daraus

Ne = (i =T)7'[{0}] = (I — TT)7'[{0}]  fiir jedes k € N U {0}.

2. Dafiiralle k, £ € N U {0} mit k # £ stets ux # e gilt, folgt fiir alle ux € Ni
und uy € N; die Orthogonalitit (ux|ug) = 0, das heil}t, die linearen Teilrdume N
und N, von V stehen jeweils senkrecht aufeinander.

3.8ei U = ) ;enuioy Vi die Summe der paarweise orthogonalen linearen Teilréu-
me N von V lber alle k € N U {0}. Um einzusehen, dall V = clU gilt, geniigt es
wegen U C clU, also (clU)* c U+ und somit UL+ C (clU)*+ = clU zu zeigen,
daB fiir das orthogonale Komplement U+ = {0} gilt:

Da fiirallew € UL, u € Ny und k € N U {0} wegen

W|Tw) = (TTulw) = (mrulw) = wy (u|w) =0

stets Tw € U+ gilt, ist U+ ein abgeschlossener linearer Teilraum mit T[U+] c U+.
und die Einschrinkung Ty, = T|UL € £(UL;U") ebenfalls normal. Hitte man
UL # {0}, dann gibe es aufgrund des Satzes iiber den Spektralradius normaler Ope-
ratoren ein u € o(Tp) mit || = ||To||. Im Falle Ty # 0 wire u € o(7Tp) nach dem
Spektralsatz fiir vollstetige Operatoren ein Eigenwert von 7T, und damit auch von 7.
Dies wiirde aber Ny N U+ # {0} fiir ein k € N bedeuten, was im Widerspruch zur
Definition von U stiinde. Wire T, = 0, so bekiime man mit UL+ C T~[{0}] = N,
ebenfalls einen Widerspruch zur Definition von U. Damit war die Annahme falsch,
es gilt UL = {0} und somit tatséichlich V = Ut C (clU)*+ =clU.
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4.1Ist P, € L£(V; V) fiir k € N U {0} der orthogonale Projektor von V' auf Ng, so
ergibt sich fiir jedes u € V die Darstellung u = ) ; c vy Pxu und deshalb
Tu =73 yenuioy TPU = 3 jey Mk Pru firalleu € V.

Daraus folgt die gewiinschte Darstellung von 7" € K (V; V), wenn man fiir jedes
k € N Orthonormalbasen {vgy,..., Vk,, } der Dimension ny = dim Ny € N wahlt
und somit Pru = Y ;% | (vke|u)vie fiir u € V erhalt.

5. Aus der Darstellung u = Y~y iy Prtt folgt N = [(ua I —T)?]7'[{0}] fiir jedes
k € N, denn fiir u € [(ux 1 — T)?]"1[{0}] gilt

0= (el —T)u =3 peyugoy (el — T)? Peu = 3 pe yugoy (e — 1e)* Peut,

also Pyu = 0 fiir alle £ € N U {0} mit £ # k und somit u € Ny = (uxI — T)~'[{0}].
Damit besitzt jeder Eigenwert ux € o(T) \ {0} von T die Riesz-Zahl r = 1. OJ

Spezialfialle normaler Operatoren. Sei (V,( | )) ein Hilbert-Raum iiber C sowie
ferner u € C ein Eigenwertvon T € £(V; V).

1. Im hermiteschen Fall TT = T gilt & = u, das heil3t, u ist reell.

2. Im Falle TT = —T gilt & = —pu, also ist u imaginir.

3. Im unitéiren Fall TTT = I = TTT folgt |u|> = 1, das heiBt, u liegt auf der
Einheitskreislinie der komplexen Ebene.

Beweis. Sei (u,u) € C x V ein Paar mitu # O und Tu = pu.
1.Im Falle TT = T ergibt sich x = p aus u # 0 und

pllull® = ulpu) = @|Tu) = (TTulu) = (Tulu) = (uulu) = &lu|>.
2. Im Falle TT = —T folgt t = —p aus u # 0 und
—pllul? = —(ulpu) = —@|Tu) = —(TTulu) = (Tuu) = (puulu) = Elull?.
3. SchlieBlich ergibt sich im Falle 77T = I aus
lull® = (TTTulu) = (Tu|Tu) = (pulpu) = |1||lu]?
und u # 0 stets [u|?> = 1. O



