
Vorlesung 4

Beschränkte und stetige Abbildungen

Punktweise und gleichmäßige Konvergenz von Abbildungen. Seien .X; �X/ und
.Y; �Y / metrische Räume, ferner fTkgk2N eine Folge von Abbildungen Tk W X ! Y .

1. Die Folge fTkgk2N konvergiert punktweise gegen die Abbildung T W X ! Y ,
wenn für alle u 2 X die Beziehung limk!1 �Y .Tku; T u/ D 0 gilt.

2. Die Folge fTkgk2N konvergiert gleichmäßig gegen die Abbildung T W X ! Y ,
wenn limk!1 supu2X �Y .Tku; T u/ D 0 gilt.

Beschränkte Abbildungen. Seien .X; �X/ und .Y; �Y / metrische Räume.
1. Man bezeichnet eine Abbildung T W X ! Y als beschränkt, wenn das Bild T ŒX�

in Y beschränkt ist.
2. Die Menge B.X IY / aller beschränkten Abbildungen T W X ! Y wird mit

folgender Metrik � W B.X IY / � B.X IY /! R ausgestattet:

�.T1; T2/ D supu2X �Y .T1u; T2u/ für T1, T2 2 B.X IY /:

3. Der metrische Raum .B.X IY /; �/ ist vollständig, wenn .Y; �Y / vollständig ist.

Beweis. Sei fTkgk2N eine Cauchy-Folge in B.X IY /. Dann gibt es zu jedem " > 0 ein
k0 2 N, so daß �Y .Tku; T`u/ � �.Tk; T`/ < " für alle k, ` � k0 und u 2 X gilt.
Da Y vollständig ist, konvergiert somit die Folge fTkugk2N in Y für jedes u 2 X
gegen einen Grenzwert T u 2 Y , wodurch eine Abbildung T W X ! Y definiert wird.
Führt man in �Y .Tku; T u/ � �Y .Tku; T`u/ C �Y .T`u; T u/ � " C �Y .T`u; T u/ den
Grenzübergang ` ! 1 aus, so erhält man �Y .Tku; T u/ � " für alle k 2 N, k � k0

und jedes u 2 X . Zunächst folgt daraus für alle u, v 2 X die Beziehung

�Y .T u; T v/ � �Y .T u; Tk0
u/C �Y .Tk0

u; Tk0
v/C �Y .Tk0

v; T v/

� �Y .Tk0
u; Tk0

v/C 2"

und somit die Beschränktheit von T ŒX� in Y wegen Tk0
2 B.X IY /, also T 2 B.X IY /.

Bildet man das Supremum über alle u 2 X in der Ungleichung �Y .Tku; T u/ � ", so
ergibt sich überdies �.Tk; T / � " für alle k 2 N, k � k0, mit anderen Worten, die
Folge fTkgk2N konvergiert in B.X IY / gegen T 2 B.X IY /. �

Stetige Abbildungen. Seien .X; �X/ und .Y; �Y / metrische Räume.
1. Eine Abbildung T W X ! Y heißt stetig im Punkt u 2 X , wenn es für jedes " > 0

ein ı > 0 gibt, so daß für alle v 2 X aus �X.u; v/ < ı stets �Y .T u; T v/ < " folgt.
2. Man nennt T W X ! Y stetig, wenn T in jedem Punkt u 2 X stetig ist.
3. Die Menge aller stetigen Abbildungen T W X ! Y wird mit C.X IY / bezeichnet.
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Äquivalente Charakterisierungen der Stetigkeit. Sind .X; �X/, .Y; �Y / metrische
Räume und T W X ! Y eine Abbildung, so sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. Die Abbildung T ist stetig.
2. Für jede Teilmenge E � X gilt T ŒclE� � clT ŒE�.
3. Ist E in Y abgeschlossen, so ist das Urbild T �1ŒE� in X abgeschlossen.
4. Für jede in Y offene Teilmenge E ist das Urbild T �1ŒE� in X offen.

Stetigkeit der Verkettung. Seien .X; �X/, .Y; �Y / und .Z; �Z/ metrische Räume. Ist
T1 W X ! Y stetig (im Punkt u 2 X ) sowie T2 W Y ! Z stetig (im Punkt T1u 2 Y ),
dann ist die Verkettung T2T1 W X ! Z stetig (im Punkt u 2 X ).

Stetigkeit der Einschränkung. Seien .X; �X/, .Y; �Y /metrische Räume undX0 eine
nichtleere Teilmenge von X . Ist T W X ! Y stetig (im Punkt u 2 X0), so ist auch die
Einschränkung T0 D T jX0 von T auf X0 stetig (im Punkt u 2 X0).

Beschränkte stetige Abbildungen. Seien .X; �X/ und .Y; �Y / metrische Räume.
1. Der Teilraum BC.X IY / D B.X IY / \ C.X IY / von .B.X IY /; �/, der aus allen

beschränkten stetigen Abbildungen T W X ! Y besteht, wird mit der induzierten
Metrik � ausgestattet.

2. Der Raum .BC.X IY /; �/ ist ein abgeschlossener Teilraum von .B.X IY /; �/. Die
Vollständigkeit von .Y; �Y / überträgt sich auf .BC.X IY /; �/.

Beweis. Sei fTkgk2N � BC.X IY / eine Folge, die in B.X IY / gegen einen Grenzwert
T 2 B.X IY / konvergiert. Zu jedem " > 0 gibt es ein k0 2 N, so daß �.Tk; T / �

"
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für alle k 2 N, k � k0 gilt. Sei u 2 X ein beliebig gegebener Punkt. Dann existiert
ein ı > 0, so daß für alle v 2 X aus �X.u; v/ < ı stets �Y .Tk0

u; Tk0
v/ � "

3
folgt. Da

�Y .Tkv; T v/ �
"
3

für alle k 2 N, k � k0 und v 2 X gilt, folgt daraus

�Y .T u; T v/ � �Y .T u; Tk0
u/C �Y .Tk0

u; Tk0
v/C �Y .Tk0

v; T v/ � "

für alle v 2 X mit �X.u; v/ < ı, das heißt, die Stetigkeit von T im beliebig gewählten
Punkt u 2 X . Damit ist BC.X IY / in .B.X IY /; �/ abgeschlossen.

Ist .Y; �Y / vollständig, dann ist .B.X IY /; �/ vollständig und somit auch dessen
abgeschlossener Teilraum .BC.X IY /; �/. �

Homöomorphismen. Seien .X; �X/ und .Y; �Y / metrische Räume.
1. Eine bijektive Abbildung T W X $ Y heißt Homöomorphismus, wenn sowohl

T W X ! Y als auch die Inverse T �1 W Y ! X stetig sind.
2. Man nennt zwei Metriken �1, �2 W X � X ! R äquivalent auf X , wenn die

identische Abbildung von .X; �1/ auf .X; �2/ ein Homöomorphismus ist.
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Gleichmäßig stetige Abbildungen. Seien .X; �X/ und .Y; �Y / metrische Räume.
1. Eine Abbildung T W X ! Y heißt gleichmäßig stetig, wenn zu jedem " > 0 ein

ı > 0 existiert, so daß für alle u, v 2 X aus �X.u; v/ < ı stets �Y .T u; T v/ < " folgt.
2. Man nennt T W X ! Y Lipschitz-stetig, wenn eine Lipschitz-Konstante L � 0

existiert, so daß für alle u, v 2 X die Bedingung �Y .T u; T v/ � L�X.u; v/ gilt.
3. Eine bijektive Abbildung T W X $ Y wird als Isometrie bezeichnet, wenn die

Beziehung �Y .T u; T v/ D �X.u; v/ für alle u, v 2 X erfüllt wird.

Lipschitz-Stetigkeit der Metrik. Sei .X; �/ ein metrischer Raum. Definiert man im
Produktraum X �X eine Metrik durch

�X�X

�
.u; v/; . Qu; Qv/

�
D �.u; Qu/C �.v; Qv/ für .u; v/, . Qu; Qv/ 2 X �X;

und in R eine Metrik durch die Zuordnung .a; b/ 7! ja� bj für a, b 2 R, dann ist die
Metrik � W X � X ! R von X eine Lipschitz-stetige Funktion von X � X nach R,
denn für alle .u; v/, . Qu; Qv/ 2 X �X ergibt sich aus den Dreiecksungleichungen

�.u; v/ � �. Qu; Qv/ � �.u; Qu/C �. Qv; v/ und �. Qu; Qv/ � �.u; v/ � �. Qu; u/C �.v; Qv/

die Abschätzung j�.u; v/ � �. Qu; Qv/j � �.u; Qu/C �.v; Qv/ D �X�X

�
.u; v/; . Qu; Qv/

�
.

Satz von Dini über monotone Konvergenz reellwertiger Funktionale. Ist .X; �/
ein kompakter metrischer Raum und sind fTkgk2N � BC.X IR/ und T 2 BC.X IR/
derart gegeben, daß Tku � Tk�1u sowie limk!1 jTku � T uj D 0 für alle k 2 N,
u 2 X gilt, dann folgt daraus limk!1 supu2X jTku � T uj D 0.

Beweis. 1. Nach Voraussetzung gilt T u � Tku � Tk�1u sowie limk!1 jTku�T uj D 0

für alle u 2 X und k 2 N. Somit gibt es zu jedem " > 0 und jedem u 2 X einen Index
k.u/ 2 N, so daß 0 � Tku � T u �

"
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für alle k 2 N mit k � k.u/ erfüllt ist.
2. Wegen der Stetigkeit von T 2 BC.X IR/ und Tk.v/ 2 BC.X IR/ gibt es für jedes

v 2 X ein ı.v/ > 0, so daß für jedes u 2 X aus �.u; v/ < ı.v/ stets jT u � T vj � "
3

und jTk.v/u � Tk.v/vj �
"
3

folgt und somit nach Schritt 1 auch

0 � Tk.v/u � T u � jTk.v/u � Tk.v/vj C jTk.v/v � T vj C jT v � T uj � ":

3. Da die Familie fB.v; ı.v//gv2X eine offene Überdeckung des kompakten metri-
schen Raums .X; �/ bildet, kann man eine endliche Menge fu1; : : : ; umg � X finden,
so daß auch die Teilfamilie fB.u1; ı.u1//; : : : ; B.um; ı.um//g den Raum X überdeckt,
das heißt, für jedes u 2 X gibt es ein ` 2 f1; : : : ; mg mit u 2 B.u`; ı.u`//. Somit gilt
für den größten Index k0 D maxfk.u1/; : : : ; k.um/g 2 N nach Schritt 1 und 2

0 � Tku � T u � Tk0
u � T u � Tk.u`/u � T u � " für alle k 2 N, k � k0;

woraus sich die gleichmäßige Konvergenz limk!1 supu2X jTku�T uj D 0 ergibt. �
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Halbstetige reellwertige Funktionale. Sei .X; �/ ein metrischer Raum.
1. Die Abbildung T W X ! R heißt unterhalb stetig, wenn für jedes u 2 X und

jede Folge fukgk2N � X , die gegen den Grenzwert u 2 X konvergiert, die Beziehung
T u � lim infk!1 T uk erfüllt ist.

2. Die Abbildung T W X ! R heißt oberhalb stetig, falls für jedes u 2 X und
jede Folge fukgk2N � X , die gegen den Grenzwert u 2 X konvergiert, die Beziehung
T u � lim supk!1 T uk gilt.

Bemerkung. Die Abbildung T W X ! R ist genau dann oberhalb stetig, wenn die
Abbildung �T W X ! R unterhalb stetig ist. Die Abbildung T W X ! R ist genau
dann stetig, wenn sie unterhalb und oberhalb stetig ist.

Extremwertsatz von Weierstraß. Sei .X; �/ ein kompakter metrischer Raum.
1. Ist T W X ! R unterhalb stetig, dann existiert ein u� 2 X mit T u� D infu2X T u.
2. Ist T W X ! R oberhalb stetig, so gibt es ein u� 2 X mit T u� D supu2X T u.

Beweis. 1. Sei T W X ! R unterhalb stetig. Angenommen, die Bildmenge T ŒX� � R

wäre nicht nach unten beschränkt. Dann könnte man eine Folge fvkgk2N � X finden,
so daß T vk � �k für jedes k 2 N gälte. Wegen der Kompaktheit von X könnte man
eine Teilfolge fvk`

g`2N von fvkgk2N auswählen, die gegen einen Grenzwert v 2 X
konvergiert. Aufgrund der Unterhalbstetigkeit von T erhielte man die Endlichkeit
des Wertes T v � lim inf`!1 T vk`

im Widerspruch zur Wahl der Folge fvkgk2N .
Damit ist das Bild T ŒX� � R nach unten beschränkt. Es existiert also ein a 2 R

mit a D infu2X T u sowie eine Folge fukgk2N � X , so daß T uk � a C 2�k für alle
k 2 N gilt. Aufgrund der Kompaktheit von X kann man eine Teilfolge fuk`

g`2N von
fukgk2N finden, die gegen einen Grenzwert u� 2 X konvergiert. Wegen der Unter-
halbstetigkeit von T folgt daraus

a � T u� � lim inf`!1 T uk`
� lim`!1.aC 2

�k`/ D a

ergibt sich schließlich T u� D a D infu2X T u.
2. Ist T W X ! R oberhalb stetig, dann ist �T W X ! R unterhalb stetig. Nach

Schritt 1 gibt es ein u� 2 X mit �T u� D infu2X.�T u/ D � supu2X T u. �


