Vorlesung 4
Beschrankte und stetige Abbildungen

Punktweise und gleichmaflige Konvergenz von Abbildungen. Seien (X, px) und
(Y, py) metrische Raume, ferner {7% }ren eine Folge von Abbildungen 73 : X — Y.
1. Die Folge {Ti }ren konvergiert punktweise gegen die Abbildung 7 : X — Y,
wenn fiir alle v € X die Beziehung limg_, o py (T u, Tu) = 0 gilt.
2. Die Folge {Ty}xen konvergiert gleichmdfig gegen die Abbildung 7 : X — Y,
wenn limg_, o, sup,cx py (Txu, Tu) = 0 gilt.

Beschrankte Abbildungen. Seien (X, px) und (Y, py) metrische Rdume.

1. Man bezeichnet eine Abbildung 7' : X — Y als beschrdnkt, wenn das Bild T'[X]
in Y beschrankt ist.

2. Die Menge B(X;Y) aller beschrinkten Abbildungen 7 : X — Y wird mit
folgender Metrik p : B(X;Y) x B(X;Y) — R ausgestattet:

o(Ty, T) = sup,ex py(Thu, Tru) fir Ty, T, € B(X;Y).
3. Der metrische Raum (B(X;Y), p) ist vollstindig, wenn (Y, py) vollstandig ist.

Beweis. Sei {T }ren eine Cauchy-Folge in B(X;Y'). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein
ko € N, so daB3 py (Txu, Tyu) < p(Ty,Ty) < e furalle k, £ > kg und u € X gilt.
Da Y vollstindig ist, konvergiert somit die Folge {Txu}ren in Y fiir jedes u € X
gegen einen Grenzwert Tu € Y, wodurch eine Abbildung 7 : X — Y definiert wird.
Fithrt man in py (Tru, Tu) < py(Tru, Tyu) + py (Tyu, Tu) < & + py(Teu, Tu) den
Grenziibergang £ — oo aus, so erhdlt man py (Tru, Tu) < e fiiralle k € N, k > kg
und jedes u € X. Zunichst folgt daraus fiir alle u, v € X die Beziehung

py (Tu,Tv) < py(Tu, Tko”) + pY(Tkou’ Tkov) + pY(Tkov’ Tv)
< py (Tkott, Tiyv) + 26

und somit die Beschrinktheit von 7'[X]in Y wegen Ty, € B(X;Y),alsoT € B(X;Y).
Bildet man das Supremum fiiber alle ¥ € X in der Ungleichung py (Txu, Tu) < &, so
ergibt sich tiberdies p(Tx,T) < e fiir alle k € N, k > ko, mit anderen Worten, die
Folge {Ty }xen konvergiertin B(X;Y) gegen T € B(X;Y). 0J

Stetige Abbildungen. Seien (X, px) und (Y, py) metrische Rdume.

1. Eine Abbildung T : X — Y heil3t stetig im Punkt u € X, wenn es fir jedes ¢ > 0
ein § > 0 gibt, so daB fiir alle v € X aus px (u, v) < § stets py (Tu, Tv) < ¢ folgt.

2. Mannennt 7 : X — Y stetig, wenn T in jedem Punkt u € X stetig ist.

3. Die Menge aller stetigen Abbildungen 7' : X — Y wird mit C(X;Y') bezeichnet.
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Aquivalente Charakterisierungen der Stetigkeit. Sind (X, pyx), (Y, py) metrische
Riaume und 7 : X — Y eine Abbildung, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Die Abbildung T ist stetig.
2. Fiir jede Teilmenge £ C X gilt T[cl E] C cI T[E].
3.Ist E in Y abgeschlossen, so ist das Urbild 7![E] in X abgeschlossen.
4. Fiir jede in Y offene Teilmenge E ist das Urbild T7![E] in X offen.

Stetigkeit der Verkettung. Seien (X, px), (Y, py) und (Z, pz) metrische Raume. Ist
T, : X — Y stetig (im Punkt u € X) sowie T, : Y — Z stetig (im Punkt Thu € Y),
dann ist die Verkettung 7,7, : X — Z stetig (im Punkt u € X).

Stetigkeit der Einschrankung. Seien (X, px), (Y, py) metrische Riume und X eine
nichtleere Teilmenge von X. Ist T : X — Y stetig (im Punkt u € Xj), so ist auch die
Einschrinkung Ty = T|Xo von T auf X, stetig (im Punkt u € Xj).

Beschrankte stetige Abbildungen. Seien (X, px) und (Y, py) metrische Raume.

1. Der Teilraum BC(X;Y) = B(X;Y)NC(X;Y) von (B(X;Y), p), der aus allen
beschrinkten stetigen Abbildungen T : X — Y besteht, wird mit der induzierten
Metrik p ausgestattet.

2. Der Raum (BC(X;Y), p) ist ein abgeschlossener Teilraum von (B(X;Y), p). Die
Vollstandigkeit von (Y, py) tibertragt sich auf (BC(X;Y), p).

Beweis. Sei {Ti}xen C BC(X;Y) eine Folge, die in B(X;Y) gegen einen Grenzwert
T € B(X;Y) konvergiert. Zu jedem & > 0 gibt es ein kg € N, so daB3 po(Ty,T) < 3
fiir alle k € N, k > kg gilt. Sei u € X ein beliebig gegebener Punkt. Dann existiert
ein § > 0, so daB fir alle v € X aus px (u,v) < d stets py (Tyou, Ty,v) < 5 folgt. Da
py (Txv,Tv) < 3 furallek € N,k > ko und v € X gilt, folgt daraus

py (Tu,Tv) < py(Tu, Tiyu) + py (Tkou, Tryv) + py (Tkov. Tv) < ¢

fiir alle v € X mit py (u, v) < 8, das heil3t, die Stetigkeit von 7" im beliebig gewahlten
Punkt v € X. Damit ist BC(X;Y) in (B(X;Y), p) abgeschlossen.

Ist (Y, py) vollstindig, dann ist (B(X;Y), p) vollstindig und somit auch dessen
abgeschlossener Teilraum (BC(X;Y), p). OJ

Homoomorphismen. Seien (X, py) und (Y, py) metrische Riume.

1. Eine bijektive Abbildung 7' : X < Y heil3t Homoomorphismus, wenn sowohl
T : X — Y als auch die Inverse T™! : Y — X stetig sind.

2. Man nennt zwei Metriken p;, p» : X x X — R dquivalent auf X, wenn die
identische Abbildung von (X, p;) auf (X, p,) ein Homdomorphismus ist.



GleichmaBig stetige Abbildungen. Seien (X, px) und (Y, py) metrische Riume.

1. Eine Abbildung T : X — Y heil3t gleichmdipfig stetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein
8 > 0 existiert, so dal3 fiir alle u, v € X aus px (u,v) < § stets py (T'u, Tv) < ¢ folgt.

2. Man nennt T : X — Y Lipschitz-stetig, wenn eine Lipschitz-Konstante L. > 0
existiert, so daB fiir alle u, v € X die Bedingung py (Tu, Tv) < Lpx (u, v) gilt.

3. Eine bijektive Abbildung 7' : X <« Y wird als Isometrie bezeichnet, wenn die
Beziehung py (T'u, Tv) = px(u,v) fur alle u, v € X erfullt wird.

Lipschitz-Stetigkeit der Metrik. Sei (X, p) ein metrischer Raum. Definiert man im
Produktraum X x X eine Metrik durch

pxxx ((u,v), (@, 9)) = p(u, @) + p(v, D) fiir (u,v), (@, 7) € X x X,

und in R eine Metrik durch die Zuordnung (a, b) + |a —b| fiir a, b € R, dann ist die
Metrik p : X x X — R von X eine Lipschitz-stetige Funktion von X x X nach R,
denn fir alle (u,v), (i, V) € X x X ergibt sich aus den Dreiecksungleichungen

p(u,v) — p(i, v) < p(u,u) + p(v,v) und p(u,v) — p(u,v) < p(it, u) + p(v, v)
die Abschatzung |p(u, v) — p(u, v)| < p(u,u) + p(v,v) = pXXX((u, v), (u, 17)).

Satz von Dini iiber monotone Konvergenz reellwertiger Funktionale. Ist (X, p)
ein kompakter metrischer Raum und sind {7 }xexy € BC(X;R)und T € BC(X;R)
derart gegeben, dal Tpu < Typ_ju sowie limg_ oo |Tpu — Tu| = O fiir alle k € N,
u € X gilt, dann folgt daraus limy oo sup,cy |Txu — Tu| = 0.

Beweis. 1. Nach Voraussetzung gilt Tu < Tru < Tp_ju sowie limg o |Tpu—Tu| =0
fir alleu € X und k € N. Somit gibt es zu jedem ¢ > 0 und jedem u € X einen Index
k(u) e N,sodaB 0 < Thu — Tu < 5 fir alle k € N mit k > k(u) erfullt ist.

2. Wegen der Stetigkeit von 7 € BC(X;R) und Tx) € BC(X;R) gibt es fiir jedes
v € X ein §(v) > 0, so daB fiir jedes u € X aus p(u,v) < §(v) stets [Tu — Tv| < 3
und |Txwyu — Trwyv| < § folgt und somit nach Schritt 1 auch

0<Tiwyu—Tu =< |Tk(v)u — Tk(v)v| + |Tk(v)v —Tv|+ |Tv—Tul| <e.

3. Da die Familie {B(v, §(v))}vex eine offene Uberdeckung des kompakten metri-
schen Raums (X, p) bildet, kann man eine endliche Menge {u,...,u,} C X finden,
so daB3 auch die Teilfamilie {B(u1, §(u1)), ..., B(um, §(u,,))} den Raum X iiberdeckt,
das heil3t, fiir jedes u € X gibtesein £ € {1,...,m} mit u € B(ug, §(uy)). Somit gilt
fiir den groBten Index kg = max{k(u1),...,k(un)} € N nach Schritt 1 und 2

0<Tiu—Tu <Txyu —Tu < Trupu —Tu < e furallek € N, k > ko,

woraus sich die gleichméBige Konvergenz limy_, o sup,cx |Txu — Tu| = 0 ergibt. [J
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Halbstetige reellwertige Funktionale. Sei (X, p) ein metrischer Raum.

1. Die Abbildung T : X — R heil3t unterhalb stetig, wenn fiir jedes u € X und
jede Folge {ux}ren C X, die gegen den Grenzwert u € X konvergiert, die Beziechung
Tu < liminfy_, o Tuy erfullt ist.

2. Die Abbildung T : X — R heilBt oberhalb stetig, falls fiir jedes u € X und
jede Folge {ux}ren C X, die gegen den Grenzwert u € X konvergiert, die Beziehung
Tu > limsupy_, ., Tuy gilt.

Bemerkung. Die Abbildung 7 : X — R ist genau dann oberhalb stetig, wenn die
Abbildung —7 : X — R unterhalb stetig ist. Die Abbildung 7 : X — R ist genau
dann stetig, wenn sie unterhalb und oberhalb stetig ist.

Extremwertsatz von WeierstraBB. Sei (X, p) ein kompakter metrischer Raum.
1.Ist T : X — R unterhalb stetig, dann existiert ein u, € X mit Tu, = inf,cx Tu.
2.Ist T : X — R oberhalb stetig, so gibt es ein u* € X mit Tu* = sup,cx Tu.

Beweis. 1. Sei T : X — R unterhalb stetig. Angenommen, die Bildmenge 7[X] C R
ware nicht nach unten beschriankt. Dann kdnnte man eine Folge {vx }reny C X finden,
sodaBl Tv, < —k fiir jedes k € N gilte. Wegen der Kompaktheit von X kdonnte man
eine Teilfolge {vk,}ren von {vi}ren auswihlen, die gegen einen Grenzwert v € X
konvergiert. Aufgrund der Unterhalbstetigkeit von T erhielte man die Endlichkeit
des Wertes Tv < liminf;_, o T vk, im Widerspruch zur Wahl der Folge {vk }xen-

Damit ist das Bild T[X] C R nach unten beschrinkt. Es existiert also ein a € R
mit a = inf,ex Tu sowie eine Folge {ux}ren C X, so daB Tuyx < a + 27 fiir alle
k € N gilt. Aufgrund der Kompaktheit von X kann man eine Teilfolge {ug, }¢en von
{ur}ren finden, die gegen einen Grenzwert u, € X konvergiert. Wegen der Unter-
halbstetigkeit von 7" folgt daraus

a < Tu, <lminfy, o Tug, < limy_s(a + 2_k‘) =aq

ergibt sich schlieBlich Tu, = a = inf,cx Tu.
2.Ist T : X — R oberhalb stetig, dann ist =7 : X — R unterhalb stetig. Nach
Schritt 1 gibt es ein u* € X mit —Tu* = inf,ex(—Tu) = —sup,cx T'u. O



