Vorlesung 5

Stetige Bilder kompakter Mengen

Stetige Bilder kompakter Mengen. Sind (X, px) und (Y, py ) metrische Rdume und
T : X — Y eine stetige Abbildung, so gilt:

1. Fiir jede in X kompakte Teilmenge K ist das Bild 7[K] kompaktin Y.

2. Ist (X, px) kompakt, soist 7 : X — Y beschriankt und gleichmaBig stetig.

3. Ist (X, px) kompakt und 7 : X < Y bijektiv, so ist T ein Hom&omorphismus.

Beweis. 1. Seien K ein kompakte Teilmenge von X und {U,},er C Y eine offene
Uberdeckung des Bildes 7[K] in Y. Dann ist {7~ [Uy]}yer eine offene Uberdeckung
von K in X. Aufgrund der Kompaktheit von K gibt es eine endliche Indexmenge
[y C T, so daB bereits die endliche Teilfamilie {T'[U,]},er, die Menge K iiber-
deckt. Wegen TT~![U,] = U, N T[X] ergibt sich aus K C Uyer, T~ [U, ] offenbar

T[K] C Uyer, TT'[U,] C Uyer, Uy,

das heiB3t, die endliche Teilfamilie {U, },cr, 1st eine offene Uberdeckung von T [K]
und damit 7'[K] eine kompakte Teilmenge von Y.

2. Sei (X, px) kompakt. Da das Bild 7[X] nach Schritt 1 kompakt und damit be-
schrinkt in Y ist, ergibt sich T € BC(X;Y). Angenommen, 7 : X — Y waére nicht
gleichmiBig stetig. Dann gibe es ein ¢ > 0 und Folgen {uy }xen sowie {vg }ren In X,
so daB px (ux, vk) < 27% und py (Tug, Tvx) > 2¢ fiir jedes k € N gelten wiirde. We-
gen der Kompaktheit von X konnte man eine Teilfolge {ux, }ren von {uy jren finden,
die in X gegen einen Grenzwert u € X konvergiert. Wegen px (ux,, vx,) < 27%¢ und

pX(Ukev u) = pX(vkev uke) + pX(uke’ M) firalle £ € N

wirde auch die Teilfolge {vk, }ren vOn {vi}ren In X gegen u € X konvergieren.

Aufgrund der Stetigkeit von 7 : X — Y inu € X gibtesein § > 0, so daB fiir alle
v € X aus px (u,v) < § stets py (Tu, Tv) < £ folgt. Fiir alle £ € N mit px (ug,,u) < §
und py (vg,,u) < § erhielte man den Widerspruch

Py (Tukz’ Tvkz) = ,Oy(Tuk(, Tu) + IOY(TUke’ Tu) = e

Damitist 7 : X — Y gleichmaBig stetig.

3. Sei (X, px) kompakt, T : X < Y bijektivund K C X eine beliebig vorgegebene,
in X abgeschlossene Teilmenge. Dann mul3 K auch kompakt in X sein. Aufgrund von
Schritt 1 folgt daraus die Kompaktheit und somit die Abgeschlossenheit des Urbildes
T[K]in Y bezlglich der inversen Abbildung 77! : Y < X, die damit stetigist.  [J
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Universalitdt der Cantor-Menge. Eine Teilmenge K eines metrischen Raum (X, p)
ist genau dann kompakt, wenn sie ein stetiges Bild der Cantor-Menge C C [0, 1] ist,
das heil3t, wenn es eine stetige Abbildung 7 : C — X mit T[C] = K gibt.

Beweis. 1. Sei K C X kompakt und {ex}xen C R eine Nullfolge positiver Zahlen.
Dann existiert nach dem Kompaktheitskriterium von Hausdorff fiir jedes k € N ein
endliches ex-Netz {ug,...,urm, } C K fir K, wobei durch eine eventuelle Hinzu-
nahme von Punkten stets erreicht werden kann, dall my = 27% fir ein py € N gilt
und {pr}ren C N eine wachsende Folge ist. Fiir die weiteren Betrachtungen sei M
die Menge aller Folgen {k;};eny € N, sodaB kg € {1,...,27¢} fiir jedes £ € N gilt.

2. Da die Menge K von der Familie der Kugeln {B(u11, 1), ..., B(u1271, €1)} iber-
deckt wird, ergibt sich die Darstellung K = Uifllekl als Vereinigung nichtleerer
kompakter Teilmengen Ky, = K N K(ux,,e1) von K mit diam K, < 2&;. Ana-
log dazu kann man mit Hilfe des g,-Netzes fir K fir jedes k; € {1,...,27'} und
ko € {1,...,272} nichtleere kompakte Teilmengen Ky r, = Kk, N K(U2k,, £2) von K,
finden, so daB Ky, = U12€52=1Kk1k2 und diam Ky, < 2, gilt.

Fahrt man fiir wachsendes £ € N fort, dann erhilt man fiir jede Folge {k;}¢eny € M
eine absteigende Familie Kx, D Kgx, D --* D Kg kp-k, O -+ nichtleerer kompak-
ter Teilmengen von K, deren Durchmesser fiir £ — oo gegen Null konvergiert. Der
Durchschnitt K, N Kik, N+ N Kg ky -k, N+ -+ Jeder Familie besteht stets aus genau
einem Punkt ¥ € K. Dadurch wird eine Abbildung ® : M — K definiert, die jeder
Folge {k¢}ienwy € M einen eindeutig bestimmten Punkt v € K zuordnet. Die Abbil-
dung ® : M — K ist surjektiv, da man fiir jeden Punkt u € K nach Konstruktion
eine Folge {k¢}ieny € M finden kann, so daBBu € Ki, N Kik, N+ N Ky oky N -+
gilt, jedoch nicht unbedingt injektiv, da der Punkt u € K gleichzeitig zu mehreren
Uberdeckungsmengen gehoren kann.

3. Die Cantor-Menge C C [0, 1] kann als Durchschnitt C = N2 F; der abstei-
genden Familie { Fy }reny kompakter Teilmengen Fj C [0, 1] dargestellt werden, die
durch Fy = [0, 1] und die rekursive Definition

Fr={3xceR:xe R JU{ix+2cR:xe F_} firkeN

gegeben sind. Die Menge F,, C [0, 1] ist als disjunkte Vereinigung F,, = UiflzlAkl
von 27! kompakten Intervallen Ay, ..., Ayry C [0, 1] mit diam Ay, = 377! darstell-
bar. Die 27! — 1 Liicken zwischen diesen Intervallen haben mindestens den gleichen
Durchmesser. Fiir jedes k; € {1,...,27'} ist das Intervall Ag, als disjunkte Vereini-
gung Ay, = UgilAklkZ von 272 kompakten Intervallen Ag, 1, ..., Ag,272 C [0, 1] mit
diam Ay, = 37?172 darstellbar. Wiederum haben die 27> — 1 Liicken zwischen

diesen Intervallen mindestens den gleichen Durchmesser.
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Setzt man diese Betrachtungen fiir wachsendes £ € N fort, dann erhilt man fiir jede
Folge {k;}ien € M eine absteigende Familie Ag, D Ak, D -+ D Akkyky O *°°
kompakter Intervalle, deren Durchmesser fiir £ — oo gegen Null konvergiert. Der
Durchschnitt Ag, N Agk, N+ N Agyky -k, M-+ jeder dieser Familien besteht jeweils
aus genau einem Punkt x € C. Dadurch wird eine Abbildung ¥ : M — C definiert,
die jeder Folge {k/}¢seny € M einen eindeutig bestimmten Punkt x € C zuordnet.
Aufgrund der Eindeutigkeit der triadischen Darstellung jedes Punktes x € C ist diese
Abbildung ¥ : M < C sogar bijektiv.

4. Aufgrund von Schritt 2 und 3 ist die Verkettung der Inversen ™! : C < M mit
der Abbildung ® : M — K eine surjektive Abbildung T = ®¥~! : C — K, welche
also die Cantor-Menge C C [0, 1] auf die kompakte Menge K C X abbildet.

Um die Stetigkeit von 7 : C — K einzusehen, seien ¢ > 0 und x € C vorgegeben.
Man findet eine Folge {k¢}ieny € M mit x € Ag, N Agyiy, N+ N Agykykp N -+ und
Tx € Kk, N Kk, M-+ N Ky kg ok N -+ + sowlie ein £ € N mit diam Ky, ..k, < &, also
Tx e Kklkz-"ke C B(Tx,28) und x € Ak]kz'-'k( C [O, 1].

Setzt man § = diam Ag g, ..k, > 0, dann konnen die Liicken zwischen den Interval-
len Ak kykpy1s- - Dkyky -k, 27¢ aufgrund der rekursiven Konstruktion nicht kiir-
zer als der Durchmesser ¢ dieser Intervalle sein und nicht zur Cantor-Menge C geho-
ren. Somit folgt wegen x € Ay k,..x, fliralley € C aus [x—y| < §stetsy € Ag ky -k,
und damit auch Ty € Kj k,..x, C B(Tx,2¢), das heidt, p(T'x,Ty) < 2¢ fir alle
y € C mit |x — y| < §, woraus sich die Stetigkeit von T : C — K im beliebig
vorgegebenen Punkt x € C ergibt.

5. Ist umgekehrt 7 : C — X eine stetige Abbildung, dann ist wegen der Kompakt-
heit der Cantor-Menge C auch ihr stetiges Bild 7[C] kompakt in X. O

GleichmiBige Approximation durch stiickweise konstante Abbildungen. Seien
(X, px) ein kompakter und (Y, py) ein separabler metrischer Raum. Dann existiert im
Raum (B(X;Y), p) eine abzdhlbare Teilmenge stiickweise konstanter Abbildungen
mit endlichem Wertebereich, die im Teilraum BC(X;Y) dicht liegt.

Beweis. 1. Sei {6, }ren C R eine Nullfolge positiver Radien. Wegen der Kompaktheit
von X kann man aufgrund des Hausdorff-Kriteriums fiir jedes k € N ein endliches
dr-Netz Ny C X fiir X wihlen. Dann bildet fiir jedes £ € N auch die Vereinigung
M, = U’,;:le = {V1,...,Um, } C X ein endliches 6x-Netz fiir X. Offenbar sind die
Familien {B(vi,dk). ..., B(vm,,dk)} offener Kugeln fiir alle k € N endliche Uber-
deckungen von X. Man bildet fiir jedes k € N durch die rekursive Vorschrift

Ere = B(vg, 6x) \ Ufn_zllEkm fird e {1,...,my}

eine endliche Familie {Egi,..., Exm,} C X paarweise disjunkter Mengen, die X
ebenfalls iiberdecken, obwohl einige von ihnen auch leer sein kdnnen.



2. Sei D C Y eine in Y abzidhlbare dichte Teilmenge. Fiir jedes k¥ € N wird die
Teilmenge Pr C B(X;Y) aller stiickweise konstanten Abbildungen mit endlichem
Wertebereich in D mit folgender Eigenschaft definiert: Fiir jedes € € {1, ..., my} gibt
esein gy € D, sodall Tu = g, fiir alle u € Eyy gilt. Dann ist Py, fiir jedes k € N und
damit auch deren Vereinigung P = Ugen Px eine abzdhlbare Teilmenge von B(X;Y).

3. Werden ¢ > Ound 7 € BC(X;Y) beliebig vorgegeben, dann ist 7 wegen der
Kompaktheit von X gleichmaBig stetig: Es gibt ein § > 0, so daB fiir alle u, v € X aus
px (u,v) < & stets py (Tu, Tv) < 7 folgt. Man wihlt ein k € N mit 6, < § und fixiert

&€
2
definiert man die stiickweise konstante Abbildung 7y € P durch Tru = g, fiir alle
ueEgundl e{l,... m}.

4.Seil € {1,...,my} vorgegeben. Wegen Schritt 1 gilt fiir alleu € Exy C B(vy, 6)
die Beziehung px (1, v¢) < 8 < 6 und somit py (T'u, Tv) < § nach Schritt 3. Da sich

wegen Schritt 3 fiir jedes u € Eyg auch py (Tvg, Tru) = py(Tve, g¢) < 5 ergibt, erhilt

fir jedes £ € {1,...,my}ein g¢ € D, so daB3 py(Tve, g¢) < £ gilt. Darauf bauend

man damit py (Tu, Tru) < py(Tu,Tv) + py(Tve, Tru) < e fir alle u € Ex¢ und
jedes £ € {1,...,my}, also fiir alle u € X. Daraus folgt schlieBlich p(T, Tx) <e. 0O

Stetige Fortsetzung durch stiickweise affine Abbildungen. Ist C C [0, 1] die
Cantor-Menge, dann existiert zu jeder stetigen Abbildung 7p : C — K eine steti-
ge Fortsetzung 7" : [0,1] — K mit 7|C = Ty und maxye[o,1]|7x| = maxyec |Tox|,
die auf [0, 1] \ C stiickweise affin ist.

Beweis. 1. Wegen der Kompaktheit von C C [0, 1] ist Ty : C — K gleichméaBig stetig:
Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so daB fiir alle x, y € C aus |x — y| < § stets
|Tx —Ty| < 5 folgt.

2. Die Cantor-Menge C C [0, 1] 1Bt sich als Durchschnitt C = N2/ F der abstei-
genden Familie { Fy}reny kompakter Teilmengen Fp C [0, 1] dargestellen, die durch
Fy = [0, 1] und die rekursive Definition

Fr={3xeR:xe R jU{ix+2cR:xe F_} firkeN

gegeben sind. Dabei ist Fy, = U%l;leg fir jedes k € N U {0} eine disjunkte Vereini-
gung von 2F kompakten Intervallen Dy, = [xx¢, yi¢] der Linge 37% mit Endpunkten

0=xXk1 <Y1 <" <Xkg < Yt <+ < Xpak < Ypor = 1,

die allesamt zur Cantor-Menge C C [0, 1] gehoren.

Die Liicken zwischen den Intervallen Dy, ..., Dy« werden von der komplemen-
tdren Menge [0, 1]\ Fr = U%i‘llLkg gefiillt, die aus einer disjunkten Vereinigung von
2k _ 1 offenen Intervallen Ly, = (Vke» Xke+1) besteht, welche die Linge 37% nicht
unterschreiten. Das Komplement [0, 1] \ C der Cantor-Menge ist die Vereinigung
U2 ([0, 1]\ Fi) einer aufsteigenden Familie {[0, 1] \ F jxen offener Teilmengen.
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3. Fiir jedes k € N definiert man eine stetige und stiickweise affine Abbildung
Ty : [0, 1] — K wie folgt: Fiir jedes £ € {1, ..., 2k} setzt man
Vit — X X — Xk

Tix = Toxxe + —————Toyre fir x € Dy = [xke, Yie]
Ykt — Xkt Vit — Xkt
und erhilt fiir alle x € Dyy die Abschidtzung
Ykt — X
|Tiex — Toyiel < ——— |Toxke — Toyiel < |Toxke — Toykel.
Vit — Xkt
Fiir jedes £ € {1, ...,2% — 1} definiert man analog dazu
Xig+1 — X X = Ykt ..
Tix = —— 1~ Toype + ————Toxper1 firx € Lig = (Vigs Xies1)
Xkt+1 — Ykt Xkt+1 — Vit
und bekommt fiir alle x € Ly die Beziehung
X — Vit
|Tkx — Toykg| < — |T0xk€+1 - TO)’kél = |T0xk€+1 - To)’ke|-
Xke+1 — Ykt

AuBerdem gilt 7,,x = Tyx fiir alle x € [0, 1] \ F und jedes m € N mit m > k.

4. Sei ko € N derart gewihlt, daB 37%0 < § gilt sowie m, k € N mitm > k > ko
vorgegeben. Ferner sei x € Fj fixiert. Dann existiert ein £ € {1,...,2%¥} mit x € Dyy.
Jetzt werden die beiden Fille x € F,,, bzw. x € Fy \ F,, untersucht:

Im Falle x € F, existiertein p € {1,...,2"} mitx € Dy, C D¢, und es gilt

ke — yeel <37F <8, |Xmp — ympl <37F <8, |yre — ympl <375 < 6.
Schritt 1 liefert aufgrund der Stetigkeit von 7, : C — K folglich
| Toxke — Toykel < 5, NToXmp — Toympl <5, |Toyie — Toympl < 5.
Wegen x € D,,, C Dy erhilt man daraus nach Schritt 3 die Abschidtzungen
|Tiex — Toykel < [Toxke — Toykel < 5. |Tmx — ToYymp| < |ToXmp — ToYmpl < 5§
und somit auch
| Thex — Tmx| < |Tiex — Toykel + | Toyie = Toymp| + [ Toymp — Tmx| < &.
Im Falle x € Fy \ F,, gibtesein p € {1,...,2" — 1} mit x € L,,, C Dyy, also gilt
ke = Vel <375 <8, [Xmpr1 — Ympl 37F <8, yre—ympl <37 <.
Mit Schritt 1 gelangt man wegen der Stetigkeit von 7y : C — K zu
|Toxke — Toykel < 5. [ToXmp+1 — Tovmpl < 5. |Toyee — Toympl < 5.
Aufgrund von x € L,,, C Dy, ergeben sich daraus nach Schritt 3 die Bezichungen
[ Tiex — Toykel < |Toxke — Toykel < 5. | Tmx — Toymp| < |ToXmp+1 — Toymp| < 5
und deshalb
| Tiex — Tmx| < |Tiex — Toykel + | Toyie = Toymp| + [ Toymp — Tmx| < &.



Da auBerdem nach Konstruktion Ty x = T, x fiir alle x € [0, 1]\ Fk gilt, ergibt sich
|Tex — Tux| < e firallex € [0,1]und m, k € N mitm > k > ko.

Damit ist {Tx }xeny' € BC(]0, 1]; K) eine Cauchy-Folge im vollstindigen metrischen
Raum BC(][0, 1]; K) und konvergiert somit gleichméBig gegen eine Abbildung 7' €
BC ([0, 1];K), die auf [0, 1]\ C stiickweise affin ist,da C = N’°_, F,, sowie desweiteren
T|([0, 1]\ Fn) = Tu|([0, 1]\ F) fiir jedes m € N gilt.

5.Ist x € C vorgegeben, dann gibt es eine Folge {x}xen C N mit £y € {1,..., 2k},
so daB die Folge {xx¢, }xenw C C in R gegen x € C konvergiert. Wegen der Stetigkeit
der Abbildungen 7y : C — K und 7T : [0, 1] — K liefert der Grenzprozel3 k — oo in

|Tx — Tox| < |Tx — Txpe| + 1T xxey — TiexXrer | + | TeXig, — Tox|

< |Tx —Txkg,| + o Ty — Tiy| + | Toxre, — Tox|

offenbar T'x = Tox und somit die Fortsetzungseigenschaft T|C = Ty.
6. Sei k € N beliebig vorgegeben. Wegen Schritt 3 gilt fiir alle x € Dyy = [xke, Vie]
mit £ € {1,...,2%} die Abschitzung

k¢ —X

y Vit — X
|Tix| < —— |Toxke| + (1 - —) |Toyke| < max |Toy]
Ykt — Xk¢ Xkt yeC

Yke —

sowie fiir jedes x € Liy = Ve, Xkeo1) mit £ € {1,...,2% — 1} ebenfalls
Xkg+1 — X Xkg+1 — X

Xke+1 — Ykt Xkl+1 — Ykt

also insgesamt maxyeqo,1] |7k x| < maxyec |Toy| fiir jedes k € N. Wegen der gleich-

mabBigen Konvergenz von {Ti}reny € BC([0,1];K) gegen T € BC([0, 1];K) folgt

daraus maxye[o,1] |7 x| < maxyec |Toy|. Da nach Schritt 5 auch T|C = T, gilt, folgt

Tix| = ol + (1 - ) Tovece] < max | Toyl,

schlieBlich die Gleichheit maxye[o,1] |7 x| = maxyec |Toy| der Maxima. OJ



