Vorlesung 6
Gleichgradig stetige Mengen

Gleichgradig stetige Mengen. Seien (X, px) und (Y, py) metrische Rdume.

1. Eine Teilmenge E C B(X;Y) heiBt gleichgradig stetig in u € X, wenn es zu
jedem & > 0 ein § > 0 gibt, so daB fiir jedes T € E und alle v € X aus px(u,v) <6
stets py (T'u, Tv) < ¢ folgt.

2. Man nennt E C BC(X;Y) gleichgradig stetig, wenn E in jedem Punkt u € X
gleichgradig stetig ist.

AbschlieBung gleichgradig stetiger Mengen. Sind (X, px) und (Y, py) metrische
Riaume und {T;}renwy € BC(X;Y) eine gleichgradig stetige Folge, die punktweise
gegen eine Abbildung 7 : X — Y konvergiert, dann ist diese Abbildung stetig.

Beweis. Gibt es zu jedem ¢ > 0 und jedem u € X ein § > 0, so daB fiir jedes k € N
und alle v € X aus px(u,v) < § stets py(Txu, Txv) < e folgt, dann kann man
aufgrund der punktweisen Konvergenz der Folge {T;}reny C BC(X;Y) gegen die
Abbildung 7' : X — Y den Grenziibergang k — oo in

py(Tu,Tv) < py(Tu, Tyu) + py (Tru, Txv) + py (Txv, Tv)
durchfiihren und erhilt py (Tu, Tv) < ¢ fiir jedes v € X mit px(u,v) <. O

GleichmaBig gleichgradig stetige Mengen. 1. Sind (X, px) und (Y, py) metrische
Raume, dann heil3t eine Menge E C BC(X;Y) gleichmdfig gleichgradig stetig, wenn
es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so daB fiir jedes T € E und alle u, v € X aus
px (u,v) < § stets py (Tu, Tv) < ¢ folgt.

2. Ist (X, px) liberdies ein kompakter metrischer Raum, dann ist jede gleichgradig
stetige Menge £ C BC(X;Y) auch gleichméaBig gleichgradig stetig.

Beweis. 1. Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es zu jedem u € X ein §(u) > 0,
so dal py (Tu, Tv) < 5 fiir jedes T € E und alle v € X mit px (u,v) < 28(u) gilt.

2. Wegen der Kompaktheit von (X, py) kann man aus der offenen Uberdeckung
{B(u,8(u))}yex von X eine endliche Teilfamilie {B(u,§(u1)), ..., B(ug,(ux))} of-
fener Kugeln herausgreifen, die X iiberdeckt. Fiir ein beliebiges u € X wihlt man
einf € {l,...,k} mit u € B(ug,5(ug)). Setzt man 6 = min{§(u,),...,8(ux)}, dann
erhilt man B(u,8) C B(ug,28(ug)) wegen § < §(ug). Somit folgt fir jedes v € X aus
px (u,v) < § stets py (ug, v) < 28(uy). Da auch px (u, ug) < 6(uy) gilt, liefert Schritt 1

oy (Tu, Tv) < py(Tu, Tug) + py (Tug, Tv) <e¢

fir alle v € X mit py(u,v) < 6. DaT € E und u € X beliebig gewdhlt wurden, ist
E C BC(X;Y) gleichmdBig gleichgradig stetig. O
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AbschlieBung gleichmaBig gleichgradig stetiger Mengen. Ist (X, px) ein kom-
pakter metrischer Raum, (Y, py) ein metrischer Raum und {T;}reny C BC(X:Y)
eine gleichmaBig gleichgradig stetige Folge, die punktweise gegen eine Abbildung
T : X — Y konvergiert. Dann konvergiert die Folge {7y }ren gleichmiBig gegen
den gleichméaBig stetigen Grenzwert 7 : X — Y.

Beweis. 1. Die gleichmaBig gleichgradige Stetigkeit der Folge {Ty}xeny € BC(X;Y)
liefert fiir jedes € > 0 ein § > 0, so daB py (Txu, Tyv) < 3 fir jedes k € N und alle
Punkte u, v € X mit px (u, v) < § gilt. Da die Folge {T }xeny C BC(X;Y ) punktweise
gegen T : X — Y konvergiert, liefert der Grenziibergang k — oo in

oy (Tu, Tv) < py(Tu, Tru) + py (Tru, Tyv) + py (Txv, Tv)

die Beziehung py (Tu, Tv) < £ fir alle u, v € X mit px(u,v) < &, das heil3t, die
Abbildung 7 : X — Y ist gleichmiBig stetig.

2. Aus der Kompaktheit von (X, px) folgt auch, daB man aus der offenen Uber-
deckung {B(u,§)},ex von X eine endliche Teilfamilie {B(u{,9), ..., B(uy,§)} offe-
ner Kugeln auswihlen kann, die X tiberdeckt. Die punktweise Konvergenz der Folge
{Tk}ren C BC(X;Y) gegen die stetige Abbildung 7" : X — Y liefert einen Index
ko € N, so daB3 py (Txue, Tuy) < % firallek € N,k > kound £ € {1, ..., m} gilt.

3. Fiir ein beliebiges u € X wihlt man einen Index £ € {1,...,m} mit p(u,uy) <4.
Nach Schritt 1 folgt daraus py (Txu, True) < % fir alle k € N. Wegen der punktwei-
sen Konvergenz von {Ty }xeny C BC(X;Y) gegen T : X — Y liefert der Grenzprozel3
k — ocoin

py (Tu, Tug) < py(Tu, Tru) + py (Teu, Teue) + py (Teue, Tug)
die Beziehung py (T'u, Tuy) < 5. Mit Schritt 1 und 2 folgt daraus
py (Tru, Tu) < py (Tru, True) + py (Teue, Tug) + py (Tug, Tu) < ¢
firjedesu € X und alle k € N, k > kg, das hei3t, limg o p(Tx, T) = 0. O

Satz von Ascoli iiber relativ kompakte Teilmengen. Ist (X, px) ein kompakter
und (Y, py) ein vollstandiger metrischer Raum, so ist eine Teilmenge K von BC(X;Y)
genau dann relativ kompakt, wenn K C BC(X;Y) gleichméfBig gleichgradig stetig
und die Menge K(u) = {Tu € Y : T € K} fiir jedes u € X relativ kompakt in Y ist.

Beweis. 1.1st K eine relativ kompakte Teilmenge von BC(X; Y), dann existiert wegen
des Hausdorff-Kriteriums zu jedem ¢ > 0 ein endliches $-Netz {T,..., Tz} C K
fir K: Zu jedem T € K existiert ein £ € {1,...,k} mit p(T, Ty) < 5, das heilt, es gilt
py(Tu, Teu) < 5 fir allew € X. Somit ist {T1u, ..., Tru} C K(u) fir jedesu € X
ein endliches Z-Netz fir K(u) in Y, und das Hausdorff-Kriteriums liefert wegen der
Vollstandigkeit von Y die relative Kompaktheit von K(u) in Y fiir jedes u € X.
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Da wegen der Kompaktheit von X die endliche Familie {73,...,Tx} C K aus
gleichmiBig stetigen Abbildungen besteht, kann man ein § > 0 finden, so daB fiir alle
u,v € X und jedes £ € {1,...,k} aus px(u,v) < d stets py (Tou, Tgv) < % folgt. Da
nach Schritt 1 zu jedem 7 € K ein Index £ € {1,...,k} mit p(T,Ty) < g existiert,
folgt daraus fiir jedes T € K sowie alle u, v € X mit py (1, v) < § die Abschiatzung

oy (Tu,Tv) < py(Tu, Teu) + py (Teu, Tev) + py (Tyv, Tv) < e,

also die gleichméBig gleichgradige Stetigkeit von K.

2.Sei K C BC(X;Y) gleichmiBig gleichgradig stetig sowie die Menge K(u) =
{Tu € Y : T € K} fiir jedes u € X relativ kompakt in Y. Da wegen der Vollstin-
digkeit von Y auch BC(X;Y) vollstindig ist, ist der Nachweis der relativen Kom-
paktheit von K in BC(X;Y) erbracht, wenn man fiir jedes £ > 0 eine endliche Uber-
deckung {L,},ce von K durch Teilmengen L, C K mit diam(L,) < ¢ finden kann:
Zunichst wihlt man § > 0 derart, so daB3 py (Tu, Tv) < { fir jedes T € K sowie alle
u, v € X mit px(u,v) < § gilt, und greift aus der offenen Uberdeckung { B(u, §) }uex
von X eine endliche Teilfamilie {B(u1,d), ..., B(um,,d)} heraus, die X iberdeckt.

3. Nach Voraussetzung ist die Menge K(uy) fiir jedes £ € {1,...,m} und damit
auch deren (endliche) Vereinigung

E=U/ K(ug) ={TugcY:TeK, Le{l,.. . m}}

relativ kompakt in Y. Man wihlt ein endliches £-Netz {g;,...,gx} C Efir E C Y,
so dal fiir jedes g € E ein Index p € {1,...,k} mit py (g, gp) < 7 existiert.
4. Ist ® die (endliche) Menge aller Abbildungen ¢ : {1,...,m} — {1,...,k}, so

definiert man fiir jedes ¢ € ® die Teilmenge
Ly, ={T € K : py(Tuy. goy) < % fiirjedes £ € {1,....m}} C K.

Obwohl einige der Mengen L, C K leer sein konnen, kann man fir jedes T € K
nach Schritt 3 jedem Index £ € {1,...,m} einen Index p € {1,...,k} zuordnen, so
daB py(Tue, gp) < 7 gilt, das heiBit, die Menge K wird von der endlichen Familie
{Ly}peco C K tiberdeckt.

5. Um einzusehen, dal3 die Abschidtzung diam(L,) < ¢ fir jedes ¢ € & gilt, seien
die Abbildungen 7', A € L, fiir ein beliebiges ¢ € ® vorgegeben. Nach Schritt 2 gibt
es flirjedesv € X ein £ € {1,...,m}, so daB py (uy,v) < & gilt, woraus sich sowohl

py (Tug, Tv) < £ als auch py (Aug, Av) < % ergibt. Da nach Schritt 4 aulerdem

py (Tug, Aug) < py (Tug, go)) + py (Aue, gor)) < 5

gilt, erhilt man py (Tv, Av) < py(Tv, Tug) + py(Tuy, Aug) + py (Auyg, Av) < e fir
jedes v € X und somit p(7, A) < efiralle T, A € L, und ¢ € ®. Dies bedeutet, dal3
es fiir die Menge K eine endliche Uberdeckung {L,},ce C K durch Mengen gibt,
welche die Beziehung diam(L,) < ¢ fiir jedes ¢ € @ erfiillen. O



