Vorlesung 7

Lineare Raume und Abbildungen

Lineare Raume. Ein linearer Raum tiber dem Korper K € {R, C} ist eine Menge V
mit einer durch die beiden Abbildungen
Addition: (u,v) > u+vvonV xVinV,
Skalare Multiplikation: (o,u) — au von K x V'in V,
definierten Struktur. Diese Abbildungen sollen die folgenden Eigenschaften besitzen:
I.1. Fiuralleu,v,we Vgilt(u +v)+w=u+ (v + w).
1.2. Firalleu,ve Vgiltu+4+v=v+u.
1.3. Es gibt einen Nullvektor 0 € V,sodaBu + 0 = u fiir alleu € V gilt.
1.4. Zu jedem u € V existiert ein —u € V,sodaBB u + (—u) = 0 gilt.
2.1.Firallea, B e Kundu € V gilt (0 + B)u = au + Pu.
22 Firallea e Kundu,v € V gilt a(u + v) = au + av.
23. Firallea, B e Kundu € V gilt a(Bu) = («f)u.
24. Furalleu € V gilt lu = u.

Linearkombinationen. Sind {«1,...,a,} C K sowie {u,...,u,} C V endliche
Familien, dann bezeichnet man die Summe Y _, axux € V als Linearkombination
der Vektoren aus {uq,...,u,}.

Lineare Teilraume. 1.Ist V ein linearer Raum, so versteht man unter einem /inearen
Teilraum von V eine Teilmenge Vy von V, so daB fiir alle u, v € V sowie o, f € K
stets au + Bv € Vj gilt.

2. Die Einschrankungen der Addition auf V; x V, sowie der skalaren Multiplikation
auf K x V4 bilden jeweils in V, ab, das heil3t, der lineare Teilraum Vj ist selbst ein
linearer Raum tiber K.

Lineare Hiille. 1. Fiir jede Familie {V, },cr linearer Teilrdume von V' ist auch deren
Durchschnitt N, er V), ein linearer Teilraum von V.

2. Fiir jede Teilmenge E von V wird die lineare Hiille lin E von E als Durchschnitt
samtlicher linearer Teilrdume U von V mit E C U definiert, also als kleinster, die
Menge E umfassender linearer Teilraum von V.

3. Die Menge aller Linearkombinationen (endlicher) Familien von Vektoren aus
einer Teilmenge £ C V stimmt mit ihrer linearen Hiille lin £ {iberein, das heil3t,

IinE = {>;_ arux €V :{ar.....an} CK, {uy,...,u,} C E, n € N}.
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Summen linearer Teilraume. 1. Die lineare Hiille der Vereinigung U,crV, einer

Familie {V, },cr linearer Teilrdume von V wird als deren Summe )., .- V, bezeichnet.

yel
2. Diese Summe heil3t algebraisch direkt, wenn fiir jeden Index « € I" die Bedingung
Ve N X er.yze Vy = {0} erfiillt ist.
3. Man nennt zwei lineare Teilratime V; und V, von V' komplementdr, wenn sich V

als algebraisch direkte Summe V = V; + V, darstellen 1a83t.

Lineare Unabhingigkeit. Eine Familie {u, },er von Vektoren im linearen Raum V/
heilt linear unabhiingig, wenn flur jede endliche Teilfamilie {vy, ..., v,} von {u,}yer
und alle a1, ..., 0, € Kaus > ;_, axvr = O stets ax = O firalle k € {1,...,n} folgt.

Basen. 1. Eine Familie {vy },er C V von Vektoren eines linearen Raumes V' heil3t

Basis von V, wenn sie linear unabhingig ist und V' = )_ - lin{v,} gilt, das heilt,

yell

wenn V = Zyel" lin{v, } eine algebraisch direkte Summe ist.
2. Sei V; ein linearer Teilraum des linearen Raums V und {uy,...,u,,} C V eine

Familie mit V = V; + >_;_, lin{ux}. Dann gibt es eine Teilfamilie {vy, ..., v,} von

{uy,...,um},sodaB V =V, + >} _, lin{vg} eine algebraisch direkte Summe ist.

Dimension und Codimension. 1. Besitzt der lineare Raum V' eine endliche Basis
{v1,...,v,}, so nennt man ihn endlichdimensional. Dann besteht jede Basis von V' aus
genau n Vektoren und dim V' = n wird Dimension des linearen Raums V' genannt. Ein
linearer Raum, der nicht von endlicher Dimension ist, heil3t unendlichdimensional.

2. Ein linearer Teilraum V/; eines linearen Raumes V besitzt endliche Codimension,
wenn es einen endlichdimensionalen linearen Teilraum V, von V' gibt, fiir den die
Summe V = V; + V, algebraisch direkt ist. Die Dimension codim V; = dim V, heil3t
Codimension von V; in V. Existiert kein endlichdimensionaler linearer Teilraum V,
von V, der komplementir zu V; in V ist, dann besitzt V; unendliche Codimension.

Dimension von Teilraumen. 1. Ist V' ein endlichdimensionaler linearer Raum, so
gilt dimV = dim U + codim U fiir jeden linearen Teilraum U von V.

2. Sind V; und V, endlichdimensionale lineare Teilrdume eines linearen Raums V/,
dann gilt dim(V; + V3) + dim(V; N V3) = dim V; + dim V5.

3. Haben die beiden linearen Teilraume V; und V; eines linearen Raums V endliche
Codimension, dann gilt codim(V; + V,) + codim(V; N V,) = codim V; + codim V5.

Lineare Abbildungen. 1. Seien V und W zwei lineare Raume liber demselben Kor-
per K. Eine Abbildung 7 : V — W heilt linear, wenn fiir alle Skalare «, 8 € K und
alle Vektoren u, v € V stets T(cu + fv) = aTu + T v gilt.

2. Insbesondere gilt dann 70 = 0 sowie T (> ;_; oxur) = Y p_q o Tuy fir alle
endlichen Familien {«,...,a,} C Kund {u;,...,u,} C V.
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Bildraum und Kern linearer Abbildungen. Sei 7 : V — W eine lineare Abbil-
dung zwischen den linearen Riumen V und W.

1. Fiir jeden linearen Teilraum V; von V ist das Bild T'[Vp] ein linearer Teilraum
von W. Das Bild T[V] des ganzen Raumes V wird Bildraum von T genannt.

2. Die Abbildung T ist genau dann surjektiv, wenn T[V] = W gilt.

3. Fiir jeden linearen Teilraum W, von W ist das Urbild T ~![W,] ein linearer Teil-
raum von V. Das Urbild 7~![{0}] des Nullraums {0} C W nennt man Kern von T .

4. Die Abbildung T ist genau dann injektiv, wenn 7![{0}] = {0} gilt.

5. Sei die Familie {w, }yer C T[V] linear unabhingig und jedem y e I'einu,, € V
mit Tu, = w, zugeordnet. Dann ist die Familie {u, },er C V linear unabhingig,
und T71[{0}] + >_,er lin{u, } ist eine algebraisch direkte Summe.

Linearer Raum aller linearen Abbildungen. Sei L(V; W) die Menge aller linearen
Abbildungen zwischen den linearen Raumen V und W. Sind T, A € L(V; W) zwei
lineare Abbildungen und ¢ € K ein Skalar, dann werden durch die beiden Zuordnun-
genu +— Tu + Au sowie u — «oTu fiir u € V die beiden Operationen

Addition: (T,A)+—T + Avon L(V;W)x L(V;W)in L(V; W),

Skalare Multiplikation: (a, T) — «T von K x L(V; W) in L(V; W),
definiert, welche die Struktur des linearen Raums L(V'; W) erzeugen.

Verkettung linearer Abbildungen. Seien V', W und X, Y lineare Rdume.
I.FiralleT € L(V;W)und A € L(W; X) gilt AT € L(V; X).
2.FuralleT e L(V;W),Ae L(W;X),®e L(X;Y) gilt &(AT) = (PA)T.
3.Furalle T, T, € L(V;W)und A € L(W; X) gilt A(T + T,) = AT + AT;.
4. FiralleT € L(V;W)und A, Ay € L(W; X) gilt (A + A\)T = AT + A,T.
S.FuralleT e L(V;W),Ae L(IW;X)und @ € K gilt A(«T) = aAT.

Bildraum und Kern verketteter linearer Abbildungen. Seien V', W und X lineare
Riume sowie T : V — W und A : W — X lineare Abbildungen.

1. Der Bildraum (AT)[V] = A[T[V]] der Verkettung ist der Bildraum beziiglich A
des Bildraums 7'[V] von T'.

2. Der Kern (AT)7'[{0}] = T—'[A'[{0}]] der Verkettung ist das Urbild beziig-
lich T des Kerns A~1[{0}] von A.

Verkettung bijektiver linearer Abbildungen. Sind V, W, X lineare Riume sowie
T:V < Wund A : W < X bijektive lineare Abbildungen, dann ist die Verkettung
AT :V < X und damit auch deren Inverse (AT)™! = T~ 147! : X < V jewelils eine
bijektive lineare Abbildung.
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Hyperebenen und lineare Funktionale. Sei V' ein linearer Raum.

1. Ein linearer Teilraum E von V mit codim E = 1 heil3t Hyperebene in V.

2. Jeder lineare Teilraum eines linearen Raums V', der eine Hyperebene E in V
enthdlt, stimmt entweder mit £ {iberein oder ist V selbst.

3. Fir jede Hyperebene E in V kann man eine nichttriviale lineare Abbildung
f:V - Kmit E = f£~![{0}] finden.

Ist g : V — K eine weitere lineare Abbildung mit E = g~ ![{0}], dann existiert ein
Skalar g € K, B # 0,so dall g = Bf gilt.

Beweis. Fiir jede Hyperebene E in V' gibt es einen Vektor v € V mit v ¢ E derart,
daB V = E + lin{v} eine algebraisch direkte Summe ist. Daher kann jedes u € V
eindeutig in der Form u = w + (f, u)v dargestellt werden, wobei u € V ein Vektor
w € E sowie ein Skalar ( f, u) € K zugeordnet wird.

Um einzusehen, daf3 durch diese Zuordnung u +— (f, u) eine lineare Abbildung
f + V — K definiert wird, seien u;, u, € V sowie o, @y € K vorgegeben. Dann
existieren Vektoren w;, w, und w € E mit den Darstellungen u; = w; + (f, uq)v,
Uy = Wy + (f,uz)v sowie aju; + arus = w + (f, ayu; + aus)v, woraus sich

w4 (fauy + oauz)v = (qwy + aows) + (a1 {fiur) + o fiuz))v

ergibt. Wegen v # 0 und der Eindeutigkeit der Darstellung folgt daraus schlieBlich
die Beziehung ( f, aju; + aous) = ay(f,u1) + ax(f,uz). Somitist f : V — K eine
lineare Abbildung mit dem Kern 7 ~![{0}] = E.

Ist ¢ : V — K eine weitere lineare Abbildung mit £ = g~ ![{0}], dann muB es
wegen v ¢ E ein B € K, B # 0 mit der Eigenschaft (g, v) = B geben. Da aullerdem
auch ( f,v) = 1 gilt, erhdlt man fiir die lineare Abbildung g — 8f : V — K sowohl
(g —Bf,w) =0furallew € E alsauch (g — Bf,v) = 0, das heil3t, es gilt g = Bf auf
dem ganzen Raum V = E + lin{v}. OJ

4. Ist umgekehrt f : V' — K eine nichttriviale lineare Abbildung, dann ist ihr Kern
E = f~'[{0}] eine Hyperebene in V;es gilt also E = {u € V : ( f.u) = 0}.

Beweis. Wegen E = f~1[{0}] und f # 0 gibt es einen Vektor v € V mit v ¢ E. Setzt
man A = (f,v) € K, so folgt aus v ¢ E zunichst A # 0 und somit die Beziehung
(fou — 7 (f;u)v) = 0 fir allew € V. Es gibt also fiir jedes u € V einen Vektor w € E
mituy = w + %(f, u)v, woraus V = E + lin{v} folgt. Wegen v ¢ E ist diese Summe
algebraisch direkt und E somit eine Hyperebene in V. O



