
Vorlesung 8

Lineare normierte Räume

Lineare normierte Räume. Unter einer Norm auf einem linearen Raum V über
K 2 fR;Cg versteht man eine Abbildung u 7! kuk von V nach R, die jedem Vektor
u 2 V seine Länge kuk 2 R zuordnet und für die folgende Eigenschaften erfüllt sind:

1. Für jedes u 2 V gilt kuk � 0 sowie genau dann kuk D 0, wenn u D 0.
2. Für alle ˛ 2 K und u 2 V gilt k˛uk D j˛jkuk.
3. Für alle u, v 2 V gilt kuC vk � kuk C kvk.

Ist auf einem linearen Raum V eine Norm k k definiert, so nennt man .V; k k/ einen
linearen normierten Raum.

Metrisierung linearer normierter Räume. Für jede Norm u 7! kuk auf einem
linearen Raum V wird durch �.u; v/ D ku � vk eine Metrik � W V � V ! R auf V
definiert, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Für alle u, v, w 2 V gilt �.uC w; v C w/ D �.u; v/.
2. Für jedes ˛ 2 K und alle u, v 2 V gilt �.˛u; ˛v/ D j˛j�.u; v/.

Ist umgekehrt V ein linearer Raum mit einer Metrik � W V � V ! R, welche diese
Eigenschaften hat, dann wird durch u 7! kuk D �.u; 0/ eine Norm auf V definiert.

Übertragung der Eigenschaften von linearen und metrischen Räumen. In li-
nearen normierten Räumen .V; k k/ gelten alle Eigenschaften, die in metrischen und
linearen Räumen gültig sind:

1. Die Normabbildung u 7! kuk ist Lipschitz-stetig von V nach R, das heißt, für
alle u, v 2 V gilt jkuk � kvkj � ku � vk.

Beweis. Für alle u, v 2 V gilt wegen der Dreiecksungleichung kuk � ku � vk C kvk
und kvk � ku� vkC kuk, also kuk � kvk � ku� vk sowie kvk � kuk � ku� vk. �

2. Die Konvergenz einer Folge fukgk2N � V gegen einen Grenzwert u 2 V ist
gleichbedeutend mit limk!1 kuk � uk D 0.

3. Ein vollständiger linearer normierter Raum wird Banach-Raum genannt.
4. Die Addition .u; v/ 7! uC v von V � V nach V ist stetig.

Beweis. Sind fukgk2N , fvkgk2N � V in V konvergente Folgen mit den Grenzwerten
u 2 V bzw. v 2 V , dann folgt aus k.uk C vk/� .uC v/k � kuk � ukC kvk � vk stets
limk!1 k.uk C vk/ � .uC v/k D 0. �

5. Die skalare Multiplikation .˛; v/ 7! ˛u von K � V nach V ist stetig.

Beweis. Konvergiert die Folge f˛kgk2N � K in K gegen ˛ 2 K und fukgk2N � V

in V gegen u 2 V , dann folgt aus k˛kuk � ˛uk � j˛kjkuk � uk C j˛k � ˛jkuk stets
limk!1 k˛kuk � ˛uk D 0. �
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Lineare Teilräume linearer normierter Räume. Sei .V; k k/ ein linearer normier-
ter Raum und V0 ein linearer Teilraum von V .

1. Durch die Einschränkung der Normabbildung u 7! kuk von V auf V0 wird eine
Norm auf V0 induziert und somit der lineare normierte Teilraum .V0; k k/ definiert.

2. Die Abschließung clV0 in .V; k k/ ist ebenfalls ein linearer Teilraum von V .

Beweis. Seien u, v 2 clV0 beliebig vorgegeben. Dann gibt es Folgen fukgk2N � V0

und fvkgk2N � V0 mit limk!1 kuk � uk D 0 und limk!1 kvk � vk D 0. Da die
Abschätzung

k.˛uk C ˇvk/ � .˛uC ˇv/k � j˛jkuk � uk C jˇjkvk � vk

für alle ˛, ˇ 2 K gilt, konvergiert die Folge f˛uk C ˇvkgk2N � V0 in V gegen den
Grenzwert ˛uC ˇv 2 clV0. �

3. Ist .V; k k/ ein Banach-Raum und V0 ein abgeschlossener linearer Teilraum
von V , dann ist auch .V0; k k/ ein Banach-Raum.

Konvergente Reihen. Sei .V; k k/ ein linearer normierter Raum.
1. Die Folge

˚Pk
`D1 u`

	
k2N
� V der k-ten Partialsummen

Pk
`D1 u` 2 V wird Reihe

mit den Gliedern der Folge fu`g`2N � V genannt.
2. Konvergiert die Reihe

˚Pk
`D1 u`

	
k2N
� V gegen einen Grenzwert in V , so wird

dieser als Summe
P1

`D1 u` 2 V der konvergenten Reihe bezeichnet.

Konvergenzkriterium von Cauchy. Sei .V; k k/ ein linearer normierter Raum.
1. Konvergiert die Reihe

˚Pk
`D1 u`

	
k2N
� V in V , so ist diese Reihe eine Cauchy-

Folge in V , das heißt, es gibt es zu jedem " > 0 ein k0 2 N, so daß die UngleichungPkCm
`DkC1 u`

 D PkCm
`D1 u` �

Pk
`D1 u`

 � "
für alle k 2 N, k � k0 und m 2 N gilt.

2. Ist umgekehrt diese Bedingung erfüllt und .V; k k/ ein Banach-Raum, das heißt,
ist die Reihe

˚Pk
`D1 u`

	
k2N
� V eine Cauchy-Folge im vollständigen linearen nor-

mierten Raum .V; k k/, dann konvergiert die Reihe in V .

Absolut konvergente Reihen. Sei .V; k k/ ein Banach-Raum.
1. Eine Reihe

˚Pk
`D1 u`

	
k2N
� V mit den Gliedern der Folge fu`g`2N � V heißt

absolut konvergent in V , wenn die Reihe
˚Pk

`D1 ku`k
	

k2N
� R in R konvergiert.

2. Konvergiert die Reihe
˚Pk

`D1 u`

	
k2N
� V absolut in V , dann konvergiert die

Reihe
˚Pk

`D1 u`

	
k2N
� V in V , und für deren Summe gilt die NormabschätzungP1

`D1 u`

 �P1`D1 ku`k:
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Beweis. Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe
˚Pk

`D1 u`

	
k2N
� V in V kon-

vergiert die Reihe
˚Pk

`D1 ku`k
	

k2N
� R in R gegen

P1
`D1 ku`k 2 R. Somit folgt nach

dem Cauchy-Kriterium für Reihen in R für jedes " > 0 die Existenz eines k0 2 N, so
daß die UngleichungPkCm

`DkC1 ku`k D
PkCm

`D1 ku`k �
Pk

`D1 ku`k � "

für alle k 2 N, k � k0 und m 2 N gilt, woraus sichPkCm
`D1 u` �

Pk
`D1 u`

 D PkCm
`DkC1 u`

 �PkCm
`DkC1 ku`k � "

ergibt. Da .V; k k/ ein Banach-Raum ist, konvergiert die Reihe
˚Pk

`D1 u`

	
k2N
� V

in V nach dem Cauchy-Kriterium für Reihen in V gegen die Summe
P1

`D1 u` 2 V .
Aufgrund der Stetigkeit der Norm kann man in der BeziehungPk

`D1 u`

 �Pk
`D1 ku`k für alle k 2 N

den Grenzübergang k !1 durchführen und erhält
P1

`D1 u`

 �P1`D1 ku`k. �

Raum der zur p-ten Potenz summierbaren Zahlenfolgen. Sei p 2 R, p � 1.
1. Man bildet die Menge `p derjenigen Zahlenfolgen u D fx`g`2N � K, für welche

die Reihe
˚Pk

`D1 jx`j
p
	

k2N
in R konvergiert, also die Summe

P1
`D1 jx`j

p endlich ist.
2. Definiert man die Addition zweier Zahlenfolgen u, v 2 `p sowie die Multiplika-

tion eines Skalars ˛ 2 K mit einer Zahlenfolge u 2 `p mit Hilfe der ensprechenden
Operationen bezüglich jedes Folgegliedes in K, dann ist .`p; k kp/ ein linearer nor-
mierter Raum, wenn die Norm von u 2 `p durch kukp

p D
P1

`D1 jx`j
p erklärt wird.

Beweis. 1. Seien eine Folge u D fx`g`2N 2 `
p sowie ˛ 2 K vorgegeben. Offenbar gilt

kukp � 0 und k˛ukp D j˛jkukp sowie kukp D 0 genau dann, wenn u D 0 ist.
2. Sind p, q 2 .1;1/ mit 1

p
C

1
q
D 1 gegeben sowie v D fy`g`2N 2 `

q eine weitere
Folge, dann liefert die für alle a; b � 0 geltende Young-Ungleichung ab � 1

p
apC

1
q
bq

im Falle kukp > 0 und kvkq > 0 für a D 1
kukp
jx`j und b D 1

kvkq
jy`j die Abschätzung

jx`y`j

kukpkvkq

�
jx`j

p

pkuk
p
p

C
jy`j

q

qkvk
q
q

für alle ` 2 N:

Somit folgt uv 2 `1 aus u 2 `p und v 2 `q. Durch Summation über ` 2 N erhält manP1
`D1 jx`y`j

kukpkvkq

�

P1
`D1 jx`j

p

pkuk
p
p

C

P1
`D1 jy`j

q

qkvk
q
q

D
1
p
C

1
q
D 1

und somit die Hölder-Ungleichung kuvk1 � kukpkvkq, die auch im Falle kukp D 0

oder kvkq D 0 richtig ist.
3. Seien zwei Folgen u D fx`g`2N 2 `

p und v D fy`g`2N 2 `
p gegeben. Im Falle

p D 1 ergibt sich aus der Dreiecksungleichung jx` C y`j � jx`j C jy`j für alle ` 2 N

auch uC v 2 `1 sowie kuC vk1 � kuk1 C kvk1 nach Summation über ` 2 N.
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Im Falle p 2 .1;1/ folgt zunächst uC v 2 `p durch Summation von

jx` C y`j
p
� .jx`j C jy`j/

p
� 2p�1.jx`j

p
C jy`j

p/ über alle ` 2 N.

Hat q 2 .1;1/ die Eigenschaft 1
p
C

1
q
D 1, dann ergibt sich mit Hilfe der Ungleichung

jx` C y`j
p
� jx`j jx` C y`j

p�1
C jy`j jx` C y`j

p�1 für alle ` 2 N

und der Hölder-Ungleichung aus u, v, uC v 2 `p und q.p � 1/ D p auch im Falle
p 2 .1;1/ die Ungleichung

kuC vkp
p �

P1
`D1

�
jx`j jx`C y`j

p�1C jy`j jx`C y`j
p�1

�
�
�
kukp Ckvkp

�
kuC vk

p�1
p

und somit die Dreiecksungleichung kuC vkp � kukp C kvkp. �


