Vorlesung 8
Lineare normierte Raume

Lineare normierte Raume. Unter einer Norm auf einem linearen Raum V iiber

K € {R, C} versteht man eine Abbildung u > ||u|| von V nach R, die jedem Vektor

u € V seine Liange |u|| € R zuordnet und fiir die folgende Eigenschaften erfiillt sind:
1. Fir jedes u € V gilt ||u|| > 0 sowie genau dann |ju|| = 0, wenn u = 0.

2. Furallea e Kund u € V gilt |au|| = |o|||u].
3.Furalleu, v e Vgilt lu 4+ v| < |lull + |v]|.
Ist auf einem linearen Raum V eine Norm || || definiert, so nennt man (V, | ||) einen

linearen normierten Raum.

Metrisierung linearer normierter Raume. Fiir jede Norm u + ||u| auf einem
linearen Raum V wird durch p(u,v) = |ju — v| eine Metrik p : V x V — R auf V
definiert, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Firalleu, v, w € V gilt p(u + w,v + w) = p(u, v).

2. Firjedes o € Kund alle u, v € V gilt p(au, av) = |a|p(u, v).
Ist umgekehrt V' ein linearer Raum mit einer Metrik p : V x V' — R, welche diese
Eigenschaften hat, dann wird durch u +— |u|| = p(u, 0) eine Norm auf V definiert.

Ubertragung der Eigenschaften von linearen und metrischen Riumen. In li-
nearen normierten Raumen (V, || ||) gelten alle Eigenschaften, die in metrischen und
linearen Radumen giiltig sind:

1. Die Normabbildung u + ||u|| ist Lipschitz-stetig von V nach R, das heif3t, fiir
alleu, v € V gilt ||lu]l — |lv|I| < |lu —v]|.

Beweis. Fiir alle u, v € V gilt wegen der Dreiecksungleichung |ju|| < |[u — v|| + ||v]|
und [[v]| < [lu — v + [lu]l, also [lul| — [[v]| < [lu — v sowie [[v|| = |lul| < [lu—v]. O

2. Die Konvergenz einer Folge {u}reny C V gegen einen Grenzwert u € V ist
gleichbedeutend mit limy o ||ux — u|| = 0.

3. Ein vollstindiger linearer normierter Raum wird Banach-Raum genannt.

4. Die Addition (u,v) — u + v von V x V nach V ist stetig.

Beweis. Sind {ug}ren, {Vk}reny C V in V konvergente Folgen mit den Grenzwerten
u € V bzw. v € V, dann folgt aus ||(ur + vr) — (u + v)|| < ||lur —u|| + ||vk — v|| stets
limy o0 ||(ur + vi) — (v + V)| = 0. O

5. Die skalare Multiplikation (¢, v) — au von K x V nach V ist stetig.

Beweis. Konvergiert die Folge {ax}reny € K in K gegen o € K und {ug}reny C V
in V gegen u € V, dann folgt aus ||axur — aul|| < |ax|||lux — ul|| + |oex — a|||u|| stets
limy o0 [|otgur — aul = 0. 0
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Lineare Teilraume linearer normierter Raume. Sei (V, || ||) ein linearer normier-
ter Raum und Vj ein linearer Teilraum von V.
1. Durch die Einschrankung der Normabbildung u +— |ju|| von V auf V, wird eine
Norm auf V4 induziert und somit der lineare normierte Teilraum (Vy, || ||) definiert.
2. Die AbschlieBung cl Vy in (V, || ||) ist ebenfalls ein linearer Teilraum von V.

Beweis. Seien u, v € cl V; beliebig vorgegeben. Dann gibt es Folgen {ux}reny C Vo
und {vitken C Vo mit limgeo ||ux — u|| = 0 und limg_, ||lvx — v|| = 0. Da die
Abschitzung

[(eur + o) — (eu + Bo)|| < lafflux —ull + [Blllvk —v]|

fiir alle o, B € K gilt, konvergiert die Folge {aur + Bvr}ren C Vo in V gegen den
Grenzwert au + v € cl V. O

3. Ist (V.|| ||) ein Banach-Raum und V; ein abgeschlossener linearer Teilraum
von V, dann ist auch (V4, || ||) ein Banach-Raum.

Konvergente Reihen. Sei (V| ||) ein linearer normierter Raum.

1. Die Folge {3"f_, u¢}, . C V der k-ten Partialsummen Y}_, u, € V wird Reihe
mit den Gliedern der Folge {u,}seny C V genannt.

2. Konvergiert die Reihe {35_, u¢},
dieser als Summe Y ;2 ug € V der konvergenten Reihe bezeichnet.

C V gegen einen Grenzwert in V', so wird

Konvergenzkriterium von Cauchy. Sei (V, || ||) ein linearer normierter Raum.
1. Konvergiert die Reihe {3_, u¢},
Folge in V, das heif3t, es gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ko € N, so daB3 die Ungleichung

” ZIEIITH ”5” = ” Zlg:;n Ug — Z?:l Uy ” =¢

fiiralle k € N, k > ko und m € N gilt.
2. Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt und (V, || ||) ein Banach-Raum, das heil3t,

C V in V, so ist diese Reihe eine Cauchy-

ist die Reihe {Z’g=1 ue} ren C V eine Cauchy-Folge im vollstindigen linearen nor-
mierten Raum (V|| ||), dann konvergiert die Reihe in V.

Absolut konvergente Reihen. Sei (V, || |) ein Banach-Raum.
1. Eine Reihe {ZLI ”‘f}keN C V mit den Gliedern der Folge {u}sen C V heildt

absolut konvergent in V , wenn die Reihe {Z'gzl luel}, .y C Rin R konvergiert.

keN
2. Konvergiert die Reihe {"f_, ¢}, C V absolut in ¥, dann konvergiert die

Reihe {22;1 Ueh, o €V in V, und fiir deren Summe gilt die Normabschétzung

3052 || < 202 luell.
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Beweis. Wegen der absoluten Konvergenz der Reihe {Zlgzl Uel, o C VinV kon-
vergiert die Reihe {ZLI ”W”}keN CRinR gegen Y ;2 |u¢]l € R. Somit folgt nach
dem Cauchy-Kriterium fiir Reithen in R fiir jedes ¢ > 0 die Existenz eines ko € N, so
daB die Ungleichung

k+ k+ k
ek el = 22027 well = Xy lluell < &

furalle k € N, k > ko und m € N gilt, woraus sich

HZ'EZ" Ug— lezl ug H = ”ZIELTH ug H = ZIL:ITH uell < e

ergibt. Da (V.|| ||) ein Banach-Raum ist, konvergiert die Reihe {lezl Uehen CV
in V nach dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen in V gegen die Summe Y ;2 u; € V.
Aufgrund der Stetigkeit der Norm kann man in der Beziehung

[ Sbo el < b, lluell furallek e N
den Grenziibergang k — oo durchfithren und erhélt | Y72 ue| < 302, uell. O

Raum der zur p-ten Potenz summierbaren Zahlenfolgen. Sei p € R, p > 1.
1. Man bildet die Menge £7 derjenigen Zahlenfolgen u = {x;};en C K, flir welche
die Reihe {Zlgzl 1Xe1P} 1 e
2. Definiert man die Addition zweier Zahlenfolgen u, v € £7 sowie die Multiplika-

in R konvergiert, also die Summe ) ;2 , |x¢|? endlich ist.

tion eines Skalars o € K mit einer Zahlenfolge u € £7 mit Hilfe der ensprechenden
Operationen beziiglich jedes Folgegliedes in K, dann ist ({7, ||,) ein linearer nor-
mierter Raum, wenn die Norm von u € €7 durch |u|) = Y_j2, |x¢|? erklart wird.

Beweis. 1. Seien eine Folge u = {x/}sen € €7 sowie o € K vorgegeben. Offenbar gilt
lull, > 0und |leul||, = |«||lu|, sowie ||u]|, = O genau dann, wenn u = 0 ist.

2.Sind p, g € (1,00) mit - + 2 = 1 gegeben sowie v = {ye}ren € £7 eine weitere
Folge, dann liefert die fiir alle a, b > 0 geltende Young-Ungleichung ab < % a’ +é b
im Falle |lul, > Ound ||jv|, > 0 fira = Wbcd und b = m|y5| die Abschitzung

[xeyel  _ Ixel” |yel?
lellpllvlle = pllully — qllvlig
Somit folgt uv € £! ausu € £7 und v € £4. Durch Summation iiber £ € N erhilt man
Dt 1Xeyel < Dier 1Xel? 4 Dt el _
lulplivllg = plully qlvlig

und somit die Holder-Ungleichung |[uv|; < |u|,|v|l4, die auch im Falle ||u||, = 0

furalle £ € N.

+1l=1

SR
Q=

oder ||v|; = O richtig ist.

3. Seien zwei Folgen u = {x/}reny € £ und v = {yy}ren € €7 gegeben. Im Falle
p = 1 ergibt sich aus der Dreiecksungleichung |x; + y¢| < |x¢| + |ye| furalle £ € N
auch u + v € £' sowie |[u + vy < [lull; + [lv]l; nach Summation iiber £ € N.



Im Falle p € (1, 0o) folgt zunédchst u 4+ v € £7 durch Summation von
|xe + yel? < (Ixel + [ye))? < 2771 (Jxel” + [ye|?) tiberalle £ € N.
Hat g € (1, c0) die Eigenschaft  + = 1, dann ergibt sich mit Hilfe der Ungleichung
lxe 4+ yel? < |xe| |xe + ye|?™ + |ve| |xe + ye|?! fiiralle e N

und der Holder-Ungleichung aus u, v, u + v € £” und ¢(p — 1) = p auch im Falle
p € (1, 00) die Ungleichung

e+ lIZ < 352, (Ixel Ixe + vel P70+ [vel Ixe + velP7Y) < (lully + Illp) e+ v]5 ™

und somit die Dreiecksungleichung ||u + v, < |[ull, + [|v]|,- O



