Ubungsaufgaben 3
Lineare Abbildungen

Aufgabe 1. Sei V' ein linearer Raum und P; € L(V; V) ein Projektor, das hei3t, es
gelte Py P; = P;. Seiferner Iy € L(V; V) die identische Abbildung von V auf V.

1. Man zeige, dall P, = Iy — P; € L(V; V) ein Projektor ist, also P, P, = P, gilt!
Man beweise aullerdem, dal3 die Beziechungen P; P, = 0 und P, P; = 0 gelten!

2. Man weise nach, dal3 V = V; + V, die direkte Summe der beiden linearen
Teilrdume V; = P{[V]und V, = P,[V] von V ist! ®

Aufgabe 2. Sei die lineare Abbildung 7 € L(R?;R?) durch
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sowie der lineare Teilraum V; = {z € R? | T(z) = z} von R? gegeben.

1. Man zeige, daB die lineare Abbildung T € L(R3;R?) bijektiv ist und bestimme
ihre inverse Abbildung 77! € L(R?;R?), indem man fiir jedes y € R? die Lsung
x € R3 der Gleichung T'(x) = y berechnet!

2. Man weise nach, dal3 der lineare Teilraum V; eindimensional ist, indem man die
Losungen z € V; der Gleichung T(z) — z = 0 bestimmt!

3. Sei ein Vektor z € Vi, z # 0 mit den Komponenten zy, z,, z3 € R sowie der
lineare Teilraum V, = {x € R3 | z;x; + z2x» + z3x3 = 0} von R? gegeben. Man
beweise, dal3 neben T'[V;] = V; auch T'[V,] = V, gilt!

Aufgabe 3. Gegeben seien die Vektoren

-2 0 1 —1 0 1
u; = 1 , Up = 2 , Uz = —1 , W1 = —1 , Wy = —1 , W3 = 0
0 -3 1 1 1 0

1. Man zeige, daB {u, u», u3} eine Basis von R3 ist!

2.Sei S € L(R?;R3) jene lineare Abbildung, welche durch die Vorgabe der Bilder
S(uy) = wy, S(uz) = wy, S(u3) = ws eindeutig bestimmt wird. Man berechne jene
Vektoren vy, v, v3 € R3, fiir welche die Darstellung S(y) = yjv; + yav2 + yavs fiir
alle y € R3 gilt! ®



