Ubungsaufgaben 7
Skalarprodukt und Orthogonalitat

Aufgabe 1. Durch die drei Vektoren

8 0 12
vi =101, vy=14], vs=]-3]¢€ R3
0 3 4

wird ein Spat S = {a1v1 + 202 +a3v3 € R3 | 0 < oy, 02, 03 < 1} C R? aufgespannt.
Man berechne Rauminhalt und Oberflicheninhalt! ®

Aufgabe 2. Seien die Verschiebungsvektoren vy, v, € R* sowie die Richtungsvekto-
ren Uy, u, € R* der beiden affinen Geraden G; = {v; + A ju; € R* | 1, € ]R} und
G2 = {U2 + /\2”2 e R* | /’\2 € R} durch

2 0 1 2
1 3 . -3 1
V1 = 7| Uy = 5 SOWIE U; = 3 | Uy = 4
0 4 —1 -2

gegeben. Man bestimme den kiirzesten Vektor w € R*, der die beiden Geraden G,
und G, miteinander verbindet! Welche Lange hat dieser Vektor? ®

Aufgabe 3. Gegeben seien die Vektoren

3 10 7
0 12 55
U = , Uy = und v = e R*.
4 5 4
12 24 11

1. Man bestimme Orthonormalbasen der linearen Teilrdume U = lin{uy, u,} sowie
Ut ={u e R*| (u1|u) = (u2lu) = 0} von R*!
2. Man berechne die Orthogonalprojektion und das Lot von v auf U!



Ubungsaufgaben 7*
Symmetrische und orthogonale Operatoren

Zusatzaufgabe 1. Seien V' ein n-dimensionaler euklidischer Raum mit dem Skalar-
produkt ( | ) : V xV — Rsowie T € L(V;V) ein symmetrischer Operator mit
den Eigenwerten Aq,...,A, € R, wobei A, € R der kleinste und A* € R der grofite
Eigenwert von T sein soll.
1. Man zeige, daB3 die Beziehung A, (u|u) < (T (u)|u) < A*(u|u) fir alleu € V gilt!
2. Man weise nach, daf3 im Falle A, > 0 durch (u|v), = (T'(u)|v) fiir u, v € V ein
weiteres Skalarprodukt ( | )o: V x V — R in V definiert wird! ®

Zusatzaufgabe 2. Gegeben seien die Vektoren

5 0 0 —15 15
vi=10], vo=|3], vs=|-4] und u; =\| -6 |, u, =122 eR3,
0 4 3 42 46

sowie die linearen Teilrdume Vi = {u € R? | (vg|u) = 0} von R? und die Orthogo-
nalprojektoren Py € L(R?*;R?) von R? auf V; fiir k € {1,2,3}. Ferner werden das
von uy, u, aufgespannte Parallelogramm IT = {aju; + aru, € R3 |0 <y, < 1}
sowie die Projektionen Ty = {o1 Pr(u1) + a2 Pr(uz) € R?* | 0 < o, 00 < 1} auf Vg
fir k € {1,2, 3} betrachtet. Man zeige, daB fiir die Flacheninhalte F, F;, F,, F5 der
Parallelogramme IT, I1;, IT,, I15 C R? die Beziehung F? = F? + F} + F} gilt!

Zusatzaufgabe 3. Sei die orthogonale symmetrische Matrix

A= —2 81 eR¥® gegeben.
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Man bestimme eine Orthonormalbasis von R? aus Eigenvektoren von A! ®



