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Hinweise:

1.

2.

Bitte fiillen Sie das Deckblatt vollstindig und gut lesbar aus!

Sie konnen in der Klausur als Hilfsmittel ein beidseitig von Hand beschriebenes
Ad4-Blatt benutzen.

Bitte fangen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt an!

Numerieren Sie die Losungsblatter durch und versehen Sie alle Blétter zusitzlich
zu Threr Matrikelnummer auch mit Threm Namen!

. Die Losungen zu den Aufgaben sollen moglichst gut begriindet werden!

Nach Beendigung der Klausur sind die Losungsblitter im Faltblatt abzugeben!



Aufgabe 1. Man lberpriife, ob es einen eindimensionalen Teilraum V von R? gibt, der
zu allen drei1 affinen Hyperebenen

My ={x eR?|2x; —x, —x3 =T},
M2:{X€R3|6X1+X2+5X3:—3},
Ms = {x € R’ | 2x; + 2x5 + 5x3 = 4}

parallel ist und bestimme gegebenenfalls einen Richtungsvektor v € R?3, der die Gerade
V = lin{v} erzeugt!

Lésung. 1. Eine Gerade V = lin{v} mit dem Richtungsvektor v € R3 v # 0 ist genau
dann parallel zu einer durch £ € R?, £ # 0 und u € R vorgegebenen affinen Hyperebene

M = {X e R’ | &1x1 + Ex2 + E3x3 = M}»
wenn die Gerade V' = lin{v} zur parallelverschobenen Hyperebene
U={xeR’|&x; + &xo + Ex3 =0},

parallel ist, also V' C U und somit v € U gilt.
2. Damit muB der gesuchte Richtungsvektor v € R3 von V = lin{v} eine Losung v # 0
des linearen homogenen Gleichungssystems

21)1—1)2—1)3:0
6U1+02+5U3:0
201 + 2v5 + 5v3 =0

sein. Das Koeffizientenschema

2 —1 -1 -2 2 -1 -1
6 1 5 1+ wird mittels |8 0 4 | | : 4
2 2 5 + 6 0 3 | :3
elementar umgeformt. Daraus folgt
2 —1 —1 j+ —-10 1
2 0 1 «-» und |2 0 1] .Alsoist v=] 4 | eR3
2 0 1 J+ 0 00 -2

Richtungsvektor einer Geraden V' = lin{v}, die parallel zu den drei affinen Hyperebenen
M, M5, M5 verlauft. [l



Aufgabe 2. 1. Man berechne die Eigenwerte sowie eine Basis des R? aus orthogonalen
Eigenvektoren der symmetrischen Matrix

1 -3 2
A=1-3 9 —6]| e LR*R?)!
2 —6 4

2. Man bestimme eine Basis des linearen Raums V' aller stetig differenzierbaren Losun-
gen v : R — R3 der Differentialgleichung Dv(¢) = Av(z) fiirt € R!

Lésung. 1. Aufgrund ihrer Symmetrie ist die Matrix A diagonalisierbar und hat aus-
schlieBlich reelle Eigenwerte. Die charakteristische Gleichung

-2 -3 2 1—1 =3 2 14—2 =3 2
O=det(A—AE;)=| -3 9—1 —6|=|-31 -A 0|=| 0 —A 0
2 —6 4—21 20 0 —A 0 0 —A

liefert A2(A — 14) = 0. Man erhilt A; = A, = 0 und A3 = 14 als Eigenwerte von A.
2. Gesucht werden zwei orthogonale Eigenvektoren u, u» € R3> zu A; = 1, = 0, also
Losungen u € R? des Gleichungssystems (4 — A; E3)u = 0. Elementare Umformungen

1 -3 2 3 7:(=2) 1 =32 3 -1
-3 9 —6 1+ lieferm |0 0 O und somit u; = 1], u, =1 3
2 —6 4 + 0 0O 0 5

als orthogonale Eigenvektoren zu A; = A, = 0.
3. Um einen Eigenvektor zum Eigenwert A3 = 14 zu finden, wird eine Losung u € R3?
des linearen Gleichungssystems (A — A3 E3)u = 0 gesucht. Elementare Umformungen

—-13 -3 2 3 9.5 —13 -3 2
-3 -5 -6 1+ fihren auf | —42 —14 0| | : (—14)

2 -6 —10 + —63 =21 0/ | :21
sowie
—13 -3 2 j+ —4 02 1
3 10 -3 und damit 3 10| . Alsoist uz=1|-3
-3 —-10 A+ 0 00 2

ein Eigenvektor zu A3 = 14. Da der Eigenvektor u3 € R3 senkrecht auf den orthogonalen
Eigenvektoren u;, u, € R3zu A, = A, = 0 steht, ist {u;, u», u3} eine Basis des R> aus
orthogonalen Eigenvektoren der Matrix A.

4. Der Losungsraum der Differentialgleichung Dv(t) = Av(z) fiir ¢ € R ist die lineare
Hiille V = lin{vy, v,, v3} der Funktionen vy, v, v3 : R — R3, die durch die Vorschrift
v1(t) = uq, vo(t) = up und v3(¢) = uszexp(14¢) fiir ¢+ € R gegeben werden. ]



Aufgabe 3. Seien drei Kugeloberflachen mit dem Radius r = 3 und den Mittelpunkten

1 2 3
u=13|, v=|5], w=]|1]eR? gegeben.
0 2 1

Man zeige, daB zwei affine Hyperebenen in R? existieren, welche jeweils alle drei Kugel-
oberflichen beriihren und bestimme die Parameter £ € R? und p € R einer Gleichungs-
darstellung {x € R* | (§|x) = u} fiir jede dieser beiden Ebenen!

Lésung. 1. Die Verbindungsvektoren v —u € R3 und w — u € R? der Mittelpunkte u, v
und w sind linear unabhingig und spannen eine lineare Hyperebene V = lin{v—u, w—u}
in R3 auf. Die dazu parallele affine Hyperebene

M={u+s@—u)+t(w—u)eR’|sreR}

verlauft durch die drei Mittelpunkte u, v und w. Die beiden zu M parallelen affinen
Hyperebenen M, und M, in R3, welche den Abstand r = 3 zu M haben, beriihren jeweils
alle drei Kugeloberflaichen mit dem Radius r = 3, da die Radiusvektoren, welche die
Mittelpunkte mit den Beriihrungspunkten verbinden, senkrecht auf V' stehen.

2. Um einen zur Hyperebene V = lin{v — u, w — u} orthogonalen Vektor § € R? zu
finden, liefert das lineare Gleichungssystem

4+ 26 + 285 =0 + 26 + 28 =0
él &_2 53 1 zunachst El 52 53 ﬁ '
251 — 2%‘2 + 53 =0 + 351 + 353 =0 | 23 -1

und somit 2§, + &3 = O0sowie §; + &3 =0,also & =2,6 =1,& = —2und ||§|| = 3.
Wegen V = {x € R? | (£§|]x) = 0} und (£|u) = 5 ergibt sich die Darstellung

M={xeR3|(§|x—u)=O}={xeR3|(§|x)=5}

der zu V parallelen affinen Hyperebene M durch u, v und w. Da die Ebenen M; und M,
den Abstand r = 3 zu M haben, kann man M; bzw. M, durch eine Parallelverschiebung

von M in Richtung des Vektors i%l € R3 der Linge r = 3 durch den Punkt

r
y=u+—geM1 bzw. z=u——= € M,

€1l €1l
festlegen. Aus M; = {x € R* | (§|]x —y) = 0} und M, = {x € R? | (§|x —z) = 0} folgen
wegen (§|y) = (Elu) + r||&|| = 14 und (§|z) = (§|u) — r||&|| = —4 die Darstellungen

My ={xeR’|(§lx) =14} und M, ={xeR’| (£|x) =—4}

der beiden gesuchten affinen Hyperebenen. O



Aufgabe 4. Seien die beiden Untermannigfaltigkeiten H und E von R? gegeben durch
H={x eR’|x]+x;—2x; =2},
E ={x e R | x] + x5 +2x} = 6}.

Man zeige, daB3 sich die beiden Tangentialriume an das einschalige Hyperboloid H und
das Ellipsoid E in jedem Schnittpunkt x € H N E senkrecht schneiden!

Lésung. 1. Zunichst soll der Durchschnitt H N E der beiden Flidchen bestimmt werden:
Da fiir jedes x € H N E die beiden quadratischen Gleichungen

X7+ x5 —2x3 =2,

XP 4+ x5 +2x3 =6
erfullt sind, ergibt sich durch Addition x? + x2 = 4 und durch Subtraktion x2 = 1. Der
Durchschnitt H N E = {x € R? | x} + x3 = 4, x3 = 1} besteht aus zwei Kreislinien.

2. Definiert man die darstellenden Funktionen F, G : R® — R der Untermannigfal-
tigkeiten H = {x € R? | F(x) = 0} und E = {x € R* | G(x) = 0} durch

F(x) = x? + x5 —2x3 -2,
G(x) =xF+ x5 +2x3—6

fiir x € R3, dann erhélt man als Tangentialrdume U an H bzw. V an E in einem beliebig
gewidhlten Schnittpunkt x € H N E die beiden Hyperebenen

U={neR’|(DF(x),n) =0} = {n € R? | 2x17y + 2x21> — 4x313 = 0},
V={6 R’ | (DG(x).§) =0} = {§ e R’ | 2x1& + 2x26, + 4x363 = 0}.

3. Da das orthogonale Komplement U+ = lin{¢} von U in R?® vom Richtungsvektor
£ € R3 mit den Komponenten §; = 2x;, §& = 2x, sowie §3 = —4x; erzeugt wird und
wegen x7 + x7 = 4 sowie x3 = 1 die Beziehung

2x161 + 2x26 + 4383 = 4(x7 + x2 — 4x%) = 0

und somit £ € V gilt, ist U+ ein linearer Teilraum von V. Daher miissen sich die Tangen-
tialrdume U an H bzw. V an E im Schnittpunkt x € H N E senkrecht schneiden. Il



Aufgabe 5. Sei h : R3\ {0} — R diejenige radialsymmetrische Funktion, welche durch

1
P+ 2

h(x) fiir x € R?\ {0} gegeben wird.

Man berechne das uneigentliche Raumintegral [p; (x) dx, indem man zundchst fiir je-
den Radius r > 0 das Oberflichenintegral f(r) = | S0 h(x)dx von h iiber die Kugel-
oberfliche S(r) = {x eR3| x| = r} bildet und anschlieBend das uneigentliche Integral
fr3 h(x)dx = f0°° f(r) dr bestimmt!

Lésung. 1. Seir > 0 vorgegeben. Jeder Punkt x € S(r) der kann mit der durch

r cos ¢ cos
W(p,0) = | rsinpcos | firep €[0,27],0 € [-%, %]
r sin 6

gegebenen spharischen Parametrisierung W : [0, 27] x [—%, %] — R3 beschrieben werden.
Fiir die Ableitung DV und deren Gram-Matrix gilt

—rsingcosf —rcosgsin 6
DVY(p,0) =| rcospcosf —rsingsinf |, D\IJ((p,Q)TD\D((p,Q):(

0 r?
0 rcosf

r2cos? 6 0)

woraus sich y/det DW (¢, 0)TDW(p, §) = r?cos § ergibt.
2. Das Oberflachenintegral

27 /2
f(r) :/ h(x)dx =/ / h(¥(p,0))/det DU(p,0)TDW(p,0)db dg
S(r) 0 —/2

wird durch Transformation auf sphérische Koordinaten berechnet. Da fiir jeden Punkt
x = W(p,0) € S(r) stets || x|| = r gilt und sich aus

1
x> (1 + [lx]12)

h(x) = folglich h(¥(g,0)) =

r2(1 4+ r?)

ergibt, erhdlt man

2,72 20050 A7
f(r) S(r)h(x) dx /0 f_n/z ET dbdy = - — tir jedes r > 0

Daraus folgt schlieBlich

rlo0

o0
/ h(x)dx = / f(r)dr = 4x lim arctanr — 4x limarctanr = 27>
R3 0 r—>o0

fiir das gesuchte uneigentliche Raumintegral. ]



