Ubungsaufgaben 11
Mehrdimensionale Integration

Aufgabe 1. Sei eine lokale Parametrisierung (Y, W) des einschaligen Hyperboloids
H = {x e R3 | x} + x3 —x3 = 1} durch

COS V1 —sin y;
W(y)=|siny; | +y2| cosy; fliry e Y =]0,27[ x R gegeben.
0 1

Man bestimme den Flacheninhalt der Teilmenge H(h) = {x € H | |x3] < h} des
Hyperboloids, wenn & > 0 beliebig vorgegeben wird! ®

Losung. 1. Als Ableitung von W in y € Y bekommt man zunachst
—sin y; — Y, €CoS y; —SIn y;
DW¥(y) = | cosy; —y,siny; cosy; | € L(R*R?)
0 1

und somit fir die Gram-Matrix
1 21
G(D1W(y). D2¥(y)) =( e 2) € LR%R?).

Aus der Berechnung der Determinante det G(DW(y), D,W(y)) = 1+2y32 ergibt sich
fiir das Flachenstiick H(h) = {x € H | |x3] < h} des Hyperboloids der Inhalt

h p2m h
F(h) = / / V1+2y2dy, dy, =27[/ V1+2y2dy,.
—hnJdo —h

Die durch f(s) = % 2sinhs fir s € |—a, a[ definierte Funktion f : |]—a,a[ — R
bildet das Intervall |—a, a[ mit ¢ = arsinh +/2 & bijektiv auf das Intervall |/, A[ ab.
Wegen Df(s) = % 2 cosh s ergibt sich fiir das Integral
F(h) = \/571[ V1 + sinh2s coshsds = ﬁn/ cosh?s ds
und somit wegen cosh 2s = 2 cosh?s — 1 schlieBlich
F(h) = % (1 + cosh2s)ds = ~/27(a + sinha cosha),

also F(h) = ~/2 7 arsinh ~/2 h 4+ 2wh+/1 + 2h2 fiir den Flicheninhalt der Teilmenge
H(h) = {x € H | |x3| < h} des Hyperboloids. O
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Aufgabe 2. Sei der Reifen K = {\Il(p,go, ) eR?*| pel0,r].p,0 € [0,271]} mit dem
Radius a > 0 des Leitkreises und dem Radius r < a des Querschnittskreises durch

(a + pcosB)cosg
V(p,0,0) = | (a+ pcosB)sing fir p € [0,r] und ¢, 6 € [0, 2] gegeben.
psinf

Man berechne die kinetische Energie E(v) = %(Tv|v) der Rotation des Reifens K
um die Drehachse v € R? mit dem Betrag ||v|| der Drehgeschwindigkeit, wobei die
symmetrische Tragheitsmatrix 7 € L(R3;R?) des Reifens K durch

Je (Ixl?2 = x3)dx  — [ x1x2dx — [x X1x3dx
T = — [exaxidx [ (IxIIP=x3)dx  — [ xax3dx
— [ X3x1dx — [exsxadx [ (IIx]> —x3) dx
definiert wird!

Lésung 1. Die Parametrisierung W : ]0,r[ x ]0,2x[ x ]0,27w[ — R3 des Reifens K
besitzt in (p, ¢, 0) € 10, r[ x ]0,27[ x |0, 27| die Ableitung

cosfcosgp —(a+ pcosB)sing —psinfb cose
DW(p,¢,0) = | cosfsing (a+ pcosh)cosg —psinfsing | € LR?*R?)
sin 0 0 pcosf

und somit die Gram-Matrix

1 0 0
DV (p,0,0)TD¥(p,0.0) = |0 (a+ pcosh)?> 0 | € L(R*;R?),
0 0 0>

woraus sich die Dichte /det DW(p, ¢, 0)TDW(p, ¢, 0) = p(a + pcos 6) ergibt.

2. Fiir die symmetrische Trigheitsmatrix 7 € L(R?;R?) miissen die sechs Integrale
[x xkx¢dx fir k, £ € {1,2, 3} berechnet werden:

2.1. Wegen [, cos’p dp = m sowie [, cosfdf = O und [, cos*0 df = 0 gilt

r 2w 2n
/ xZdx = / / / p(a + pcos )3 cos’p do db dp
K o Jo Jo

r 2n
=7 / / p(a® + 3a*pcos 6 + 3ap® cos* + p* cos>0) db dp
o Jo

r 2r
= n/ / p(a3 + 3ap? COSZQ) dfdp = Jrzarz(a2 + %rz).
o Jo



2.2. Aufgrund von fozn sin?¢ dg = 7 erhilt man wie zuvor

r 2r 2r
/ x3dx = / / / p(a + pcosB)?sinp de db dp
K o Jo Jo

r 2r
= n/ / p(a + pcosB)>db dp = 7'[2611”2(612 + %rz).
o Jo

2.3. Aus [7" cosfsin*0 d6 = 0 und [ sin®0 df = x folgt

r 2r 2r
/ x3dx = / / / p(a + pcos ) sin?0 do db dp
K o Jo Jo

r 2r
= 271/ / ap’sin®0 df dp = %nzar“.
0o Jo

2.4. Wegen [2" cosgsingdp = 0 sowie [ singdp = 0 und [, cospdgp = 0
verschwinden die restlichen Integrale

r 2n 2n
/ X1X,dx = / / / pla + pcosB)’cospsinpdodf dp =0,
K o Jo Jo
r 2r 2w
/ Xoxzdx = / / / p*(a + pcosB)*singsinf do dd dp =0,
K o Jo Jo

r 2n 2w
f X3x1dx = / / / p%(a + pcosB)>cospsinfd dedb dp = 0.
K o Jo Jo
3. Daraus ergibt sich die diagonale Tragheitsmatrix
[ (x2 + x3) dx 0 0
T = 0 Jx (X3 +x3) dx 0

= 2ma-wr? 0 sa® + 3r? 0 e L(R?;R?)

sowie die kinetische Energie
E@) = 2(Tv|v) =2ma - mr?((3a° + =) (vi + v3) + (3a° + 2r°)v3)
der Rotation des Reifens K um die Drehachse v € R3, welche ihren maximalen Wert

bzgl. aller Richtungen v € R? und normierter Geschwindigkeit ||v|| = 1 im Falle
v; = Vo = 0 und vz = %1 erreicht. O
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Aufgabe 3. Sei ein Winkel @ € ]O, %[ beliebig gegeben sowie die Parametrisierung
(¥, R) der Spirale M = ¥[R] C R? durch

COS y

Y(y) = sin y fir y € R definiert.

h t
cosh(y cota) sinh(y cot )

1. Man zeige, dal M eine Kurve auf der Sphére § = {x € R3 | ||x||* = 1} ist!
2. Man berechne die Liange L = ffzo |IDW¥(y)| dy der Spirale M! ®

Losung. 1. Tatséchlich gilt fiir alle y € R die Beziehung
WO = cos?y + sin?y + sinh?(y cota) _ 1+ sinh?(y cot o) _
cosh?(y cota) cosh?(y cota)
2.1. Als Ableitung von ¥ : R — R?in y € R erhilt man

! —sin y cosh(y cota) — cos y sinh(y cota) cot

DV =
) cosh?(y cota)

cos y cosh(y cota) — sin y sinh(y cot ) cot«
cosh?(y cot ) cot o — sinh?(y cot ) cot«

| —sin y cosh(y cot) sina — cos y sinh(y cota) cos o

- cosh?(y cota) sina

cos y cosh(y cota) sina — sin y sinh(y cota) cos «
cos«

und somit wegen sin®y + cos?y = 1 fiir die Norm

cosh?(y cot ) sin?a + sinh?(y cota) cos?a + cos’a

DY (y)|?* = ,
| 2l cosh*(y cot ) sin?«
cosh?(y cota) sin’a + cosh?(y cota) cos’ar 1
B cosh#(y cot &) sinZ« ~ cosh?(y cot) sinZa

fiir jedes y € R.
2.2. Daraus folgt fiir alle a, b € R mit a < b zunéchst

1 /b dy 2 b exp(y cota)dy
sina J, cosh(ycota) sina J, (exp(ycotw))? + 1

b
/ DUy dy =

2 arctanexp(b cota) — arctan exp(a cot )

sin o cotuo
und wegen lim,, o arctanexp(a cote) = 0 sowie limp—, arctanexp(b cota) = 7

schlieBlich das uneigentliche Integral

o0 T
L =/ 1D dy =
o cosao

als endliche Lange der Spirale M C S. O




Aufgabe 4. Sei die lokale Parametrisierung (Y, W) einer Hemisphére
H(r) ={x e R* | x3> 0, x{ + x5 + x5 = r?}
um den Nullpunkt vom Radius » > 0 durch die Vorschrift

F COS Y5 COS V1
W(y) = | rcosy,siny; fir y e Y =10,27[ x |0, %[ gegeben.
rsin y,

Man berechne Flacheninhalt F(r) und Schwerpunkt

§=1

xdx e R3
F(r) Jug)

der Hemisphére H(r)!

Lésung. 1. Die Ableitung der lokalen Parametrisierung ¥ : ¥ — R? hat die Gestalt
—r COS y, SIn y; —r Sin y, COS yq
DV¥(y) = | rcosy,cosy; —rsiny,siny; | € LAR*R?* firyeVY,
0 7 COS Vo

woraus sich die Gram-Matrix

r2cos?y, 0
DW@FDW@)=< 0 zﬂ)

sowie y/det DW(y)TDW(y) = r?cos y, fiir jedes y € Y ergibt. Somit hat die Hemi-
sphiare den Flacheninhalt

2w /2
Fo) = [ Va0 = [ [ rcosysdysan
Y 0 0

/2
= 2nr2/ cos yo dy, = 2mr? - sinZ = 2mr>.
0

2. Fir den Schwerpunkt sind drei Integrale | H(r) Xk dx fir k € {1,2, 3} zu berech-
nen: Wegen /0271 cos y; dy; = 0 und fozn sin y; dy, = 0 ergibt sich zunéchst

2w /2
/ X1 dx = / / r3coszyzcosy1 dysz/1 = Oa

2x  pw/2
/ Xy dx = / / r3 cos®y, sin y; dy, dy, = 0.

Desweiteren erhilt man
2x pw/2 /2
/ x3dx = [ / 3 cos y, sin y, dy, dy, = nr3[ sin2y, dy, = mr3.
H(r) o Jo 0

Somit hat der Schwerpunkt £ € R? der Hemisphire die Koordinaten £ = & = 0
sowie £3 = 1. O
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Aufgabe 5. Sei die lokale Parametrisierung (Y, V) eines Torus

T(r)= {x e R3 | (xf + x% + x§ +a?— 1’2)2 = 4a2(xf + x%)}
mit einem Leitkreis vom Radius ¢ > 0 und einem kreisformigen Querschnitt vom
Radius r < a durch die Vorschrift

(a 4 r cos y,) cos yq
W(y) = | (a + rcosy,)sin y; fliry e Y =10,27[ x]0,2x]
rsin y,

gegeben. Man berechne den Flacheninhalt des Torus 7'(r) und den Rauminhalt des
vom Torus 7'(r) eingeschlossenen Reifens!

Lésung. 1. Die Ableitung der lokalen Parametrisierung ¥ : Y — R3 hat die Gestalt

—(a + rcos yy)sin y; —r sin y, cos y;
DW(y) = | (a +rcosy,)cosy; —rsiny,siny; | € L(R*R?)
0 r COS Vo

fiir y € Y, woraus sich die Gram-Matrix

2
G(D\VY(y), DY (y)) = ((a * ”(C)OS 72) ’,02)

sowie v/det G(D1¥(y), D,W(y)) = r(a + r cos y») fiir jedes y € Y ergibt. Somit hat
der Torus mit dem kreisformigen Querschnitt von Radius r < a den Flacheninhalt

2 2
F(r) = /Y JIAGDI9(). D200 dy = [0 /0 F(a + r cos y2) dya dys

2 2r
=2nr (a+rcosyy)dy, = 27‘[7‘/ ady, =2nr-2na,
0 0

der damit das Produkt des Umfangs 2a des Leitkreises und des Umfangs 27 des
kreisformigen Querschnitts ist.

2. Der Rauminhalt R(r) des vom Torus 7' (r) eingeschlossenen Reifens 1483t sich als
Integral iiber den Flicheninhalt F(p) = 27p - 2wa des Torus T'(p) mit dem kreisfor-
migen Querschnitt vom Radius p = 0 bis zum Radius p = r darstellen, also

R(r) = / F(p)dp = / 2np-2mwadp = wr? - 2ma,
0 0

was mit dem Produkt des Umfangs 2a des Leitkreises und dem Flicheninhalt 772
des kreisformigen Querschnitts iibereinstimmt. OJ
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Aufgabe 6. Sei y > 0 die Gravitationskonstante. Man berechne die Anziehungskraft

)’P1,02/ / ————=dxdz € R3,
K> JK; ||)C—Z||

die eine Kugel K; = {x € R | |x —a| < r1} um ¢ € R3 mit dem Radius r; > 0
und der Massendichte p; > 0 auf eine zweite Kugel K, = {z € R3 | [z = b|| < 1}
um b € R3 mit dem Radius r, > 0 und der Massendichte p, > 0 ausiibt, wobei
ry + ry < ||la — b|| gelten soll!

Losung. 1. Ein Punkt z € K, der Kugel K, wird festgehalten und das innere Integral

X —Z
[ 2 ew
K llx =z

durch Transformation auf Kugelkoordinaten berechnet. Die Polarachse verlauft durch
den Mittelpunkt a € R3 der Kugel K; und den festgehaltenen Punkt z € K,, wo-
faey € R3 festgelegt wird. Die beiden Einheitsvek-
toren v; € R3 und v, € R? erginzen vz € R3 zu einer Orthonormalbasis {v, vs, v3}

des R3. Jeder Punkt x € R3 kann mit Hilfe der durch

durch der Einheitsvektor v; =

W(r,¢,0) =a+rvycosgsinf + rvysingsinf + rvzcos6
gegebenen Abbildung ¥ : [0, 0o[ x [0,27] x [0, 7] — R? durch Kugelkoordinaten

r € 0,00, ¢ € [0,27] und 6 € [0, w] parametrisiert werden. Daraus ergibt sich die
Beschreibung Ky = {¥(r,¢.0) e R* | r €[0,r1], ¢ € [0,27], 6 € [0, 7]}.
2. Als partielle Ableitungen von W in (7, ¢, 6) € [0, co[ x [0, 27] x [0, rr] erhédlt man
D1V (r,p,0) = vicosesinf + vy singsin 6 + vz cosb,
Dy (r,¢,0) = —rvysingsin @ 4+ rv, cos g sin 6,

D3W(r,¢,0) =rvicospcost + rvysing cos — rvzsinf

und somit die Dichte /det DW(r, ¢, 0)TDWY(r, ¢, 0) = r?sin §. Mit Hilfe der Trans-
formationsformel ergibt sich das Integral

X—z U(r,p,0)—z .
dx —[ / / r’sinfdododr.
/Kl Ix—z|? 19(r.0.0) — z|° v

Aufgrund der Gestalt der beiden Terme

W(r,9,0) —z =rvycosesing + rvysingsin@ + va(rcosf + |la — z||)
|¥(r,0,0) —z||> = r* + 2r|la — z|| cos 6 + |la — z|?

sowie der Beziehungen fozn singdp = 0und fozn cos ¢ dgp = 0 folgt daraus zunichst
/ X—z o Zyr(a—z)[ / (rcosO + |la—z|)r?sin6d6 dr
K (r

ol =z la =z >+ 2rfla—z|cosb + [la —z[|?)*>




3. Sei der Radius r € [0, r{] beliebig vorgegeben. Zur Berechnung des inneren Inte-
grals eignet sich die durch

f(0) = +/r2+2r|la—z|cos + |la—z|?> fir6 el0,n]

definierte Variablentransformation f : [0, 7] — R der alten Variablen 6 € [0, 7] in
die neue Variable h = f(0) € [||la — z|| — r, |la — z|| + r]. Aufgrund der Beziehungen

f20)—|la —z||*> —r? rlla—z| siné

=rcosf und Df(#)=———— fiir6 €|0,nx]
2lla — z|| f(0)
ergibt sich fiir das innere Integral
" (rcosf + [la—z|)r*sin0do . T £20) + |la—z||>—r> Df(H)
0 13(9) 0 2lla —z]| f2(6) la —z|

la—z||+r 12 2 22
__r / pp ezl =7y o 27
2lla =z Jyamzy—r h? la — 2|2

fir jeden Radius r € [0, r1]. Mit Schritt 2 folgt daraus
/ X—z _2m(a—z) (™ 2r%dr _ 4nr] a-—:
K llx—z]? la —zIl Jo lla—z|? 3 Ja—z|?

fir jeden Punkt z € K.
4. Daraus folgt fiir das gesuchte Integral der Anziehungskraft

X—z 4o r? a—z
V/OI)OZ/ / ooz dxdz =yp L / 5 dz
K Ji, llx —z]] 3 Jk, lla—z]

Das verbliebene Integral iiber die Kugel K, um » € R? mit dem Radius r, > 0 ist

vom gleichen Typ wie das zuvor berechnete Integral iiber die Kugel K; um a € R?
mit dem Radius r; > 0, woraus sich

— dard b —
/ zZ—a : dr — r; a .
K Iz —al 3 |b—ad
ergibt. SchlieBlich ist

F:V247rp1r13/ a—z Z:y4np1r13 drpor; a—b R a—b

3 Jk lla—z|? 3 3 la=>b|P la —b|°
die Anziehungskraft, welche die Kugel K um a € R3 und der Masse m; = $mp;r}
auf die Kugel K, um b € R3 und der Masse m, = %n,ozrg’ ausiibt. Wiirden beide
Kugeln jeweils auf ihre Mittelpunkte a € R? bzw. b € R3 bei Erhaltung ihrer Massen

my bzw. m, zusammenschrumpfen, so wiirde der Massenpunkt a € R? die gleiche
Anziehungskraft auf den Massenpunkt b € R? ausiiben! O



Aufgabe 7. Man weise die Konvergenz des uneigentlichen Integrals

G(t,§) = /n exp (—4712t||x||2) Exp (2nﬁ(§|x)) dx =

1 2
oxp (1)
V(@rr)n 4z
fir jedesn € N, ¢ > O und & € R” nach!

Lésung. 1. Um in einem ersten Schritt die Konvergenz des Integrals
(1) / exp (—1%)dt = /7
R

nachzuweisen, soll durch

r cos ¢

W(r, @) = ( ) fir r € [0,00[ und ¢ € [0, 27]

rsing
die Parametrisierung ¥ : [0, 00[ x [0,27] — R? von R? durch Polarkoordinaten
herangezogen werden. Daraus ergibt sich fiir die Ableitung und deren Gram-Matrix

Cos¢@ —rsing
sing rcosg

DVY(r, @) = ( ) sowie DW(r,o)TDV(r,¢) = ((1) roz)

Die Dichte /det DW(r, 9)TDW(r, ¢) = r liefert somit das Integral

/ exp (—||x||2) dx = / / exp (—||\If(r, g0)||2)\/detD\I’(r, ©)TDY(r,p)dedr
R2 o Jo

o) 2n 00
= / / r exp (—rz) dedr = 71/ 2r exp (—rz) dr = m.
o Jo

0
Daraus folgt die Beziehung (1) mit Hilfe der Produktdarstellung

/ exp (—x7) dx; f exp (—x3) dx, = / exp (—[x[|?) dx = 7.
R R R2
2. Im nichsten Schritt wird die Konvergenz des parameterabhéngigen Integrals
(2) / exp (—t%) cos2st dt = /mwexp (—s) fiir jedes s € R gezeigt.
R

2.1. Definiert man die differenzierbare Funktion f : R? — R durch
f(t,s) =exp(—t*)cos2st firt € Runds € R,
dann gilt | f(z,s)| < exp (—¢?) furallez € R und s € R. Wegen Schritt 1 ist die durch

h(s):/ f(t,s)dt =/exp(—t2)cos2stdt firs e R
R R

erklarte Funktion 4 : R — R differenzierbar, und ihre Ableitung hat die Gestalt
Dh(s) = / D, f(t,s)dt = —/ 2t exp (—t7) - sin2st dt
R R

= —/ exp (—t%) - 2s cos 2st dt = —2sh(s).
R
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2.2. Da die differenzierbare Funktion 4 : R — R aufgrund der Beziehung (1) den
Wert h(0) = /7 > 0 besitzt, ist das Supremum o = sup {s > 0 | h(s) > 0} positiv.
Fiir jedes fixierte s € |0, o[ und alle = € [0, s] gilt demzufolge

Dh(t) = =2th(tr) <0 und damit Ah(0) > h(r) > h(s) > 0,

woraus sich durch Integration

hs) _ [ Dh@mdr [ _
lnh(O)_[O o /OZIdf— S

und somit i(s) = /7 exp (—s2) ergibt. Daraus folgt zundchst 0 = oo und schlieBlich
die Beziehung (2), da & eine gerade Funktion ist.
3.1.Sei k € {1,...,n} beliebig vorgegeben. Aufgrund der Abschitzung

|exp (472 tx}) Exp (2mi&ixi)| = exp (—4n’tx}) firt>0und & € R

und der Beziehung (1) konvergiert das uneigentliche Integral
/ exp (—4712rx,§) Exp (271ﬁ$kxk) dxp
R

fiir jedes © > 0 und & € R. Dabei verschwindet das Integral iiber den ungeraden
Imaginérteil. Fir das Integral iiber den Realteil ergibt sich durch die Variablentrans-
formation ¢ = 27 \/Tx; und die Parameterwahl s = # £, zunichst

1
2T

/ exp (—4n*tx7) cos (2mExy) dxg = / exp (—t%) cos 2st dt
R R

und somit wegen Beziehung (2) demnach

1 2
/Rexp (—4m?tx;) cos (2 xk) dxy = 5= &P (_ﬁ) .
3.2. Daraus folgt schlieBlich die Produktdarstellung

G(t,§) = 1_[ [ exp (—4ntxp) Exp (2mi&xi) doxi
k=1"R

:ﬁ;exp(ﬁ):;exp(_uw)
k:12ﬁ 4t J(@rT)n 4t

fiir jedesn e N, t > O und £ € R". O



