
Übungsaufgaben 11

Mehrdimensionale Integration

Aufgabe 1. Sei eine lokale Parametrisierung .Y;‰/ des einschaligen Hyperboloids
H D

˚
x 2 R3 j x21 C x

2
2 � x

2
3 D 1

	
durch

‰.y/ D

0B@cosy1
siny1
0

1CAC y2
0B@� siny1

cosy1
1

1CA für y 2 Y D �0; 2�Œ �R gegeben:

Man bestimme den Flächeninhalt der Teilmenge H.h/ D
˚
x 2 H j jx3j < h

	
des

Hyperboloids, wenn h > 0 beliebig vorgegeben wird! ±

Lösung. 1. Als Ableitung von ‰ in y 2 Y bekommt man zunächst

D‰.y/ D

0B@� siny1 � y2 cosy1 � siny1
cosy1 � y2 siny1 cosy1

0 1

1CA 2 L.R2
IR3/

und somit für die Gram-Matrix

G.D1‰.y/;D2‰.y// D

 
1C y22 1

1 2

!
2 L.R2

IR2/:

Aus der Berechnung der Determinante detG.D1‰.y/;D2‰.y// D 1C2y
2
2 ergibt sich

für das Flächenstück H.h/ D
˚
x 2 H j jx3j < h

	
des Hyperboloids der Inhalt

F.h/ D

Z h

�h

Z 2�

0

p
1C 2y22 dy1 dy2 D 2�

Z h

�h

p
1C 2y22 dy2:

Die durch f .s/ D 1
2

p
2 sinh s für s 2 ��a; aŒ definierte Funktion f W ��a; aŒ ! R

bildet das Intervall ��a; aŒ mit a D arsinh
p
2 h bijektiv auf das Intervall ��h; hŒ ab.

Wegen Df.s/ D 1
2

p
2 cosh s ergibt sich für das Integral

F.h/ D
p
2�

Z a

�a

p
1C sinh2s cosh s ds D

p
2�

Z a

�a

cosh2s ds

und somit wegen cosh 2s D 2 cosh2s � 1 schließlich

F.h/ D
�
p
2

Z a

�a

.1C cosh 2s/ ds D
p
2�.aC sinh a cosh a/;

also F.h/ D
p
2� arsinh

p
2 hC 2�h

p
1C 2h2 für den Flächeninhalt der Teilmenge

H.h/ D
˚
x 2 H j jx3j < h

	
des Hyperboloids. �
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Aufgabe 2. Sei der Reifen K D
˚
‰.�; '; �/ 2 R3 j � 2 Œ0; r�; '; � 2 Œ0; 2��

	
mit dem

Radius a > 0 des Leitkreises und dem Radius r < a des Querschnittskreises durch

‰.�; '; �/ D

0B@.aC � cos �/ cos'
.aC � cos �/ sin'

� sin �

1CA für � 2 Œ0; r� und ', � 2 Œ0; 2�� gegeben:

Man berechne die kinetische Energie E.v/ D 1
2
.T vjv/ der Rotation des Reifens K

um die Drehachse v 2 R3 mit dem Betrag kvk der Drehgeschwindigkeit, wobei die
symmetrische Trägheitsmatrix T 2 L.R3IR3/ des Reifens K durch

T D

0BB@
R
K

�
kxk2 � x21

�
dx �

R
K
x1x2 dx �

R
K
x1x3 dx

�
R
K
x2x1 dx

R
K

�
kxk2 � x22

�
dx �

R
K
x2x3 dx

�
R
K
x3x1 dx �

R
K
x3x2 dx

R
K

�
kxk2 � x23

�
dx

1CCA
definiert wird! ³

Lösung. 1. Die Parametrisierung ‰ W �0; rŒ � �0; 2�Œ � �0; 2�Œ ! R3 des Reifens K
besitzt in .�; '; �/ 2 �0; rŒ � �0; 2�Œ � �0; 2�Œ die Ableitung

D‰.�; '; �/ D

0B@cos � cos' �.aC � cos �/ sin' �� sin � cos'
cos � sin' .aC � cos �/ cos' �� sin � sin'

sin � 0 � cos �

1CA 2 L.R3
IR3/

und somit die Gram-Matrix

D‰.�; '; �/|D‰.�; '; �/ D

0B@1 0 0

0 .aC � cos �/2 0

0 0 �2

1CA 2 L.R3
IR3/;

woraus sich die Dichte
p

detD‰.�; '; �/|D‰.�; '; �/ D �.aC � cos �/ ergibt.
2. Für die symmetrische Trägheitsmatrix T 2 L.R3IR3/müssen die sechs IntegraleR

K
xkx` dx für k, ` 2 f1; 2; 3g berechnet werden:

2.1. Wegen
R 2�
0

cos2' d' D � sowie
R 2�
0

cos � d� D 0 und
R 2�
0

cos3� d� D 0 giltZ
K

x21 dx D

Z r

0

Z 2�

0

Z 2�

0

�.aC � cos �/3 cos2' d' d� d�

D �

Z r

0

Z 2�

0

�
�
a3 C 3a2� cos � C 3a�2 cos2� C �3 cos3�

�
d� d�

D �

Z r

0

Z 2�

0

�
�
a3 C 3a�2 cos2�

�
d� d� D �2ar2

�
a2 C 3

4
r2
�
:
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2.2. Aufgrund von
R 2�
0

sin2' d' D � erhält man wie zuvorZ
K

x22 dx D

Z r

0

Z 2�

0

Z 2�

0

�.aC � cos �/3 sin2' d' d� d�

D �

Z r

0

Z 2�

0

�.aC � cos �/3 d� d� D �2ar2
�
a2 C 3

4
r2
�
:

2.3. Aus
R 2�
0

cos � sin2� d� D 0 und
R 2�
0

sin2� d� D � folgtZ
K

x23 dx D

Z r

0

Z 2�

0

Z 2�

0

�3.aC � cos �/ sin2� d' d� d�

D 2�

Z r

0

Z 2�

0

a�3 sin2� d� d� D 1
2
�2ar4:

2.4. Wegen
R 2�
0

cos' sin' d' D 0 sowie
R 2�
0

sin' d' D 0 und
R 2�
0

cos' d' D 0

verschwinden die restlichen IntegraleZ
K

x1x2 dx D

Z r

0

Z 2�

0

Z 2�

0

�.aC � cos �/3 cos' sin' d' d� d� D 0;Z
K

x2x3 dx D

Z r

0

Z 2�

0

Z 2�

0

�2.aC � cos �/2 sin' sin � d' d� d� D 0;Z
K

x3x1 dx D

Z r

0

Z 2�

0

Z 2�

0

�2.aC � cos �/2 cos' sin � d' d� d� D 0:

3. Daraus ergibt sich die diagonale Trägheitsmatrix

T D

0BB@
R
K

�
x22 C x

2
3

�
dx 0 0

0
R
K

�
x23 C x

2
1

�
dx 0

0 0
R
K

�
x21 C x

2
2

�
dx

1CCA

D 2�a � �r2

0BB@
1
2
a2 C 5

8
r2 0 0

0 1
2
a2 C 5

8
r2 0

0 0 a2 C 3
4
r2

1CCA 2 L.R3
IR3/

sowie die kinetische Energie

E.v/ D 1
2
.T vjv/ D 2�a � �r2

��
1
4
a2 C 5

16
r2
��
v21 C v

2
2

�
C
�
1
2
a2 C 3

8
r2
�
v23
�

der Rotation des Reifens K um die Drehachse v 2 R3, welche ihren maximalen Wert
bzgl. aller Richtungen v 2 R3 und normierter Geschwindigkeit kvk D 1 im Falle
v1 D v2 D 0 und v3 D ˙1 erreicht. �
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Aufgabe 3. Sei ein Winkel ˛ 2
�
0; �

2

�
beliebig gegeben sowie die Parametrisierung

.‰;R/ der Spirale M D ‰ŒR� � R3 durch

‰.y/ D
1

cosh.y cot˛/

0B@ cosy
siny

sinh.y cot˛/

1CA für y 2 R definiert:

1. Man zeige, daß M eine Kurve auf der Sphäre S D
˚
x 2 R3 j kxk2 D 1

	
ist!

2. Man berechne die Länge L D
R1
�1
kD‰.y/k dy der Spirale M ! ±

Lösung. 1. Tatsächlich gilt für alle y 2 R die Beziehung

k‰.y/k2 D
cos2y C sin2y C sinh2.y cot˛/

cosh2.y cot˛/
D
1C sinh2.y cot˛/

cosh2.y cot˛/
D 1:

2.1. Als Ableitung von ‰ W R! R3 in y 2 R erhält man

D‰.y/ D
1

cosh2.y cot˛/

0B@� siny cosh.y cot˛/ � cosy sinh.y cot˛/ cot˛
cosy cosh.y cot˛/ � siny sinh.y cot˛/ cot˛

cosh2.y cot˛/ cot˛ � sinh2.y cot˛/ cot˛

1CA

D
1

cosh2.y cot˛/ sin˛

0B@� siny cosh.y cot˛/ sin˛ � cosy sinh.y cot˛/ cos˛
cosy cosh.y cot˛/ sin˛ � siny sinh.y cot˛/ cos˛

cos˛

1CA
und somit wegen sin2y C cos2y D 1 für die Norm

kD‰.y/k2 D
cosh2.y cot˛/ sin2˛ C sinh2.y cot˛/ cos2˛ C cos2˛

cosh4.y cot˛/ sin2˛

D
cosh2.y cot˛/ sin2˛ C cosh2.y cot˛/ cos2˛

cosh4.y cot˛/ sin2˛
D

1

cosh2.y cot˛/ sin2˛

für jedes y 2 R.
2.2. Daraus folgt für alle a, b 2 R mit a < b zunächstZ b

a

kD‰.y/k dy D
1

sin˛

Z b

a

dy

cosh.y cot˛/
D

2

sin˛

Z b

a

exp.y cot˛/ dy
.exp.y cot˛//2 C 1

D
2

sin˛
�

arctan exp.b cot˛/ � arctan exp.a cot˛/
cot˛

und wegen lima!�1 arctan exp.a cot˛/ D 0 sowie limb!1 arctan exp.b cot˛/ D �
2

schließlich das uneigentliche Integral

L D

Z 1
�1

kD‰.y/k dy D
�

cos˛

als endliche Länge der Spirale M � S . �
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Aufgabe 4. Sei die lokale Parametrisierung .Y;‰/ einer Hemisphäre

H.r/ D
˚
x 2 R3

j x3 > 0; x
2
1 C x

2
2 C x

2
3 D r

2
	

um den Nullpunkt vom Radius r > 0 durch die Vorschrift

‰.y/ D

0B@r cosy2 cosy1
r cosy2 siny1
r siny2

1CA für y 2 Y D �0; 2�Œ �
�
0; �

2

�
gegeben:

Man berechne Flächeninhalt F.r/ und Schwerpunkt

� D
1

F.r/

Z
H.r/

x dx 2 R3

der Hemisphäre H.r/!

Lösung. 1. Die Ableitung der lokalen Parametrisierung ‰ W Y ! R3 hat die Gestalt

D‰.y/ D

0B@�r cosy2 siny1 �r siny2 cosy1
r cosy2 cosy1 �r siny2 siny1

0 r cosy2

1CA 2 L.R2
IR3/ für y 2 Y ;

woraus sich die Gram-Matrix

D‰.y/|D‰.y/ D

 
r2 cos2y2 0

0 r2

!
sowie

p
detD‰.y/|D‰.y/ D r2 cosy2 für jedes y 2 Y ergibt. Somit hat die Hemi-

sphäre den Flächeninhalt

F.r/ D

Z
Y

p
detD‰.y/|D‰.y/ dy D

Z 2�

0

Z �=2

0

r2 cosy2 dy2 dy1

D 2�r2
Z �=2

0

cosy2 dy2 D 2�r2 � sin �
2
D 2�r2:

2. Für den Schwerpunkt sind drei Integrale
R
H.r/

xk dx für k 2 f1; 2; 3g zu berech-

nen: Wegen
R 2�
0

cosy1 dy1 D 0 und
R 2�
0

siny1 dy1 D 0 ergibt sich zunächstZ
H.r/

x1 dx D

Z 2�

0

Z �=2

0

r3 cos2y2 cosy1 dy2 dy1 D 0;Z
H.r/

x2 dx D

Z 2�

0

Z �=2

0

r3 cos2y2 siny1 dy2 dy1 D 0:

Desweiteren erhält manZ
H.r/

x3 dx D

Z 2�

0

Z �=2

0

r3 cosy2 siny2 dy2 dy1 D �r3
Z �=2

0

sin 2y2 dy2 D �r3:

Somit hat der Schwerpunkt � 2 R3 der Hemisphäre die Koordinaten �1 D �2 D 0

sowie �3 D 1
2
r . �
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Aufgabe 5. Sei die lokale Parametrisierung .Y;‰/ eines Torus

T .r/ D
˚
x 2 R3

j .x21 C x
2
2 C x

2
3 C a

2
� r2/2 D 4a2.x21 C x

2
2/
	

mit einem Leitkreis vom Radius a > 0 und einem kreisförmigen Querschnitt vom
Radius r < a durch die Vorschrift

‰.y/ D

0B@.aC r cosy2/ cosy1
.aC r cosy2/ siny1

r siny2

1CA für y 2 Y D �0; 2�Œ � �0; 2�Œ

gegeben. Man berechne den Flächeninhalt des Torus T .r/ und den Rauminhalt des
vom Torus T .r/ eingeschlossenen Reifens!

Lösung. 1. Die Ableitung der lokalen Parametrisierung ‰ W Y ! R3 hat die Gestalt

D‰.y/ D

0B@�.aC r cosy2/ siny1 �r siny2 cosy1
.aC r cosy2/ cosy1 �r siny2 siny1

0 r cosy2

1CA 2 L.R2
IR3/

für y 2 Y , woraus sich die Gram-Matrix

G.D1‰.y/;D2‰.y// D

 
.aC r cosy2/2 0

0 r2

!
sowie

p
detG.D1‰.y/;D2‰.y// D r.aC r cosy2/ für jedes y 2 Y ergibt. Somit hat

der Torus mit dem kreisförmigen Querschnitt von Radius r < a den Flächeninhalt

F.r/ D

Z
Y

p
detG.D1‰.y/;D2‰.y// dy D

Z 2�

0

Z 2�

0

r.aC r cosy2/ dy2 dy1

D 2�r

Z 2�

0

.aC r cosy2/ dy2 D 2�r
Z 2�

0

a dy2 D 2�r � 2�a;

der damit das Produkt des Umfangs 2�a des Leitkreises und des Umfangs 2�r des
kreisförmigen Querschnitts ist.

2. Der Rauminhalt R.r/ des vom Torus T .r/ eingeschlossenen Reifens läßt sich als
Integral über den Flächeninhalt F.�/ D 2�� � 2�a des Torus T .�/ mit dem kreisför-
migen Querschnitt vom Radius � D 0 bis zum Radius � D r darstellen, also

R.r/ D

Z r

0

F.�/ d� D

Z r

0

2�� � 2�a d� D �r2 � 2�a;

was mit dem Produkt des Umfangs 2�a des Leitkreises und dem Flächeninhalt �r2

des kreisförmigen Querschnitts übereinstimmt. �
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Aufgabe 6. Sei  > 0 die Gravitationskonstante. Man berechne die Anziehungskraft

F D �1�2

Z
K2

Z
K1

x � z

kx � zk3
dx dz 2 R3;

die eine Kugel K1 D
˚
x 2 R3 j kx � ak < r1

	
um a 2 R3 mit dem Radius r1 > 0

und der Massendichte �1 > 0 auf eine zweite Kugel K2 D
˚
z 2 R3 j kz � bk < r2

	
um b 2 R3 mit dem Radius r2 > 0 und der Massendichte �2 > 0 ausübt, wobei
r1 C r2 < ka � bk gelten soll!

Lösung. 1. Ein Punkt z 2 K2 der Kugel K2 wird festgehalten und das innere IntegralZ
K1

x � z

kx � zk3
dx 2 R3

durch Transformation auf Kugelkoordinaten berechnet. Die Polarachse verläuft durch
den Mittelpunkt a 2 R3 der Kugel K1 und den festgehaltenen Punkt z 2 K2, wo-
durch der Einheitsvektor v3 D a�z

ka�zk
2 R3 festgelegt wird. Die beiden Einheitsvek-

toren v1 2 R3 und v2 2 R3 ergänzen v3 2 R3 zu einer Orthonormalbasis fv1; v2; v3g
des R3. Jeder Punkt x 2 R3 kann mit Hilfe der durch

‰.r; '; �/ D aC rv1 cos' sin � C rv2 sin' sin � C rv3 cos �

gegebenen Abbildung ‰ W Œ0;1Œ � Œ0; 2�� � Œ0; �� ! R3 durch Kugelkoordinaten
r 2 Œ0;1Œ, ' 2 Œ0; 2�� und � 2 Œ0; �� parametrisiert werden. Daraus ergibt sich die
Beschreibung K1 D

˚
‰.r; '; �/ 2 R3 j r 2 Œ0; r1�; ' 2 Œ0; 2��; � 2 Œ0; ��

	
.

2. Als partielle Ableitungen von ‰ in .r; '; �/ 2 Œ0;1Œ� Œ0; 2��� Œ0; �� erhält man

D1‰.r; '; �/ D v1 cos' sin � C v2 sin' sin � C v3 cos �;

D2‰.r; '; �/ D �rv1 sin' sin � C rv2 cos' sin �;

D3‰.r; '; �/ D rv1 cos' cos � C rv2 sin' cos � � rv3 sin �

und somit die Dichte
p

detD‰.r; '; �/|D‰.r; '; �/ D r2 sin � . Mit Hilfe der Trans-
formationsformel ergibt sich das IntegralZ

K1

x � z

kx � zk3
dx D

Z r1

0

Z 2�

0

Z �

0

‰.r; '; �/ � z

k‰.r; '; �/ � zk3
r2 sin � d� d' dr:

Aufgrund der Gestalt der beiden Terme

‰.r; '; �/ � z D rv1 cos' sin � C rv2 sin' sin � C v3.r cos � C ka � zk/

k‰.r; '; �/ � zk2 D r2 C 2rka � zk cos � C ka � zk2

sowie der Beziehungen
R 2�
0

sin' d' D 0 und
R 2�
0

cos' d' D 0 folgt daraus zunächstZ
K1

x � z

kx � zk3
dx D

2�.a � z/

ka � zk

Z r1

0

Z �

0

.r cos � C ka � zk/ r2 sin � d� dr
.r2 C 2rka � zk cos � C ka � zk2/3=2

:
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3. Sei der Radius r 2 Œ0; r1� beliebig vorgegeben. Zur Berechnung des inneren Inte-
grals eignet sich die durch

f .�/ D
p
r2 C 2rka � zk cos � C ka � zk2 für � 2 Œ0; ��

definierte Variablentransformation f W Œ0; �� ! R der alten Variablen � 2 Œ0; �� in
die neue Variable h D f .�/ 2 Œka � zk � r; ka � zk C r�. Aufgrund der Beziehungen

f 2.�/ � ka � zk2 � r2

2ka � zk
D r cos � und Df.�/ D �

rka � zk sin �
f .�/

für � 2 Œ0; ��

ergibt sich für das innere IntegralZ �

0

.r cos � C ka � zk/ r2 sin � d�
f 3.�/

D �r

Z �

0

f 2.�/C ka � zk2 � r2

2ka � zkf 2.�/
�
Df.�/

ka � zk
d�

D
r

2ka � zk2

Z ka�zkCr
ka�zk�r

�
1C
ka � zk2 � r2

h2

�
dh D

2r2

ka � zk2

für jeden Radius r 2 Œ0; r1�. Mit Schritt 2 folgt darausZ
K1

x � z

kx � zk3
dx D

2�.a � z/

ka � zk

Z r1

0

2r2dr

ka � zk2
D
4�r31
3

a � z

ka � zk3

für jeden Punkt z 2 K2.
4. Daraus folgt für das gesuchte Integral der Anziehungskraft

F D �1�2

Z
K2

Z
K1

x � z

kx � zk3
dx dz D �2

4��1r
3
1

3

Z
K2

a � z

ka � zk3
dz:

Das verbliebene Integral über die Kugel K2 um b 2 R3 mit dem Radius r2 > 0 ist
vom gleichen Typ wie das zuvor berechnete Integral über die Kugel K1 um a 2 R3

mit dem Radius r1 > 0, woraus sichZ
K2

z � a

kz � ak3
dz D

4�r32
3

b � a

kb � ak3

ergibt. Schließlich ist

F D �2
4��1r

3
1

3

Z
K2

a � z

ka � zk3
dz D 

4��1r
3
1

3

4��2r
3
2

3

a � b

ka � bk3
D m1m2

a � b

ka � bk3

die Anziehungskraft, welche die Kugel K1 um a 2 R3 und der Masse m1 D 4
3
��1r

3
1

auf die Kugel K2 um b 2 R3 und der Masse m2 D 4
3
��2r

3
2 ausübt. Würden beide

Kugeln jeweils auf ihre Mittelpunkte a 2 R3 bzw. b 2 R3 bei Erhaltung ihrer Massen
m1 bzw. m2 zusammenschrumpfen, so würde der Massenpunkt a 2 R3 die gleiche
Anziehungskraft auf den Massenpunkt b 2 R3 ausüben! �
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Aufgabe 7. Man weise die Konvergenz des uneigentlichen Integrals

G.�; �/ D

Z
Rn

exp
�
�4�2�kxk2

�
Exp

�
2�i.�jx/

�
dx D

1p
.4��/n

exp
�
�
k�k2

4�

�
für jedes n 2 N, � > 0 und � 2 Rn nach!

Lösung. 1. Um in einem ersten Schritt die Konvergenz des Integrals

(1)
Z

R
exp

�
�t2

�
dt D

p
�

nachzuweisen, soll durch

‰.r; '/ D

 
r cos'
r sin'

!
für r 2 Œ0;1Œ und ' 2 Œ0; 2��

die Parametrisierung ‰ W Œ0;1Œ � Œ0; 2�� ! R2 von R2 durch Polarkoordinaten
herangezogen werden. Daraus ergibt sich für die Ableitung und deren Gram-Matrix

D‰.r; '/ D

 
cos' �r sin'
sin' r cos'

!
sowie D‰.r; '/|D‰.r; '/ D

 
1 0

0 r2

!
:

Die Dichte
p

detD‰.r; '/|D‰.r; '/ D r liefert somit das IntegralZ
R2

exp
�
�kxk2

�
dx D

Z 1
0

Z 2�

0

exp
�
�k‰.r; '/k2

�p
detD‰.r; '/|D‰.r; '/ d' dr

D

Z 1
0

Z 2�

0

r exp
�
�r2

�
d' dr D �

Z 1
0

2r exp
�
�r2

�
dr D �:

Daraus folgt die Beziehung (1) mit Hilfe der ProduktdarstellungZ
R

exp
�
�x21

�
dx1 �

Z
R

exp
�
�x22

�
dx2 D

Z
R2

exp
�
�kxk2

�
dx D �:

2. Im nächsten Schritt wird die Konvergenz des parameterabhängigen Integrals

(2)
Z

R
exp

�
�t2

�
cos 2st dt D

p
� exp

�
�s2

�
für jedes s 2 R gezeigt:

2.1. Definiert man die differenzierbare Funktion f W R2 ! R durch

f .t; s/ D exp
�
�t2

�
cos 2st für t 2 R und s 2 R;

dann gilt jf .t; s/j � exp
�
�t2

�
für alle t 2 R und s 2 R. Wegen Schritt 1 ist die durch

h.s/ D

Z
R
f .t; s/ dt D

Z
R

exp
�
�t2

�
cos 2st dt für s 2 R

erklärte Funktion h W R! R differenzierbar, und ihre Ableitung hat die Gestalt

Dh.s/ D

Z
R
D2f .t; s/ dt D �

Z
R
2t exp

�
�t2

�
� sin 2st dt

D �

Z
R

exp
�
�t2

�
� 2s cos 2st dt D �2sh.s/:
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2.2. Da die differenzierbare Funktion h W R ! R aufgrund der Beziehung (1) den
Wert h.0/ D

p
� > 0 besitzt, ist das Supremum � D sup

˚
s � 0 j h.s/ > 0

	
positiv.

Für jedes fixierte s 2 �0; �Œ und alle � 2 Œ0; s� gilt demzufolge

Dh.�/ D �2�h.�/ � 0 und damit h.0/ � h.�/ � h.s/ > 0;

woraus sich durch Integration

ln
h.s/

h.0/
D

Z s

0

Dh.�/ d�

h.�/
D �

Z s

0

2� d� D �s2

und somit h.s/ D
p
� exp

�
�s2

�
ergibt. Daraus folgt zunächst � D1 und schließlich

die Beziehung (2), da h eine gerade Funktion ist.
3.1. Sei k 2 f1; : : : ; ng beliebig vorgegeben. Aufgrund der Abschätzungˇ̌

exp
�
�4�2�x2k

�
Exp

�
2�i�kxk

�ˇ̌
D exp

�
�4�2�x2k

�
für � > 0 und �k 2 R

und der Beziehung (1) konvergiert das uneigentliche IntegralZ
R

exp
�
�4�2�x2k

�
Exp

�
2�i�kxk

�
dxk

für jedes � > 0 und �k 2 R. Dabei verschwindet das Integral über den ungeraden
Imaginärteil. Für das Integral über den Realteil ergibt sich durch die Variablentrans-
formation t D 2�

p
�xk und die Parameterwahl s D 1

2
p
�
�k zunächstZ

R
exp

�
�4�2�x2k

�
cos

�
2��kxk

�
dxk D

1

2�
p
�

Z
R

exp
�
�t2

�
cos 2st dt

und somit wegen Beziehung (2) demnachZ
R

exp
�
�4�2�x2k

�
cos

�
2��kxk

�
dxk D

1

2
p
��

exp
�
�
�2
k

4�

�
:

3.2. Daraus folgt schließlich die Produktdarstellung

G.�; �/ D

nY
kD1

Z
R

exp
�
�4�2�x2k

�
Exp

�
2�i�kxk

�
dxk

D

nY
kD1

1

2
p
��

exp
�
�
�2
k

4�

�
D

1p
.4��/n

exp
�
�
k�k2

4�

�
für jedes n 2 N, � > 0 und � 2 Rn. �


