Ubungsaufgaben 12
Anfangswertprobleme erster Ordnung

Aufgabe 1. In einem Wechselstromtransformator seien Spulen mit den Induktivita-
ten L; = 7H, L, = 28 H, den Widerstianden R; = 60 2, R, = 240 2 und der gegen-
seitigen Induktivitit M = 6 H umeinandergewickelt. In den Spulen flieBen Strome, es
wirken eingeprigte Spannungen sowie die von der Selbstinduktion hervorgerufenen
und die von der Gegeninduktivitit erzeugten Spannungen.
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Gemal des Ohmschen Gesetzes fiihrt dies auf das Anfangswertproblem

Ly M\ (DL _ (VO) _ (R 0\ (L) o (1O) _ (0
M L) \DL@®) \ 0 0 R \L® " \L©O)) \o)°

Man berechne die Strome / : R — R? fiir den Fall, daB eine reine Wechselspannung
U(t) = Uy sin wt mit Uy = 6800V und w = 8 Hz an der ersten Spule anliegt!

Losung. 1. Das gegebene inhomogene Anfangswertproblem hat die Gestalt

7 6\ (D)) _ (6800sin8) (60 0\ (I(t) L) (0
6 28) \DI, ()] 0 0 240) \ L)) \L,0)) \o)’

wobei der Einfachheit halber wihrend der Rechnung die physikalischen Einheiten
weggelassen werden sollen. Um es in die explizite Form zu bringen, wird das System
von links mit der Inversen der Matrix

7 6 . 1 [28 —6
Ay = € LR*R?), alsomit 47" = — e L(R*;R?)
6 28 160 \—-6 7

multipliziert. Daraus ergibt sich die Matrix

1 (28 —6\[—60 O 1 [(—42 36
Ag = — = - e L(R*;R?)
160 \—6 7 0 —240 4\ 9 -4

flr die explizite Formulierung des Anfangswertproblems

DIL(1)) _1(-42 36\ (L) N 1190 sin 8¢ L)\ _ (o
DL1)] 4\ 9 —-4]\L©O —255sin8: ] \1,0)) \oJ’



2. Die Auswertung der Determinante det(Ag — uwE,) = 0 zur Berechnung der Ei-
genwerte u € R liefert

21
o= 2, " — 12 4210490 = (u + 6)(1 + 15).
4 2
Somit ergeben sich die beiden reellen Eigenwerte ;t; = —6 und pu, = —15.
Um die zum Eigenwert ©; = —6 gehorende Losung der homogenen Differen-

tialgleichung zu finden, wird ein Eigenvektor z; € R? durch Losung des linearen
Gleichungssystems (49 — w1 E>)z; = 0 bestimmt. Elementare Umformungen der

Koeffizientenmatrix
9
-5 9 + 0 0 : 2
( 22 _2) j-z liefern (2 _2) und somit z; = (1)
1 2 4 2
als Eigenvektor zu p; = —6.
Zur Berechnung der zum Eigenwert u, = —15 gehorenden Losung der homoge-

nen Differentialgleichung wird ein Eigenvektor z, € R? durch Losung des linearen
Gleichungssystems (Ag — 2 E2)z, = 0 bestimmt. Elementare Umformungen der Ko-

9 ) 00 ) 2
) jt » liefern (9 9) und somit z, = ( 1)
(= 2 2 _

als Eigenvektor zu u, = —15.

effizientenmatrix
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3. Damit 148t sich jede Losung J : R — R? der homogenen Differentialgleichung
DJ(t) = AogJ(t) als Linearkombination

i)\ . e [2 s 2) 2e—6t e—15t £ )
(Jz(l)) = §e° (1) + Epe7! (_1> = (6_6; _e—ISt) (Ez) firt e R

von zwei linear unabhéngigen Losungen mit den Koordinaten £ € R? darstellen. Da
zum Anfangszeitpunkt ¢y = 0 die Beziehung

J10)) _ (2 2) (& L1 2) (J0)) _ (&
(fz«») - (1 —1) (s) undsomit 3 (1 —2) (fz«») - (é)

von den Koordinaten & € R? erfiillt wird, erhdlt man die Hauptfundamentalmatrix

1(2 4 12 —4
V() = - o - 1 e L(R*:R?
g 4(1 2)e 4(—1 2)e ( )

fur ¢+ € R und ihre Inverse

1(2 4 1(2 —4
Vt_IZ— 6t - IStELRZ;Rz.
® 4(1 2)e +4<—1 2)e R%R)
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4. Wegen der homogenen Anfangsbedingung ergibt sich fiir das inhomogene An-
fangswertproblem

DIL(1)) _1(—42 36\ (L) N 1190 sin 8¢ L)) (o
DL1)] 4\ 9 —-4]\L©O —255sin8: )" \1,0)) \o

mit Hilfe der Hauptfundamentalmatrix V(¢) und ihrer Inversen V(¢)~! die Losung

L) _ '/" (1190 .
(Iz(t)) = V(t) ; V(s) _yss sin8s ds
fir r € R und somit

I (t 340\ [ _ 850 ! .
10 _ V(t) / eSS sin8s ds + V(1) / e sin 8s ds
L(t) 170 J, _425] J,
40 ! . 850 ! .
= 3 e o / e® sin 8s ds + e 15 / e!% sin 8s ds.
170 0 —425 0

5. Bei der Berechnung von Integralen dieses Typs

t 1 — wt t
. et coswt
/ e sinwsds = —— + —/ e cosws ds,
0 w w Jo
1—ecosor | pesinot  p? [* 0
= + 5 -— e’ sinws ds
1) 1) w? J,

fiir € R und w # 0 wird zweimal teilweise integriert. Man erhélt somit

o w(l —et coswt)  pet sinwt
e sinwsds =
0 MZ + 6()2 /’LZ + 0)2
fir u € R und w # 0. Wahlt man insbesondere zwei Winkel «, 8 € [0, 2] mit
: 8 6 : . 8 15
sine = — und cosa = — sowie sinf =-— und cosf = —,
10 10 17 17

dann ergibt sich aufgrund der Additionstheoreme schlieBlich die Losung

(28) = (ij) (e—6f sino + sin(8¢ — ot)) + (_5;)5) (e—15t sin B + sin(8¢ — ﬁ))

des Anfangswertproblems. Abgesehen von exponentiell abklingenden Beitragen flie-
Ben die Wechselstrome in beiden Spulen rein sinusférmig von gleicher Periode wie die
eingepragte Spannung und bleiben ihr um gewisse Phasenkonstanten zurtick. OJ
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Aufgabe 2. Seien g, p € R und a, b € R vorgegebene Konstanten mit a < b.
1. Man berechne fiir jeden Parameter 6 € R die stetig differenzierbare Losung
us : R — R des Anfangswertproblems

Dug(t) = dus(t) + gt + p furt e R, us(0) =0,

wobei die beiden Félle § = 0 und § # 0 unterschieden werden sollen!
2. Man zeige mit Hilfe der Exponentialreihe, daf3 die Beziehung

lim max lug(t) —uo(t)] =0
§—0t€la,

der gleichmiBigen Konvergenz von (ug) gegen uo auf dem Intervall [a, b] gilt! ®

Losung. 1. Die Formel fiir die stetig differenzierbare Losung us : R — R des obigen
Anfangswertproblems liefert wegen us(0) = O fiir jedes r € R die Darstellung

ug(t)zexp(/o SdS)/O (gs+p)exp(—/0s8dt)ds

= exp(St)/o (gs + p)exp(—6s) ds.

1.1. Im Falle § = 0 hat die Lésung uo : R — R die Gestalt

t
uo(t) = / (g5 + p)ds = 1gt*> + pt firaller € R.
0

1.2. Im Falle § # 0 erhdlt man fiir jedes ¢ € R durch Integration

! 1-— —3t
f exp(—8s) ds = %
0

sowie teilweise Integration
! ! -6 t —§t 1 - —8t) 1 —§t
[/ senvtssyas = [ P 1oBCH) _ LorpSn) _tespldn
0 0 8 8 52 5
die Losung us : R — R des Anfangswertproblems in der Form
glexp(ér) —1) gr  p(exp(dr) —1)
t) = — =

2. Mit Hilfe der Exponentialreihe ergibt sich fiir die Differenz us(¢) — uo(z) beider

Losungen fiiralle 7, § e Rmit 0 < |§] < 1 die Abschéitzung

fir jedes r € R.

_ (8t)" L P[5 @0t
s (1) — uo(t)] = 52( o) e
k=0
g N~ B0F P @B0F o 1]
N e Ez—k =16 'Z +|5P|ZF
_3 j— —
und somit maxsea) [us (1) — uo()| < 18](g] + |p|)max,e[a pexp(). woraus die

gleichmiBige Konvergenz lims_,o maxX;epq,5) |us(t) — uo(t)| = 0 folgt. O



Aufgabe 3. Man berechne die Losung v : R — R? des Anfangswertproblems
Dv(t) = Av(t) firt € R, v(0) = x,
wobei die Matrix 4 € L(R3;R?) und der Anfangswert x, € R3 durch

01 —1
1 1] und xo=1| 3
10 1

A=

—_— O =

gegeben sind! ®

Losung. 1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det(4 — wE3) = 0 zur
Bestimmung der Nullstellen u € C liefert

Il—pn O 1 l—pn O 1 2—pn 0 1
0= 0 I1—-p 1|=(0 1—-pn 1 =| 1 1—-pu 1
1 I —u U I —1—pu —1 I —1—-pu
2—pn 0 1 2—pn 0 1
=2-pu l=p 1 |=] 0 1l-p 0 |=C-pwd-w(1-p).
0 I —1—-pn 0 I —1—-p

Folglich hat die Matrix A drei verschiedene Eigenwerte ;t; = —1, up, = 1 und u; = 2,
ist also diagonalisierbar.

2. Um die zugehorigen Eigenvektoren zy € R3 fiir £ € {1, 2, 3} zu ermitteln, werden
die Losungen des Gleichungssystems (A — ¢ E3)z¢ = 0 berechnet:

Im Falle u; = —1 fithren elementare Umformungen der Matrix
201 (=1 (=D 2 01 1
021 3+ j+ auf 0 0O0], also z;=1] 1
111 + “(-2) -1 10 —2
Somit ist z; ein Eigenvektor zum Eigenwert p; = —1.

Fiir u, = 1 liefern elementare Umformungen der Matrix

00 1 + 00O 1
] o

00 1 (1) zunichst 00 1], also z, =
1 1 -1 (JJF 110 0

Damit ist z, ein Eigenvektor zum Eigenwert pu, = 1.
Fiir u; = 2 gelangt man durch elementare Umformungen der Matrix

-1 0 1 -1 0 1 1
0 -1 1 zZu 0 —1 1], also z3=1]1
1 1 -2 1+ + 0O 0 O 1

Damit ist z3 ein Eigenvektor zum Eigenwert pu; = 2.



3. Somit besitzt das Fundamentalsystem {vy, vs, v3} der Gleichung Dv(t) = Av(t)
fir r € R die Gestalt

1 1 1
vi(t) =] 1 |exp(—t), va(t) = | =1 |exp(), vi(t) =] 1 |exp2t).
) 0 1

Die Losung v : R — R3 des Anfangswertproblems
Du(t) = Av(t) firt € R, v(0) = xo,

148t durch v = &v; + &v, + &v3 darstellen, wobei sich die Koordinaten £ € R?
aus der Anfangsbedingung &;v1(0) + &v,(0) + &3v3(0) = xo ergeben. Elementare
daquivalente Unformungen dieses linearen Gleichungssystems fiithren auf

I 1 1| -1 I 11 ] -1 <—J+
I -1 1] 3 J+ , also 2 02| 2] |:2q27¢D
-2 0 1] 1 -2 01 ] 1 <——]+
010 -2 0
1 01| 1

1 0 |
1 <—T+ also 001 O ,
003 3 | 341 001/ 1

sowie

woraus sich schlielich §; = 0, §&, = —2 und &3 = 1 ergibt. Daraus folgt die Losung
—2exp(t) + exp(2t)
v(t) = | 2exp(t) + exp(2t) firtr e R
exp(2t)

des Anfangswertproblems. OJ



Aufgabe 4. Man berechne die Losung v : R — R? des Anfangswertproblems
Du(t) = Av(t) firt e R, v(0) = xy,
wobei die Matrix 4 € L(R3;R?) und der Anfangswert x, € R* durch

2 1 3 -1
A=|-10 =2] und xo=1| 1
0 0 1 2

gegeben sind!

Losung. 1. Die Berechnung der Nullstellen & € C des charakteristischen Polynoms

2—u 13 NI
O=| -1 —p 2 |=0=-w| | _ '=(1—M)(1—(2—M)M)=(1—M)3
0 0 l—pu

der Matrix A fiihrt auf den algebraisch dreifachen Eigenwert u, = 1.
2. Zur Konstruktion eines Fundamentalsystems {vq, v, v3} werden Losungen der
Gleichung Dv(t) = Av(t) fiir t € R in allgemeiner Gestalt

vi(?) = z11 exp(?),
1)2([) = (221 + 1222) exp(t),
v3(t) = (231 +1tz3; + %l‘2233) exp(?)

mit geeigneten Vektoren z,, € R3 fiir £ € {1,2,3}und r € {1,..., £} gesucht.

2.1. Die Gleichung Dvy(t) = Av,(¢) firt € R liefert das homogene Gleichungssy-
stem (A — E3)z;; = 0 zur Bestimmung eines Eigenvektors z;; € R® zum Eigenwert
u1 = 1. Elementare dquivalente Umformungen liefern

1 1 3 |0 j+ 0O 0 1 |]O 1
-1 -1 -210 ,also | -1 —1 =2 | 0] wund z;;, =| -1

0 0 0 |O 0 0 0 |0 0

als Eigenvektor zum Eigenwert p; = 1, dessen Eigenraum somit eindimensional ist.
2.2. Aus der Gleichung Dv,(t) = Av,(¢) fiir ¢+ € R folgt mit Hilfe eines Koeffi-
zientenvergleichs bzgl. Termen gleicher Ordnung in ¢ die beiden Gleichungssysteme
(A — E3)zp, = 0und (A — E3)z2; = 2z, zur Bestimmung der Vektoren z,;, 25, € R3.
Aus Schritt 2.1 ergibt sich eine Losung z,, = z;; des ersten Systems. Fiir das zweite
System liefern elementare dquivalente Umformungen
1 1 3 ] 1 j+ 0O 0 1 | O 1
-1 -1 =2 | -1 yalso | -1 =1 =2 | —=1] und zp; = |0

0 0 0 | 0 0 0 0 | 0 0

als verallgemeinerten Eigenvektor zum Eigenwert u; = 1.



2.3. Aus der Gleichung Duv;(t) = Awvs(¢) fiir ¢t € R erhélt man mittels Koef-
fizientenvergleichs bzgl. Termen gleicher Ordnung in ¢ die drei Gleichungssysteme
(A — E3)z33 = 0, (A — E3)z3p = z33 und (A — E3)z3; = z3, zur Bestimmung der
Vektoren z3y, z32, z33 € R3. Aus Schritt 2.1 ergibt sich eine Losung z33 = z;; des
ersten Systems, und nach Schritt 2.2 eine Losung z3, = z,; des zweiten Systems. Fiir
das dritte System liefern elementare Aquivalente Umformungen

113|lj+ 0O 0 1 |1 -1

-1 -1 =210 ,also | -1 =1 =2 | 0] und z3; =]-1

0 0 0 | O 0O 0 0 | O 1
als verallgemeinerten Eigenvektor zum Eigenwert p; = 1.

3. Somit besitzt das Fundamentalsystem {vy, vs, v3} der Gleichung Dv(t) = Av(t)
fiir ¢ € R die Gestalt

1 I +1 —1 41+ 112
vi() = | =1 [exp(r), va(r) =| —t |exp(t), vs(t)=| —1-—3r2 [exp(r).
0 0 1

Die Losung v : R — R? des Anfangswertproblems
Dvu(t) = Av(t) firt e R, v(0) = xo,

148t durch v = &v; + &v, + §v3 darstellen, wobei sich die Koordinaten £ € R3
aus der Anfangsbedingung &,v,(0) 4+ &v,(0) + &3v3(0) = xo ergeben. Elementare
dquivalente Unformungen dieses linearen Gleichungssystems fiihren auf

11—1|—1 10| 4
-1 0 -1 1 j , also —100|3
0 0 2 0 01 |2

und somit & = —3, 52 = 4 und &; = 2. Daraus folgt schlieBlich die Losung

—1 4+ 61 + 12
v(it)=]| 1 —4t—1t?> |exp@) firt eR
2

des Anfangswertproblems. OJ



Aufgabe 5. Man berechne die Losung u : R — R? des Anfangswertproblems
Du(t) = Au(t) furr € R, u(0) = xo,
wobei die Matrix 4 € L(R3;R?) und der Anfangswert xo, € R3 durch

10 0 10
A=10 2 =3]| und xo=1] 1
13 2 1

gegeben sind!

Losung. 1. Die Berechnung der Nullstellen i € C des charakteristischen Polynoms
11— O 0
0= 0 2-p -3 |=>0-p
1 3 2—pu
der Matrix A fihrt auf das Paar konjugiert komplexer Eigenwerte u; = 2 + 3i und

LT =a-me-w o)

2—p

M2 = &, = 2 — 31 sowie den reellen Eigenwert ;3 = 1, woraus sich zunéchst die
Diagonalisierbarkeit von A ergibt.

2.1. Zur Bestimmung eines Eigenvektors z; € C3 zum Eigenwert p; = 2 + 3i
wird das lineare Gleichungssystem (A — 1 E3)z; = 0 gelost. Elementare dquivalente
Umformungen des Koeffizientenschemas fiihren auf

-1-31 0 0 + o 0 O 0
0 -3 -3 -(—1) ,also |0 —-3i -3 und z; = | i
1 3 -3i J+ -(1+31) 1 0 0 1

als Eigenvektor zu p; = 2 + 3i. Damit ist z, = Z; € C? ein Eigenvektor zum
konjugiert komplexen Eigenwert pu, = @, = 2 — 3i.

2.2. Zur Berechnung eines Eigenvektors z3 € C3 zum Eigenwert 3 = 1 wird das
lineare Gleichungssystem (A — w3 E3)zz = 0 gelost. Elementare dquivalente Umfor-
mungen des Koeffizientenschemas fithren auf

00 O 00 O 10
01 -3 (-3 ,also |0 1 -3 und somit z3 = | —3
13 1 J+ 1 0 10 -1

als Eigenvektor zu u; = 1.
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3. Ein komplexwertiges Fundamentalsystem {vq, v, v3} von Losungen der Glei-
chung Dv(t) = Av(t) ist durch ve(¢t) = zy Exp(uet) fiir ¢ € R sowie £ € {1, 2, 3} ge-
geben. Wegen Im pq = 3, Im u, = —3 und Im 3 = 0 bilden u; = Re vy, u; = Imuv,

und u3 = wv; ein reellwertiges Fundamentalsystem {u,u,,u3} von Losungen der
Gleichung Du(t) = Au(t) firt € R. Fiir ¢t € R ergibt sich also
0 0 10
u(t) = exp(2t) | —sin3z¢ |, uo(t) = exp(2t) | cos3t |, uz(t) =exp(t) | =3
cos 3t sin 3¢ -1

4. Somit 14Bt sich die Losung u : R — R3 des Anfangswertproblems
Du(t) = Au(t) firt e R, u(0) = x,,

durch u = & u; + &wu» + E3u3 darstellen, wobei sich die Koordinaten £ € R3 aus der
Anfangsbedingung &;u(0)+&u»(0)+&3u5(0) = xo ergeben. Elementare dquivalente
Unformungen dieses linearen Gleichungssystems fithren auf

00 10 | 10\ |:10+3 001/ 1
01 =311 (JJF ,also {01 0 | 4
10 —-11]1 + 1 00| 2

und somit & = 2, & = 4 und & = 1. Daraus folgt schlieBlich die Losung

10exp(t)
u(t) = | —2exp(2t)sin 3t + 4exp(2¢) cos3t —3exp(¢) | fiurr e R
2 exp(2t) cos 3t + 4exp(2¢) sin 3¢t — exp(?)

des Anfangswertproblems. OJ



11

Aufgabe 6. Eine schwere Punktmasse bewegt sich an einer federnden Aufhiangung,
die im Nullpunkt befestigt ist. Eine Federkraft sucht sie nach dem Nullpunkt, die
Schwerkraft hingegen in die Tiefe zu ziehen. Man 16se das Anfangswertproblem
D(mv)(t) = mg —kx(t), v(0) = vy,
Dx(t) = v(t), x(0) = xo,
fir Ort x : R — R3 und Geschwindigkeit v : R — R3? der Punktmasse, wenn

ihre Masse m > 0, die Federkonstante k > 0 und die Schwerkraft mg € R3 sowie
Anfangsort xo € R® und Anfangsgeschwindigkeit vy € R> vorgegeben sind!

Losung. 1. Das Anfangswertproblem 148t sich in expliziter Form

Dv(t)\ [0 —XE\ (v() g v(0)\ _ [vo
Dx(t)] \E 0 x(1) o) x(0))  \xo

mit der Blockmatrix

0 —kE 6. 6
Ay = E ’8 € L(R”;R") darstellen.

2. Zur Berechnung der Eigenwerte u € C der Blockmatrix 49 € L(R®;R®) liefert
die Determinantengleichung

_ _k (2 +
0— ME —RE| |0 (> + X)E _|E ZuEk (4 + kY
E —uE E —nE 0 (W +%)E m

Neben dem dreifachen Eigenwert ; = Ai € C erhilt man den dreifachen konjugiert
komplexen Eigenwert u, = t; = —Ai € C, wobei A > 0 durch A? = n% gegeben ist.

3. Um die zum Eigenwert u; = Al € C gehorenden Losungen der homogenen
Differentialgleichung zu finden, werden Eigenvektoren z; € C¢ durch Losung des
linearen Gleichungssystems

—ME —A%E . 0 0
. zy = 0 und somit . z1 =0
E —AE E —ME

bestimmt. Zum Eigenwert ;; = Ai € C ergeben sich drei Eigenvektoren z;; € C®
und somit zum konjugierten Eigenwert u, = t; = —Ai € C entsprechend die drei
konjugierten Eigenvektoren z,; = Z1; € C¢ der Gestalt

Zu = (“e") sowie zp; = (‘“ee) fiir £ € {1,2, 3}

€y €y

Daraus ergibt sich fiir jedes £ € {1,2,3} ein Paar konjugiert komplexer Losungen
z1¢ Exp(Ait) sowie z,¢ Exp(—Ait) der homogenen Differentialgleichung.
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Bildet man Real- und Imaginirteil u;, : R — R® bzw. u,¢ : R — R der komplexen
Losung z¢ Exp(Ait) fiir £ € {1, 2, 3}, so erhdlt man jeweils zwei reelle Losungen

up(t) = —Aegsin At sowie uy(t) = Aee C_OSM firt eR
ey Cos At ey sin At

der homogenen Differentialgleichung.
4. Damit 148t sich jede Losung u : R — R® der homogenen Differentialgleichung

als Linearkombination
u(t) = AécosAt —AnsinAr)  [AcosAt-E —AsinAt-E\ (§
| &sinAr +ncosAr |\ sinAr-E cosAt - E n
von sechs linear unabhiingigen Losungen mit den Koordinaten &, n € R3 darstellen.
Wird von den Koordinaten £, n € R zum Anfangszeitpunkt z, = 0 die Bedingung

(5 () 1 oo

erfiillt, so ergibt sich fiir die Hauptfundamentalmatrix und ihre Inverse

At-E —AsinAr- E A-E  AsinAt- E
U = 1co's t sin At und U(t)_l _ c;os. t sin At ‘
Ism)Lt-E cosAt - E —Ism)tt-E cosAt - E

5. Daraus folgt einerseits die Losung
Vo Vo COS At — AXxp Sin At ) Vo
1) =U(t = mit u(0) =
u(t) @) (xo) (%vo sin At + xq Cos)kt) u(0) (xo)
fiir das homogene Anfangswertproblems Du(t) = Agu(t) fiir t € R. Andererseits ist

t t A A
up(t) = U(t)/0 Ues)™ <§) ds = U(f)/o % (-Ziikj) @

g Asin At g [ AsinAt
=2 . U@ =2
A2 @) (cos At — 1) A2 (1 — Cos /\t)
die Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

Dug(t) = Aguo(t) + (g) fiirr € R, 1(0) = 0.

SchlieBlich erhilt man wegen A2 = % insgesamt die Losung

(v(t)) () + o) = ( Vo cOs At — A(xo — %znzinkt ) |

x(t) ZE + Jvosin At + (xo — ZE) cos At
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Interpretation. 1. Die Punktmasse bewegt sich im Falle vy # 0 und xo # %% auf einer
elliptischen Bahn um den Mittelpunkt Z£ € R3 in der affinen Hyperebene

{n;{_g + s1v9 + S2(.X'0 — n;{_g) € R3 | 1,82 € R}
2. Im Falle vo = 0 und x( # ng schwingt die Punktmasse auf der Geraden
{ZE +5(xo—28) e R* | s e R}.
3. Gilt vy # O und x¢ = %, so schwingt die Punktmasse auf der Geraden
{xo—i-svo eR3 | s ER}.

4. Im Falle vg = 0 und xo = % verharrt die Punktmasse im Punkt x, € R3. O
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Aufgabe 7. Ein elektrisch geladenes Teilchen der Masse m > 0 und der Ladung
g € R bewegt sich in einem konstanten Magnetfeld » € R? unter dem EinfluB der
Lorentz-Kraft. Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems
D(mv)(t) = qu(t) xb, v(0) = vy,
Dx(t) = v(t), x(0) = xo,
fiir Ort x : R — R3 und Geschwindigkeit v : R — R?* der Punktmasse, wenn der
Anfangsort xo € R?® und die Anfangsgeschwindigkeit vy € R? vorgegeben sind!

Losung. 1. Der lineare Operator B € L(R?;R?), der jedem Vektor v € R3 das Vek-
torprodukt v x b € R? mit dem fixierten Vektor b € R3 zuordnet, kann mit einer
antisymmetrischen Matrix identifiziert werden:

U2b3 — U3b2 0 b3 —bz V1
Bv=vxb= U3b1 — Ulb3 = —b3 0 bl [%)
U1b2 — Uzbl bz —bl 0 U3

Mit 4g = LB € L(R3?;R3) wird das Anfangswertproblem in die explizite Form
Du(t) = Agv(t), v(0) = vy,
Dx(r) =v(r),  x(0) = xo,

gebracht. Offenbar kann man zuerst das Teilproblem fiir die Geschwindigkeit v und
danach das zweite Teilproblem fiir den Ort x durch eine einfache Integration

t
x(t) = xo +/ v(s)ds fiirt € R 16sen.
0

Im Falle des ungeladenen Teilchens oder eines nicht vorhandenen Magnetfelds hétte
man ¢ = 0 bzw. b = 0, woraus jeweils A9 = 0 und somit eine gleichférmige Be-
wegung x(t) = xo + vot wegen v(t) = vy folgen wiirde. Im Falle vy = 0 ruht das
Teilchen, denn dann 16sen x(¢) = xo und v(¢) = 0 das Problem. Im weiteren Verlauf
soll der interessante Fall ¢ # 0, b # 0 und vy # 0 betrachtet werden.
2. Die Auswertung der Determinante det(4g — wE) = 0 zur Berechnung der Ei-

genwerte i € C der Matrix 4y € L(R3;R?) liefert

—H %bs —,%bz

0=|-2bs —u &b |=—1> = (D2IbIPu = —u(k® + (LPII2).

Lby —Lbi —u
Man erhilt neben dem Eigenwert ;; = 0 die beiden konjugiert komplexen Eigenwer-
te i, = Al € C sowie 3 = i1, = —Ai € C, wobei A = Z||b|| # 0 gilt.
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3. Zur Ermittlung der zugehorigen Eigenvektoren wird zunichst der normierte
Vektor u; = ”Z—” € R3 eingefiihrt und durch zwei Vektoren u,, u3 € R? zu einem
Orthonormalsystem {u1, u», u3} des R3 mit det(u;, u,, u3) = 1 erginzt.

3.1. Der Vektor z; = u; € R? erfiillt die Gleichung Agz; = Az; x u; = 0. Somit
ist z; = u; Eigenvektor zum Eigenwert @y = 0 und damit auch Lésung des ersten
Teilsystems der Differentialgleichungen.

3.2.Zu u, = Al € C wird ein Eigenvektor z, = aju; +asu, +asus € C3 mit noch
unbekannten komplexen Koordinaten o, «,, oz € C gesucht, der die Gleichung

0= Agzy — 2o = AZy X Uy — Alzy = A(zy X uy —iz;)

erfiillt. Wegen A # 0 folgt daraus die Gleichung

0=z, Xuy — iz, = aaUs X U] + 0t3U3 X U] —o1iu] — axius — azius.
Das Skalarprodukt von z, x u; — iz, und u; € R3 liefert somit
0 = az(ua Xurlur) +os(us Xugluy) —ond(uy|ur) — o (uz|ur) —osi(uslur) = —oqi
und somit o; = 0. Das Skalarprodukt von z, x u; — iz, und u, € R? bringt
0 = (U Xuq|uz) +oz(uzXuy|uz)—oqi(uy|us) —asi(us|uz) —ios(uz|us) = az—asi
und damit a3 = a,i. Das Skalarprodukt von z, x u; — iz, und u3 € R? liefert
0 = ap(uaxuy|uz)+az(uszxu|uz)—ai(u|uz)—oni(us|uz)—aszi(uslus) = —ar—asi

und somit ebenfalls w, = —a3i. Daher kann man «; = 0, ap = 1, o3 = 1 wéhlen.
Man erhilt den Eigenvektor z, = u, + iu; € C> zum Eigenwert u, = A € C
und den konjugiert komplexen Eigenvektor z3 = Z, = u, — iuz € C* zum konju-
giert komplexen Eigenwert u3 = [, = —Ai. Daraus ergeben sich die beiden konju-
giert komplexen Losungen (u, +1ius) Exp(Ait) sowie (u, —ius) Exp(—Aiz) des ersten
Teilsystems der Differentialgleichungen.

Real- und Imaginéarteil der komplexen Losung (u, + iu3) Exp(Air) liefern

Uy COSAt —u3SINAt bzw. u,sinAt +uszcosAt firr e R

als reelle Losungen des ersten Teilsystems der Differentialgleichungen.
4. Damit 148t sich jede Losung v : R — R3 des ersten Teilsystems der Differential-
gleichungen als Linearkombination

v(t) = E1uy + E2(upcos At —uzsinAt) + E3(upsin Az + uzcosAr) firt e R

von drei linear unabhiingigen Lésungen mit den Koordinaten £ € R? darstellen. Um
die Anfangsbedingungen fiir 7, = 0 zu erfiillen, wird das lineare Gleichungssystem
Eyuy + Eup + E3us = v gelost: Da {uy, us, u3} ein Orthonormalsystem des R? ist,
ergeben sich sofort die Koordinaten & = (u1|vo), & = (u2|vo), & = (u3|vo).
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5. Fiir jedes ¢ € R liefert die Integration

x(t) = xo + /t v(s)ds

die Losung des zweiten Teilproblems fiir den Ort

Uy Sin At + uz(cosAt — 1) uszsin At + u,(1 —cos At)
) + & i .

Interpretation. 1. Sind Magnetfeld » und Anfangsgeschwindigkeit vy parallel, dann

x(t) = xo + &uit + &

gelten §;u; = vo und & = &3 = 0, und das Teilchen bewegt sich gleichformig gemal3
x(t) = x¢ + vot in Richtung vy, als ob es keine Ladung hitte oder das Magnetfeld
nicht vorhanden wire.

2. Anderenfalls gilt § = /&2 + £ > 0, und man kann einen Phase ¢ € [0, 27]
festlegen, so daB3 & = &y cos ¢ und &; = & sin ¢ gilt. Durch eine Umgruppierung der
Terme erhdlt man die Darstellung
E3upy — Eus  Exsin At — E3cos At E3sin At + &, cos At

+ Uz
A A A
der Losung. Die Additionstheoreme

x(t) = xo + &quq it + Us

& sin At — E3cos At = £ sin(Af — @)
E3sin At + & cos At = &y cos(At — @)
liefern demnach schlieBlich
E3uy — Erus n Eosin(Ar — @) o Eo cos(Ar — @) "
A A 2 A >
2.1. Im Falle & # 0 windet sich das Teilchen auf einer Schraubenlinie mit dem

X(f) = X9 —+ é—‘lult +

Radius ‘%0 und der Ganghdhe 27151 um eine zum Magnetfeld parallele Achse
{X() + siup + %UZ — s721/13 € R3 | S1 € R}

herum. Je starker das Magnetfeld oder je hoher die Ladung des Teilchens, um so
kleiner ist der Radius; je groBer die Masse oder die Anfangsgeschwindigkeit des Teil-
chens, um so groBer ist der Radius.

2.2. Steht die Anfangsgeschwindigkeit vy senkrecht auf dem Magnetfeld b, dann
ergibt sich §&; = 0 und damit & = ||vg|| > 0, und das Teilchen bewegt sich in einer
zum Magnetfeld senkrechten affinen Hyperebene

{X() + SpUp + S3U3 € R3 | $2,83 € R}

auf einer Kreisbahn mit dem Radius i—" und dem Mittelpunkt xo + 3—3142 — %u ; € R3
um die oben genannte Achse des Magnetfelds. O



