Ubungsaufgaben 13
Anfangswertprobleme zweiter Ordnung
Aufgabe 1. Man bestimme den linearen Raum aller zweimal stetig differenzierbaren
Losungen v : R — R? der Differentialgleichung
D?v(t) = BDv(t) + Av(t) fiirt € R,

wobei die symmetrischen Matrizen 4, B € L(R3;R?) durch

—4 2 —4 5 -2 4
A=|2 -7 =2, B=|-2 8 2
—4 -2 —4 4 2
gegeben sind!

Lésung. 1. Die charakteristische Gleichung det(A + u B — u? E3) = 0 der homogenen
Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die Gestalt

—4+ 51— p? 2-2u —4 +4pu
0= 2—2u —T7+8u—pu>?  242u
—4 4 4u 242 —4+5u—pu?
—8 +9u —u? 16— 18u + 2u? 0
= 2-2u —7 + 8 — pu? —242u
—8 4+ 9 — u? 0 —8 4 9 — u?
—84+9u—u* 0 0
= 2-2u l—p?  =242u | =1—-p?)(®—9u+8)?
—84+9u—ur 0 —8+9u—pu?

und besitzt folglich drei verschiedene Nullstellen 1y = 1, o = —1 und w3z = 8 mit
den algebraischen Vielfachheiten m, = 3, m, = 1 und m3 = 2.

2. Aufgrund der Symmetrie der Matrizen A und B hat der Kern der Abbildung
A+ wB — p7E; € L(R?R?) fir jedes £ € {1,2,3} die volle Dimension my. Fiir
die Indizes £ € {1,2,3} und r € {l,...,m,} werden die Losungen z;, € R? des
Gleichungssystems (A + B — ,qu3)Z¢, = 0 berechnet:

Im Falle ;; = 1 erhélt man die Nullmatrix als Koeffizientenmatrix

000 1 0 0
000 und somit z;; = |0, zio=|1], z13=1]0
000 0 0 1

als linear unabhéngige Losungen des Gleichungssystems zu p; = 1.



Fiir p, = —1 liefern elementare Umformungen der Koeffizientenmatrix

~10 4 -8 4 —10 4 -8 ﬁ+
4 —-16 —4 1+ zunichst —36 0 =36 | :(=36) J-10
+ —18 0 —18/ | : 18 Q-‘r

-8 —4 -10

und somit
04 2 2
1 01] , also z;;=1] 1
000 -2

als Losung des Gleichungssystems zu p, = —1.

Fir u3 = 8 gelangt man durch elementare Umformungen der Koeffizientenmatrix
—28 —14 28 + 0 0 O

7] .

—-14 -7 14 (=2) 1-2 zunichst zu —14 =7 14 | :
28 14 =28 <—J+ 0O 0 O

und somit zu

0O 0 O 1 -2
—2 —1 2. Alsosind z3; = | 2| sowie z3; = | 2
0O 0 O 2 —1

linear unabhdngige Losungen des Gleichungssystems zu u; = 8.
3. Somit besitzt die Gleichung D?v(r) = BDuv(t) + Av(¢) fir ¢ € R sechs linear
unabhingige Losungen der Gestalt

(1 (0) (0

v11(2) = | 0 | exp(?), vi2(t) = | 1 | exp(z), vi3(t) = |0 | exp(?),
\0 \0/ \!
(2 (1) (-2

va1(t) = | 1 |exp(—t), v3i1(t) = | 2 | exp(82), v31(¢) = | 2 |exp(8¢)
\-2 \2) =

und somit das Fundamentalsystem {vi1, v12, V13, V21, V31, U32}. O
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Aufgabe 2. Sei A > 0 ein vorgegebene reelle Konstante. Man bestimme fiir jeden
reellen Parameter § > 0 die zweimal stetig differenzierbare Losung us : R — R des
inhomogenen Anfangswertproblems

D?us(t) + Aus(t) = sindt fiirt € R, ug(0) =0, Dus(0) =0

ungeddmpfter elastischer Schwingungen mit periodischer Erregung und unterscheide
dabei den Fall § # A vom Fall 6 = A der Resonanz! In welchem Fall ist die Losung
beschriankt bzw. unbeschriankt? ®

Losung. 1. Die homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung
(H) D?v(t) + A*v(t) =0 fiirt eR

hat die charakteristische Gleichung u? + A% = 0 und somit die beiden konjugiert
komplexen Losungen p; = Al € C sowie u, = &, = —Al € C. Daraus ergibt sich
das Fundamentalsystem der Losungen vy(¢f) = cosAt und v,(¢) = sin At von (H).
Fiir die Wronski-Matrix W : R — L(R?;R?) und ihre Inverse erhilt man

COS At sin A¢ 1 {AcosAt —sin At
W(t) = d W)y ' == firz € R.
@) (-mmm xcosxz) und W) A()Lsin)u coskl) uree

2. Somit ergibt sich fiir das inhomogene Anfangswertproblem
D?us(t) + AMus(t) = sindt fiirt € R, ug(0) =0, Dus(0) =0

fir jedes § > 0 und ¢ € R mit Hilfe der Additionstheoreme die Losung

t o 8 e A
us(t) = (COSM,sin)u)/ Sln/(\ S)( sin As
0

1 t
cos s ) ds = X/o sinds -sinA(t —s)ds

= % /’ (cos((A + 8)s — Ar) — cos((A — 8)s — A1) ds.

2.1. Im Falle § # A liefert die Integration
sin At —sindt
U5(l) = W firr eR
und somit eine beschrinkte Losung us : R — R des Anfangswertproblems.
2.2. Im Falle § = A der Resonanz erhilt man durch Integration

tCoOSAt .
furr e R

up(t) = —

und damit eine unbeschrinkte Losung u) : R — R des Anfangswertproblems. 0J
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Aufgabe 3. 1. Man bestimme fiir jeden Parameter § € R die zweimal stetig differen-
zierbare Losung us : R — R des homogenen Anfangswertproblems

D?us(t) = 4Dus(t) — (4 — 8>)us(t) firt e R, us(0) =2, Dus(0) =2,
wobei die beiden Fille § = 0 und § # 0 unterschieden werden sollen!

2. Seien a, b € R mit a < b beliebig vorgegeben. Man zeige, dal3 die Beziehung

lim max lug(t) —up(t)] =0
§—0t€la,b

der gleichméBigen Konvergenz von (ug) gegen u auf dem Intervall [a, b] gilt! ®

Losung. 1. Die homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die charakteri-
stische Gleichung A% — 41 + (4 — §°) = 0.

1.1. Im Falle § = 0 hat die charakteristische Gleichung 0 = A2 —4A +4 = (1 —2)?
die Losung A; = 2 der algebraischen Vielfachheit m; = 2. Somit existieren Koordi-
naten § € R?, so daB die Losung uy : R — R des Anfangswertproblems die Gestalt

uo(t) = (&1 + &) exp(2t) firt e R

besitzt, woraus Dug(t) = (2&; + & + 2&,¢) exp(2t) folgt. Die Anfangsbedingungen
up(0) = 2und Duy(0) = 2 liefern §; = 2und 2&; + & = 2,also & = —
1.2. Im Falle § # 0 hat die charakteristische Gleichung

0=A2—dA+4—-8=A-22-8=A—-2—-8)(A—2+70)

zwel verschiedene Losungen A; = 2 + 6 und A, = 2 — §. Es gibt also Koordinaten
x € R?, so daB die Losung us : R — R des Anfangswertproblems die Form

us(t) = xyexp(2t + 8t) + xpexp(2t —6t) firt e R

hat, woraus sich Dug(t) = (2 + 6)xy exp(2f 4+ 8t) + (2 —§)x, exp(2¢ — §t) ergibt. Aus
den Anfangsbedingungen u5(0) = 2 und Dug(0) = 2 folgt x; + x, = 2 sowie ferner
2+ 8)x1 + (2 —8)x2 =2, also x; = 55 und x, = &L

2. Aufgrund der Eigenschaften der Exponentialreihe ergibt sich fiir die Differenz

us (1) — uo(t) = (5 —_ ! exp(—81) — (2 — 2z)) exp(21)

beider Losungen fiir alle 7, 6 € R mit 0 < |§| < 1 die Abschdtzung

. k
s (1) — wo(t)] exp(—21) = |° IZ(&) 5“2( 0 o

1 )
exp(8t) +

§—1 (az)k+5+1 2 (—=81)*k
§ k! § k!

k=2 k=2

4|8|Z|t|

und somit max;e[q,p] [Us(t) — uo(?)| < 48| max;epq,») €xp(3|t]), woraus schhethh die
gleichmiBige Konvergenz lims_,o maxX;epq,5) |us(t) — uo(?)| = 0 folgt. O
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Aufgabe 4. In einem anfangs stromlosen Schwingkreis werde ein auf Uy = 70V
geladener Kondensator C; = 2 mF (durch eine Funkenstrecke) tiber die Induktions-
spule L; = 50mH entladen. Dadurch entstehen elektromagnetische Schwingungen
im ersten Schwingkreis, die in der benachbarten Induktionsspule L, = 1250mH
und dem ungeladenen Kondensator C; = 80 uF eines anfangs stromlosen zweiten
Schwingkreises vermoge der gegenseitigen Induktivitit M = 240 mH beider Spulen
Schwingungen erregen. Der Ohmsche Widerstand bleibe unberticksichtigt.

Cl C2

[| [|
J [ M [
] L, H Ly

I I

Man l6se das Anfangswertproblem
L, M\ (DI(t) _ 1 0 Uy (1) firf € R 1,(0) _ 0
M L, ] \DI(t) 0 —1) \U(?) "\ 1,(0) 0/’
C; 0 DU (¢) _ —1 0\ (1 (?) firf € R U:(0) _ Uo
0 Cy) \DU,y(t) 0 1)\1L() " \Uy(0) 0)’

fiir die Strome / : R — R? in den gekoppelten Schwingkreisen und die Spannun-
gen U : R — R? an den Kondensatoren, wenn die Anfangsbedingung Uy, = 70V
vorgegeben ist!

Losung. 1. Das gegebene System der Differentialgleichungen erster Ordnung kann in
ein System zweiter Ordnung fiir die Spannungen umgeformt werden. Durch Diffe-
rentiation des zweiten Teilsystems nach der Zeit ergibt sich zunichst

C, 0 D2U1(l) . -1 0 DI(t)
0 G, ) \D2Ur)] \o 1)\DL®]"

Die Multiplikation mit dem Matrixprodukt

L, M\ [-10 ¢ LEERD)
M L, 0 1
liefert damit

Ly M\ (-Ci 0\ (D*Ui(t)\ _(L: M)\ (D)
M L, 0 G \D2U,t)] \M L] \DL®))]’
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Mit Hilfe des ersten Teilsystems der Differentialgleichungen erhilt man

Ly M\ [(=C, o)\ (D*Ui)) (1 0\ (Ui
M L, 0 G ) \D2U,t)] \o —1)\U,(0))~
Wegen L L, — M? > 0 kann man mit der Inversen
1 L, —M L, M
— | e L(R*R? von [ ! e L(R*R?)
LiL,—M?*\-M L, M L,

multiplizieren und bekommt

~C; 0\ (D2U(t)) _ 1 L, M\ (U
0 G ) \D2U,(t)] LiL,—M2\-M —L,]\Uxt)]’

SchlieBlich folgt daraus aufgrund der Anfangsbedingungen /7 = 0, I; = 0 das An-
fangswertproblem zweiter Ordnung

D2U1(Z) + Ol%l 05%2 Ul(l) . 0 U1(0) . U() DUl(O) . 0
D2U,(1) a2, a2 ) \Us()]  \0o)  \t,0) \o) \bDUy0))] \o

fiir die Spannungen, wobei die Frequenzen o1, «12, 021, 022 > 0 durch

o L, o M
(L L, -M2 T (Ll - M?) Gy
M 2 Ly

oy = o U = ’
(L1L,—M?)C, (L1L,—M?)C,
gegeben sind. Flir die Systemmatrix

1

> 0.
(L1L, — M?)CC,

2 2
01 Gy

a?, ol .
Ao =1 712) e LR?*R?) gilt det(A4y) =
2. Fir die charakteristische Gleichung
0= det (Ao + pu?Ea) = pu* + (of; +05,)n” + (of 03, — 0ir05:).
der Differentialgleichung besitzt wegen der Beziehung
$(of) +03,)* > g(of) + 03,)* = (af 03, —ah05,) = (af, —a3)® +afya3, > 0
die Losungen py = iw; und @, = —iw; sowie u, = iw, und &, = —iw,, welche
durch die beiden verschiedenen Frequenzen w, w, > 0 vermoge

2 _ 1(,2 2 1(,2 2\2 4 o2 o2
o] = 3(af; +03,) — \/Z(O‘n —03)? +afa3, > 0,

2 _1(,2 2 102 _ 02)2 4 o2 02
oy = 5(of; +a3,) + \/4 (af) —03,)? + afya3, > 0

bestimmt werden.



3. Fiir u; = iw,; erhiillt man als Losung z; € C? des linearen Gleichungssystems

2 .2 2 — 2
(Ao + uiE>)z1 = (a“ ) “1 20512 2) z; = 0 sogleich z; = ( 5 %12 2) e R?

05 05, — Wy 01 — W

aufgrund der Beziehung (o7 — of,)(wf — a3,) = af,a3,. Daraus ergeben sich die

konjugiert komplexen Losungen z; Exp(iw;f) und z; Exp(—iw;t) der Differential-
gleichung. Bildet man Real- und Imaginirteil der von z; Exp(iw?), so erhilt man
zwei reelle Losungen z; cos w ¢ und z; sin w; ¢ der Differentialgleichung.
Fiir u, = i, ergibt sich als Losung z; € C? des linearen Gleichungssystems
2

2 2 2
(AO + M%EZ)ZZ = (all 2 “2 20512 2) z; =0 sofort z, = ( 2 o2 2) €R?

05 U5y — W5 01 — W3

aufgrund der Bezichung (03 — oF;) (w3 — a3,) = af,03,. Man erhilt somit die kon-
jugiert komplexen Losungen z, Exp(iw,f) und z, Exp(—iw,t) der Differentialglei-
chung. Bildet man Real- und Imaginarteil von z, Exp(iw,t), so erhidlt man zwei reelle
Losungen z, cos w,t und z; sin w,t der Differentialgleichung.

4. Damit 148t sich die Losung des Anfangswertproblems als Linearkombination

U(t) = z1(&11 coswit + Epsinwit) + z2(E21 cos wat + £x5 sinwyt)

mit vier Koordinaten &1, £12, £21, €25 € R darstellen. Um die Anfangsbedingungen
U1(0) = Uy, U5(0) = 0 zu erfiillen, muBl man das inhomogene Gleichungssystem

—af, —af, s _ (Vo
afy —wi of; — o3 | \Ex 0

16sen. Die Determinante (w7 — w?)a?, der Systemmatrix ist von Null verschieden,
woraus sich die Losung

En _ I of —w; o Uo ergibt.
€21 (03 —w})ai, \of —af, —ai, 0

Um die beiden anderen Koordinaten zu bestimmen, wird die Ableitung
DU(t) = w1z1(§12cos w1t — &1 sinwit) + @222(622 COS wat — £21 SIN 1)

gebildet. Zur Erfillung der Anfangsbedingungen DU,(0) = 0, DU,(0) = 0 liefert
das homogene Gleichungssystem

—(1)10[%2 —wz(X%Z 512 _ 0
w(af; —o7) o (af, —03) ) \&2 0

die triviale Losung &1, = 0, &, = 0, da die Determinante w;w, (w3 — wi)ai, der
Systemmatrix nicht verschwindet.



5. Insgesamt ergibt sich daraus fiir t € R die Losung

(Ul (t)) _ (a)§ - ozfl) Up cos ot N (oefl - wf) Up cos wst
U (1) —3 ) of —of 0z ) o3 —of
des Anfangswertproblems. Da aullerdem die Resonanzbedingung L,C, = L,C, er-
fiillt ist, vereinfacht sich die Losung: Es gilt
B L,C, B LGy )
(L1, —M?2)C,Cy  (LiLy— M?)C,Cy %22

und somit nach Definition

2
01y

2 2 2 2 2 2
W, — 0] = 012021, O — W] = 12021, W, — W] = 20120021,

woraus schlieBlich wegen «y; = 5o, flir die Spannungen

Uy (1) Uy [ coswyt + coswt 35 35
= — = coswit + Cos wyt
U, (1) 2 \5coswyt —5coswt —175 175
folgt, da Uy = 70V sowie w, = 7w, = 500 Hz gilt. Fiir die Strome erhilt man
Il(l) UO C1w1 sina)lt + C10)2 sina)zt 5 . 35 .
= — ) ) = sinw;t + sin w,t.
Iz(l) 2 5C26()1 Sin wpt — 5C2(02 SIn wy ! 1 —7
Der Strom- und Spannungsverlauf resultiert aus einer Uberlagerung von zwei freien
und ungeddmpften Schwingungen mit derselben Amplitude, aber verschiedenen Fre-
quenzen. Dabei beeinflussen sich Trager- und Signalwellen nicht gegenseitig. Wéh-

rend der Transformator die Spannung im zweiten Schwingkreis mit dem Faktor 5
verstirkt, wird die Stromstirke mit dem gleichen Faktor 5 geschwicht. O
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Aufgabe 5. Ein elektrisch geladenes Teilchen der Masse m > 0 und der Ladung
g € R bewegt sich in einem konstanten Magnetfeld » € R? unter dem EinfluB der
Lorentz-Kraft sowie einer Federkraft mit der Konstanten ¢ > 0, welche es nach dem
Nullpunkt zu ziehen sucht. Man bestimme die Losung des Anfangswertproblems

D(mDx)(t) = gDx(t) xb —cx(t), x(0)=x9, Dx(0)=vg

fiir den Ort x : R — R3 des Teilchens, wenn der Anfangsort x, € R?* und die
Anfangsgeschwindigkeit vy € R? vorgegeben sind!

Lésung. 1. Der lineare Operator B € L(R?;R3), der jedem Vektor v € R3 das Vek-
torprodukt v x b € R?® mit dem fixierten Vektor » € R? zuordnet, kann mit einer
antisymmetrischen Matrix identifiziert werden:

U2b3 — U3b2 0 b3 —b2 U1
Bv=vxb= U3b1 — Ulb3 = —b3 0 bl 1%
U1b2 — U2b1 b2 —bl 0 U3

Mit A; = £B € L(R*;R?) und 49 = —£E € L(R?;R?) wird das Anfangswertpro-

T m

blem in die explizite Form
D2x(t) = A1 Dx(t) + Aox(t), x(0) =x9, Dx(0) = vy

gebracht. Im Falle des ungeladenen Teilchens oder eines nicht vorhandenen Magnet-
felds hiatte man ¢ = 0 bzw. b = 0, woraus sich jeweils A; = 0 und damit der Fall
einer schon diskutierten ungedampften Schwingung ergeben wiirde. Ebenfalls bereits
behandelt ist der Fall ¢ = 0, also 49 = 0, bei dem keine zusatzliche Federkraft wirkt.
Im weiteren Verlauf soll der interessante Fall ¢ # 0, b # 0, ¢ # 0 und vy # 0
betrachtet werden.

2. Die Auswertung der Determinante det(4¢ + uA; — u?E) = 0 zur Berechnung
der Losungen u € C der charakteristischen Gleichung

—m u? Lbsp  —Lbop
3
0=|—Zbyp —5—p> Ebip |=—(r>+5) = 26170 (0* + 1)

Lo —LIbip —p =
fihrt auf (u? + £)((u* + £)* + (£)?||6]*u?) = 0. Fithrt man w % 0 und w; > 0
durch w = 5L||b| und 0} = £ ein, so folgt (u? + wf)((1? + w})?* + 4w?u?) = 0.
Diese Gleichung hat die konjugiert komplexen Losungen p; = w;i und &, = —w;1i.
Betrachtet man auBBerdem noch die beiden verschiedenen Frequenzen

wy =0+ o?+w>0 und w3 =02+ wl—o0>0,

so bekommt man auch die beiden anderen Paare p, = w,i und £, = —w,i sowie
w3 = wsi und t; = —wsi konjugiert komplexer Losungen, wobei wy,ws; = w? gilt.
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3. Zur Bestimmung der Losungen z € C3 der Gleichung (Ag + uA, — n?E)z =0

wird der normierte Vektor u; = ”Z—” € R3 eingefiihrt und durch Vektoren u,, u; € R?
zu einem Orthonormalsystem des R> mit det(u 1, u, u3) = 1 erginzt.

3.1. Fiir u; = w1 € C erfullt der Vektor z; = u; € R? die Gleichung
A()Zl + [,LlAlZl — ,LL%ZI = —(,()121/!1 + 2ﬁww1u1 XUy + w12u1 = 0.

Daraus ergeben sich die beiden konjugiert komplexen Losungen u; Exp(w;it) sowie
u1 Exp(w;it) der Differentialgleichung. Bildet man Real- und Imaginirteil der kom-
plexen Losung u; Exp(w;it), so erhédlt man zwei reelle Losungen

UpCOSwil Sowie ujSinwgt

der Differentialgleichung.
3.2. Zu u, = w,i € C wird ein Vektor z, = aju; + asus + asuz € C3 mit noch
unbekannten komplexen Koordinaten o1, o5, a3 € C gesucht, der die Gleichung
0= Aogzy + UrA122 — ,u%zz = (a)g — a)f)zz + 2lwwrzy X Uy
erfiillt. Das Skalarprodukt von (w3 — ®?)z> + 2iww,z, x u; = 0 und u; € R3 liefert
0 = (w5 —w})ar + 2iwwa(z2 X urlug) = (w3 — ®7)a; und somit a; = 0.
Das Skalarprodukt von (w3 — w$)zs + 2iww,z, x u; = 0 und u, € R? bringt
0 = (w3 — w])az + 2iwwa(z2 X Uu1luz) = (03 — ©7)ar + 2iww,as
und damit @, = —a3i aufgrund der Bezichung w? — w? = 2ww,. Das Skalarprodukt
von (w? — w?)z + 2iww,rzy x uy = 0 und uz € R3 liefert mit
0= (a)§ - a)f)og + 2iwwy(z3 X up|uz) = (a)g — a)f)a3 —2iwwras

die gleiche Information oz = a,i. Daher kann oy = 0, p = 1, a3 = 1 gewihlt wer-
den. Man erhélt den Vektor z, = u, + tus € C3 zu u, = w,i sowie den konjugiert
komplexen Vektor Z, = u, — ius € C3 zu 1, = —w,i. Daraus ergeben sich die bei-
den konjugiert komplexen Losungen (u, + ius) Exp(w,it) und (u, — iuz) Exp(w,it)
der Differentialgleichung. Bildet man Real- und Imaginiarteil der komplexen Losung
(up + ius) Exp(w,it), so erhdlt man zwei reelle Losungen

Uy COS ol — U3 SINWal  SOWIE  Up SIN ot + U3z COS Wat

der Differentialgleichungen.
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3.3. Zu u3 = iws € C wird ein Vektor z3 = Biu; + Bous + Bzuz € C3 mit noch
unbekannten komplexen Koordinaten 1, B>, B3 € C gesucht, der die Gleichung

0= Aypzz + uzA1z3 — M§Z3 = (a)g — a)f)z3 + 2iwwszz X U;g
erfiillt. Das Skalarprodukt von (w3 — ®?)z3 + 2iwwszz x u; = 0 und u; € R3 liefert
0 = (w3 — 7)1 + 2lwws(z3 x ui|u;) = (03 — 7)B1 und somit B; = 0.
Das Skalarprodukt von (w3 — »?)z3 + 2iwwszz x u; = 0 und u, € R3 bringt
0= ((j)g - w%)ﬁz + 2ﬁa)a)3(z3 X u1|u2) = (C()% — 0)12),32 + 2]10)6()3,33
und damit B, = f5i aufgrund der Beziehung w? — w3 = 2wws. Das Skalarprodukt
von (w3 — w?)z3 + 2iwwszz x u; = 0 und uz € R3 liefert mit
0= (w% — 0)12),33 + 2]10)603(23 X u1|u3) = (Cl)% — (1)12),33 — 2ﬁ(1)603,82
die gleiche Information 83 = —pf,1i. Daher kann 8; = 0, 8, = 1, B3 = —1 gewihlt
werden. Man erhilt den Vektor z3 = u,—ius € C3 zu u3 = wsi sowie den konjugiert
komplexen Vektor Z3 = up+iuz € C3 zuji; = —w;i. Daraus ergeben sich die beiden
konjugiert komplexen Losungen (v, — ius) Exp(wsiz) und (up + iuz) Exp(—wsit)
der Differentialgleichung. Bildet man Real- und Imaginérteil der komplexen Losung
(up — 1u3) Exp(wsit), so erhidlt man zwei reelle Losungen
Uy COSw3l + Uz SINwst  SOWIE U, SIN w3t — U3z COS Wit
der Differentialgleichung.
4. Damit 148t sich jede Losung der Differentialgleichung als Linearkombination
X(l) = 5117/!1 coswit + Elzul sina)lt
+ & (uz COS wal — U3z Sin a)zt) + Ezz(uz sin w»t + U3 COS a)zt)
+ &31(u2 cOs w3t + us sinwst) + Ex2 (U2 sinwst — u3 cos wst)

sechs linear unabhingiger Losungen mit Koordinaten &;1, &12, &1, £22, §31, §32 € R
darstellen. Daraus ergibt sich die Geschwindigkeit als Zeitableitung

D.X(t) = —%‘Ha)lul sina)lt + élza)lul coswqt
— 521a)2(u2 sin wyt + U3 Ccos Ce)zl) + 522(1)2(142 COS wrt — U3 sin C()zl)
— §3la)3(u2 sin w3l — U3 COoS a)3t) + g320)3(1/t2 COS w3l + Us sin 0)3[).

Um die Anfangsbedingungen x(0) = xo und Dx(0) = v, zu erfiillen, muB3 also
das folgende lineare Gleichungssystem geldst werden:

Ennur + Exqun + Ezqun + Expus — E32u3 = Xo,

Enwiuy + Expwouy + Expwsus — Ex1waus + E3103uU3 = Vy.
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Da {u;,u,,us} ein Orthonormalsystem des R? ist, ergeben sich die Skalarprodukte
(xolur) = &11, (xoluz) = &21 + &31. (xoluz) = &2 —&32,
(v0|u1) = o, (v0|u2) = &Exnwy + §303, (UO|U3) = —510 + E3103

und daraus schlieB8lich

w3(xo|uz) — (volusz) w2 (xo|u2) + (volus)
§11 = (x0|u1), 521 = ) 531 = )
wy + W3 wy + w3
_ (voluy) w3(xo|us) + (voluz) —wa(xo|u3) + (voluz)
§12 = . €= e
w1 Wy + w3 wy + w3

als gesuchte Koordinaten fiir die Darstellung der Losung. Das elektrisch geladene
Teilchen bewegt sich im Magnetfeld unter dem zusitzlichen Einflul3 einer Federkraft
entlang einer Raumkurve, die aus der Uberlagerung einer Schwingung in Richtung
des Magnetfelds mit der Eigenfrequenz w, sowie zweier weiterer Schwingungen senk-
recht zum Magnetfeld mit den Eigenfrequenzen w, und w; hervorgeht. O
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Aufgabe 6. Zwei Punktmassen m; > 0 und m, > 0 befinden sich an zwei Stellen der
reellen Achse in Ruhelage und sind durch eine entspannte Feder mit der Konstante
¢ > 0 verbunden. Zum Anfangszeitpunkt erfahrt die Punktmasse m; eine Anfangs-
geschwindigkeit vo > 0 in Richtung der reellen Achse.

1. Man berechne die Losung des Anfangswertproblems

myD?x(1) = c(x2(t) — x1(2)), x1(0) =0, Dx1(0) = vg
myD?x5(t) = c(x1(t) — x2(t)), x2(0) =0, Dx»(0) =0

fiir die orientierten Abstinde x : R — R? der Punktmassen von ihren Ruhelagen!
2. Man zeige, dal3 die Gesamtenergie

€)= ZHIDx1 ()P + 22 D3P + 5 () = w2 fiire € R

als Summe der kinetischen Energie der Punktmassen und der potentiellen Energie
der Feder erhalten bleibt, also von ¢ € R unabhéingig ist!

Lésung. 1. Die homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die Gestalt

H) my 0\ (D?x1(t)Y  [—c ¢\ [x1(2)
0 my) \D%x2(t)] \ ¢ —c)\x2(t)]"

Um sie in die explizite Form zu bringen, wird von links mit der Inversen der ersten
Matrix multipliziert. Daraus ergibt sich die Matrix

A=|m™ ) = my  m c L(]RZ;RZ)
(0% ¢ = m Tm

und das Anfangswertproblem

D2x:(t) _ —mr m ) (X1 () x1(0)) _ (0 Dx1(0)) _ [wvo
D2x,(t) s ms) \x2() " \x2(0) 0/ \Dx(0) 0/
2. Bei der Berechnung der Losungen u € C der charakteristischen Gleichung
det(A — u2?E) = 0 ergibt sich

—c —mu? c

0=‘ = (c + mp?)(c + map?) —

c —c — myu?

und somit u?(u*mim, + c(my + my)) = 0. Neben der Lésung pu; = 0 der alge-
braischen Vielfachheit /; = 2 erhilt man die beiden konjugiert komplexen Losungen

w2 = wi € C sowie uz = i, = —wi € C, wobei die reelle Zahl ® > 0 durch
p2 o Cmtm) e
mimo, mi mo

bestimmt wird.
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3.1. Um die zu u; = 0 gehodrenden Losungen der Gleichung (H) zu finden, werden
Vektoren u; € R? durch Losung des Gleichungssystems Au; = 0 bestimmt. Eine
elementare Umformung der Matrix

- < Lmy 1
(ﬁ' _'”'L) " tefert uy = (1)
mo mo

als Losung zu pu; = 0.

3.2. Fir eine zweite linear unabhingige Losung zu p; = 0 wird der Losungsansatz
u>(t) = zg + z1t mit zo, z; € R? in die Gleichung (H) eingesetzt. Der Koeffizienten-
vergleich bzgl. Termen gleicher Ordnung in ¢ in der Gleichung A(z¢ + z;¢) = 0 liefert
die beiden linearen Gleichungssysteme Azy = 0 und Az; = 0 zur Bestimmung der
gesuchten Vektoren zg, z; € R2. Somit ist zy = 0 und der bereits gefundene Vektor
z1 = u; Losung des Systems Azy = 0 bzw. Az; = 0, und man erhalt u,(t) = tu; als
zweite Losung der Gleichung (H) zu u; = 0.

3.3. Um eine zu u, = wi € C gehorende Losung der Gleichung (H) zu finden,
wird ein Vektor z, € C? durch Losung des Gleichungssystems (4 + w?E)z, = 0
bestimmt. Wegen ;= + .= = w? liefern elementare Umformungen

c 2 c < < (=
_m_l +o m_l _ my mj =D 1 _ mj RZ
c ¢ 2 = c  c N , alSO Zp, = € .
my my +o m> m —m;

Der konjugiert komplexe Vektor z3 = Z, = z, € R? ist dann der entsprechende
Vektor zur konjugiert komplexen Losung uz = , = —wi € C. Somit ergeben sich
Zu [, = i und pu3 = —wi die beiden konjugiert komplexen Lésungen z, Exp(wit)
und z, Exp(—wit) der Gleichung (H).

Bildet man den Realteil u3 : R — R? und den Imaginirteil uy : R — R? der
komplexen Losung z, Exp(wit), so erhidlt man die beiden reellen Losungen

m, COSs wt m, sin wt .
us(t) = 2 und uu(t) = 2 firr e R
—my CoSwt —my SIn wt

der Differentialgleichung (H).
4. Damit 148t sich jede Losung der Gleichung (H) als Linearkombination

xi()\ 1 t m, COS wt m, sin wt
(xz(t)) =5 (1) +é (t) +& <—m1 cosa)t) e (—m1 sina)t)

von linear unabhingigen Losungen uq, us, us, us : R — R? der Gleichung (H) mit
den Koordinaten § € R* darstellen. Ihre Ableitung hat die Gestalt

Dxq(t) _ g 1 +& —Mow §inwl s M@ COS Wt fiirf € R,
Dx,(t) 1 miw sin wt —miw coS wt
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5. Die Anfangsbedingungen fiir 7o = 0 fiihren auf das lineare Gleichungssystem

xl(o) 1 0 moy 0 0
X2(0) . 1 0 —ny 0 . 0
Dx,(0) | — Slol e | T o0 | T mao | | vo
D x,(0) 0 1 0 —miw 0
Elementare Umformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix
1 0 my 0 0 j+ 00 mi+m, 0 0
1 0 —my 0 0 (=1, 10 —m 0 0
liefern
01 O maow Vo j+ 00 0 (m; +my)w vy
01 0 —-mo 0 (1) 01 0 —my 0
woraus sich die gesuchten Koordinaten
mivo Vo
=0, &§=—""7+, =0, = —— ergeben.
&1 ) My + ma &3 Ea (11 + ma)o g

6. Als Losung des Anfangswertproblems erhdlt man schlieBlich
mivgt myvVg

mi + msp (my + my)w

mivgt mivg
my+my  (my 4+ my)o
fir die orientierten Abstinde der Punktmassen m; und m, von ihren Ruhelagen sowie
BION) m3Vo miVo miVo
Dxi(t) = + coswt, Dx,(t) = — cos wt,
my+my  my+ mpy my+my  my+ mp

fir die Geschwindigkeiten der Punktmassen m; und m,. Die Bewegung entspricht

sin wt

x1(t) = sinwt, x,(t) =

der Uberlagerung einer gleichférmigen Bewegung in Richtung der reellen Achse und
einer ungedidmpften Schwingung zwischen den Punktmassen.

7. Fiir die Differenz der kinetischen Energien der beiden Punktmassen zu den Zeit-
punkten ¢ € R und ¢y = 0 gilt zundchst die Identitit

m m m m
Eiin(t) = E1in(0) = = D1 () + 7 [Dxa()” = = D31 (0) = 7 [Dxa(0)

— /t (m1D?x1(s)Dx1(s) + maD?x5(s)Dx»(s)) ds.
0

Aufgrund der Differentialgleichung (H) folgt daraus

t

En(1) — Exin(0) = / ¢ (x2(5) — x1(5)) (Dx1(5) — Dxa(s)) ds

= 5 1910 = 20 = 5 [x1(0) = x2(1)* = Epor(0) = Ep ()

fiir die Differenz der potentiellen Energien der Feder zu den Zeitpunkten ¢y = 0 und
t € R, also &(t) = Exin(t) + Epot(t) = Exin(0) + Epot(0) = E(0) fiir alle t € R. O



