Ubungsaufgaben 2
Lineare Riume

Aufgabe 1. Fiir welche Wahl des Parameters ¢ € R wird durch die drei Vektoren

1 1 1
21, 2t |, t
2t 0 1+t

eine Basis im R gebildet? ®

Lésung. Die drei Vektoren bilden genau dann eine Basis im R2, wenn sie linear un-
abhingig sind. Die Aufgabe besteht also darin, zu bestimmen, fiir welche 1 € R das
lineare homogene Gleichungssystem

X1 + x2 + X3 =0 (=) - (=t-1)
2.X1 —+ 2Z)C2 =+ Z)C3 = 0 +
2tX1 + (l —I— l)X3 = O +

nur die Losung x = 0 € R? besitzt. Geeignete Umformungen fithren auf

X1+ x2 +x3=0

(2 — t)Xl —|— Z.Xz = 0
t—1Dx; — (t+ Dx, =0 <+
sowie desweiteren
X1 + x2 +x3=0 (7+
(2—I)X1 + x5 =0 j-i-
X1 — X2 =0 -t
und somit schlieBlich
2x1 +X3:0<—T+ x3=0
2x1 =0]|:27¢2 -1 unddamit x; =

X1 — X2 =0 (Q-i- —X2 = 0.

Das System hat fiir jedes t € R nur x = 0 € R? als Losung. Somit bilden die drei
vorgegebenen Vektoren fiir alle t € R eine Basis im R3. OJ
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Aufgabe 2. Seien vier Vektoren vy, v, v3 € R? und u € R? wie folgt gegeben:

2 —1 0 1
vi=1-1], vu=111], vs=1]-1 und u=1]0
-1 2 —4 0

1. Man zeige, daB {v,, v, v3} eine Basis im R? ist!
2. Man berechne die Koordinaten x;, x», x3 € R des Vektors u = ZLI XgUy
beziiglich der Basis {vy, v,, v3}! ®

Lésung. Zur Darstellung des Vektors u € R? in der vermeintlichen Basis {v;, v, v3}
sucht man nach Losungen x € R? der Vektorgleichung x,v; + x2v, + x3v3 = u, das
heiBt, nach Losungen x € R? des linearen Gleichungssystems

2X1 — X2 =1 j+
—X1+ x — x3 =0 2 9-(=1)

—X1 + 2x5 — 4x53 = 0. <——J+

Elementare Umformungen liefern

Xy — 2x3 =1 (=1 4-(-1)
—X1 + X2 — X3 =Oj+
Xo — 3)63 =0 +
sowie desweiteren

Xy — 2X3 =1 + X2 =3
—X1 + x3 -1 j+ und somit —x; = -2
—X3 = —1 “(=2) —X3 = —1.

Dieselben elementaren Umformungen ergeben, dal3 das entsprechende lineare homo-
gene Gleichungssystem nur die Losung x = 0 € R3 besitzt. Damit ist gezeigt, daB die
Menge {v;, v, v3} linear unabhiingig und somit eine Basis im R? ist. Der Vektor u
hat die Koordinaten x; = 2, x, = 3 und x3 = 1 beziiglich der Basis {vy, vo,v3}. [
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Aufgabe 3. Ist V der lineare Raum aller stetigen Funktionen u : [0,1] — R tber
dem Korper R, so betrachtet man dessen lineare Teilriume

Vo = {u eV | fol u(x)dx = O} und V; = {u e V |u(x) = u(0) fir alle x € [0, 1]}.

1. Man zeige, dal3 die Beziechungen V = V, + V7 und Vy N V; = {0} gelten!
2. Man bestimme die Dimension dim V, und die Codimension codim Vy = dim V;
des linearen Teilraums V;, von V!

Losung 1.1. Tatsdchlich sind V, und V; lineare Teilriume von V, denn es gilt

1 1 1
/ (Au + pv)(x)dx :k/ u(x)dx—l—u/ v(x)dx =0
0 0 0
und somit Au + puv € Vg firalle A, u € R, u, v € V, sowie die Konstanz
(Au + pv)(x) = Au(x) + pv(x) = Au(0) + pv(0) = (Au + uv)(0)

firalle A, u € R,u,v € V; und x € [0, 1], also Au + pv € V.
1.2. Ferner 148t sich jede stetige Funktion v : [0, 1] — R durch

vo(x) = v(x) — / V(E)dE. vi(x) = /0 v(E)dE firx € [0, 1]

0
in eine Summe v = vy + v; von stetigen Funktionen vg, v; : [0,1] — R zerlegen,
wobei fiir alle x € [0, 1] sowohl

/olvo(x)dx = /01 (v(x)—/olv(f)dé) dx :/OIU(x)dx—/olv(g)dg -0

als auch die Konstanz :
01 (x) = f v(E) dE = v,(0)
0

gilt. Daraus folgt vy € V, sowie v; € Vi, das heiBit, V' ist die Summe der beiden
Teilrdiume V, und V3. Um einzusehen, dal3 Vo und Vy in V' komplementdir sind, geniigt
der Nachweis der Beziehung V, N V; = {0}: Fiir jedes v € V, N V; gilt die Konstanz

1 1
v(x)zv(O)zf v(O)déz/O v(€)dE =0 furallex €[0,1]

0
und somit tatsidchlich v = 0.
2. Definiert man die Funktionen u, : [0,1] — R durch u,(x) = x* fiir x € [0, 1]

und £ € N U {0}, dann gilt fol ug(x)dx = HLI fiir jedes £ € N U {0}, woraus

lin{ug — m7uo | L€{l,....n}} CVp firallen e N
folgt. Ein Koeffizientenvergleich liefert zudem die lineare Unabhingigkeit der Menge
{ug — e%l up | £ € N} in V. Somit ist V ein unendlichdimensionaler linearer Teil-
raum von V. Wegen der Darstellung V; = lin{u,} hat der lineare Teilraum V; die

Dimension dim V; = 1, woraus sich codim V,, = 1 ergibt. O
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Aufgabe 4. Seien drei Vektoren vy, v,, u € R3 wie folgt gegeben:

2 3 —6
vi=13], va=11}|, u=15
3 2 1

1. Man zeige, daB die Menge {v;, v,} in R? linear unabhingig ist und der lineare
Teilraum U; = lin{v, v,} von R3 somit zweidimensional ist!

2. Man tiberzeuge sich davon, daB3 der Vektor u zum linearen Teilraum U; gehort
und berechne seine Koordinaten A, A, € R beziiglich der Basis {v;, v,} von U;!

3. Man stelle den linearen Teilraum U; von R? in der Form

{x eR? | cixy + caxy + c3x3 = 0}

fir geeignete Koeffizienten ¢y, ¢;, c3 € R dar!
4. Man zeige, daB der Vektor v3 € R3 mit den Komponenten ¢y, c,, ¢3 € R einen
linearen Teilraum U, = lin{vs} von R? erzeugt, der zu U; komplementir ist!

Lisung. 1. Um die Koordinaten des Vektors u € R? in der vermeintlichen Basis
{v1, v} von U; zu berechnen, sucht man nach Lésungen A1, A, € R der Vektor-
gleichung A v; + A v, = u, also des linearen Gleichungssystems

2)\,1 + 312 = —6 211 + 3A2 = —6 +
30+ A, = 5 (-1 und somit 30+ A, = 5 j+
301 + 24, = 1 1+ Ay = —4. (=1 J-(=3)

Elementare Umformungen liefern

2A1 =6 |:2— (D A =3
31 =9 |:3 j+ ﬂ und somit Ay = —4

Dieselben elementaren Umformungen ergeben, dal3 das entsprechende lineare homo-
gene Gleichungssystem nur die Losung x = 0 € R3 besitzt. Damit ist gezeigt, daB3
die Menge {v1, v,} linear unabhingig und somit eine Basis des zweidimensionalen
linearen Teilraums U; = lin{v;, v,} von R3 ist. Damit hat u € U; die Koordinaten
A1 = 3, A, = —4 beziiglich der Basis {v;, v} von U;.
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2. Zur Darstellung des linearen Teilraums U; = {Alvl + A0 €R3 | A, 4; € ]R}
von R? in der Form {x € R? | ¢;x; + ¢2x; + c3x3 = 0} sucht man nach Koeffizienten
c1, C2, c3 € R, so da

c1(2A1 +342) + c2(3A1 + A2) + ¢c3(BA1 +24,) =0

und damit

A1(2¢c1 + 3¢ + 3c3) + A3y + ¢ +2¢3) =0
fiir alle A1, A, € R gilt. Dies ist nur dann moglich, wenn sowohl 2¢y + 3¢ + 3¢3 = 0
als auch 3c; + ¢ + 2¢3 = 0 gilt. Gesucht sind also Losungen ¢y, ¢z, ¢c3 € R des
linearen homogenen Gleichungssystems

2c1 + 3¢ +3¢c3=0 <—]+
3¢y + ¢ +2¢c3=0.]-3¢D
Aquivalente Umformungen liefern

—T7cq —3c3=0 -2 . =T —3c3=0
9¢1 + 3¢y + 6c3 =0 + SowIe —5c1 + 3¢, = 0.
Alle Losungen dieses Systems haben die Gestalt ¢; = 3, ¢, = 54, ¢3 = =71 € R,
wobei A € R frei wihlbar ist. Da die gesuchte Darstellung nur bis auf ein gemeinsa-
mes Vielfaches der Koeffizienten eindeutig bestimmt ist, kann man A = 1 wiahlen und
erhélt somitc; = 3, ¢, = 5,¢3 = =7 € Rsowie U; = {x € R® | 3x;+5x,—7x3 = 0}.
3. Die beiden Vektoren vy, v, € R3 sind nach Schritt 1 linear unabhingig. Um
einzusehen, dall auch die drei Vektoren

2 3 C1 3
vi=131], vu=11], vz=|cal]l=1]25
3 2 c3 —7

linear unabhingig sind, gentigt es nachzuweisen, dal3 die beiden linearen Teilrdume
U, = lin{vy, vy} und U, = lin{vz} den Durchschnitt U; N U, = {0} haben: Wird
u € Uy N U, beliebig vorgegeben, dann existiert ein A € R mit u = Av; € U,. Wegen
Schritt 2 gilt somit u = Avs € Uy = {x € R? | 3x; + 5x — 7x3 = 0}, das heifit,

0=3-31+5-51—7-(=7) = 832,

also u = 0, woraus sich U; N U, = {0} ergibt. Die Vektoren {v{, v,, v3} bilden eine
Basis von R3, und die beiden Teilrdume U; und U, von R? sind komplementir. [
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Aufgabe 5. Sei das Intervall X = [—1, 1] C R gegeben. Ist V' der lineare Raum aller
Funktionen u : X — R iiber dem Korper R, so betrachtet man

Vo={u €V |u(—x) = u(x) firalle x € X},
Vi={ueV |u(-x)=—u(x)furallex € X}.
1. Man weise nach, daB3 V, und V; komplementire lineare Teilriume von V sind,

das heiB3t, daB V = V, + V; und Vo N Vy = {0} gilt!
2. Man zeige, dal3 die linearen Teilrdume V; und V; unendlichdimensional sind!

Losung. 1.1. In der Tat sind V und V; lineare Teilrdume von V', denn es gilt
(Au 4+ pv)(—x) = Au(—x) + pv(—x) = Au(x) + pv(x) = (Au + pv)(x)
firalle A, u €e R,u,v € Vyund x € X, also Au + pv € V, sowie desweiteren
(Au + pv)(=x) = Au(=x) + pv(=x) = —Au(x) — pv(x) = —(Au + pv)(x)
furalle A, u e R,u,v € Vyund x € X, also Au + uv € V.
1.2. Ferner 148t sich jede Funktion v : X — R durch die Vorschrift
vo(x) = %(v(x) + v(—x)), v1(x) = %(v(x) — v(—x)) flirx e X

in eine Summe v = vy + v; von Funktionen vy : X — R und v; : X — R zerlegen,
wobel fiir alle x € X sowohl

vo(—x) = 1(v(=x) +v(x)) = F(v(@) + v(-x)) = vo(x)

als auch

v1(—x) = H(u(=x) = v()) = =1 (v(@) = v(=x)) = ~vi (x)

gilt. Daraus folgt vo € V, sowie v; € Vi, das heillt, V ist die Summe der beiden
Teilriume V, und V;. Um einzusehen, dal3 Vo und V; in V' komplementdir sind, geniigt
der Nachweis der Beziehung V, N V; = {0}: Fiir jedes v € Vy N V; gilt tatsdchlich
v(x) = v(—x) = —v(x), also 2v(x) = O fiir alle x € X und somit v = 0.

2. Definiert man die Funktionen uy : X — R durch u,(x) = x*¢ fiir x € X und
¢ € N U {0}, dann gilt u,y € V; sowie uy¢4+1 € Vi fiir jedes £ € N U {0}, woraus

Y linfupy € Vo und Y linfuzesr} C Vi

£=0 =0
fiir alle n € N folgt. Ein Koeffizientenvergleich liefert zudem die lineare Unabhidngig-
keit der Menge {u, | £ € N U{0}} in V. Somit miissen Vo und V; unendlichdimensio-
nale linearen Teilrdume von V' sein. 0J



