Ubungsaufgaben 3
Lineare Abbildungen

Aufgabe 1. Sei V' ein linearer Raum und P; € L(V; V) ein Projektor, das hei3t, es
gelte Py P; = P;. Seiferner Iy € L(V; V) die identische Abbildung von V auf V.

1. Man zeige, dall P, = Iy — P; € L(V; V) ein Projektor ist, also P, P, = P, gilt!
Man beweise aullerdem, dal3 die Beziechungen P; P, = 0 und P, P; = 0 gelten!

2. Man weise nach, dal3 V = V; + V, die direkte Summe der beiden linearen
Teilrdume V7 = P1[V]und V, = P,[V] von V ist! ®

Losung. 1. Wegen P, = Iy — Py und P, P, = P gilt die Beziehung
PyPy = (Iy — P\)(Ily — Py) = Iyly — Pyly — Iy Py + P P
=ly—P—P1+P=1y— P = P,
das hei3t, P, = Iy — P; € L(V; V) ist ein Projektor. AuBerdem ergibt sich
PPy = P(ly — Py)= P ly—PPL=P —P =0
sowie
PPy =y —P)Py,=1IyP— PP =P — P =0.
2. Wegen der Beziehung Iy = P; + P, 1463t sich jeder Vektor v € V' in eine Summe
v = Iy(v) = P1(v) + P(v) von Summanden P;(v) € Pi[V] und P,(v) € P,[V]
zerlegen, woraus sich zunichst V = V; + V; ergibt.
Um einzusehen, daB3 diese Summe direkt ist, sei ein Vektor v € P[V] N Py[V]

beliebig vorgegeben. Somit existieren zwei Vektoren vy, v, € V mit v = P;(v;) und
v = P,(v;y). Daraus folgt wegen Iy = Py + P, und P; P, = P, P; = 0 die Beziechung

v=1Iy() = Pi(v) + P2(v) = P1(P2(v2)) + P2(P1(v1)) =0,
also V73 NV, = {0} und damit die Direktheit der Summe V = V; + V5. O
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Aufgabe 2. Sei die lineare Abbildung T € L(R?;R3) durch

2 3 6
741 72 7X3 1
| (X) =|-¢ -2 + 3 € R3 fiir x = € R3
7X1 7X2 7X3 X2
3 6 2
7x1 - 73(2 + 7X3 X3

sowie der lineare Teilraum V; = {z € R® | T(z) = z} von R? gegeben.
1. Man zeige, daB die lineare Abbildung T € L(R3;R?) bijektiv ist und bestimme
ihre inverse Abbildung 77! € L(R3;R?), indem man fiir jedes y € R? die Losung

x € R3 der Gleichung T'(x) = y berechnet!

2. Man weise nach, dal3 der lineare Teilraum V) eindimensional ist, indem man die

Losungen z € V; der Gleichung T(z) — z = 0 bestimmt!

3. Sei ein Vektor z € Vi, z # 0 mit den Komponenten zy, z,, z3 € R sowie der
lineare Teilraum V, = {x € R3 | z;x; + z2x» + z3x3 = 0} von R? gegeben. Man

beweise, dal3 neben T'[V1] = Vi auch T'[V,] = V, gilt!

Lésung. 1. Fiir jedes beliebig vorgegebene y € R? soll gezeigt werden, daB die Glei-

chung T'(x) = y, also das lineare Gleichungssystem

2 3 6 3
7x1 7x2 7x3 yl -3 ( 2)
6 2 3

—7X1 — FX2 + 7X3 = )2 +
3 6 2
ZX1 — 7X2 + 7X3 = )3, +

genau eine Losung x € R? besitzt: Aquivalente Umformungen liefern zunéchst

2 3 6, _
ZX1 + X2 + X3 = )y j+

X2 + 3x3 = 3y1 + )2 (=3) 13
3 = (-3) Ik
—5X2 — X3 = —3)1t)3 +

sowie desweiteren

%Xl - %X3 = —%)ﬁ - %J’2 | %
X2 + 3x3 =3y;1 + )2
Ixs =3y +2y.+ys | -2

und schlieBlich

X1 — 32X =N %h +
X2 + 3)C3 = 3y1 + Y2 j-ﬁ-
X3 =32y14+ 3y + 2y — =3 13

Die Inverse 77! € L(R?; R?) existiert somit und wird durch die eindeutige Losung

X1 %y1—$y2+%y3
') =|x|= 2y1—2y,— 8y, e R? fiirjedes y =
X3 g)ﬁ + %yz + %)@

€ R3 erklirt.
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2. Die Losungen z € R3 der Gleichung T'(z) —z = 0 erhilt man durch dquivalente
Umformungen des entsprechenden linearen homogenen Gleichungssystems

—221 + 32, + 823=0 ]'3 2 —321+ 325, + 823=0 -7 +
8z — 22,4 323=0 + also —3z, + 3z, =0

7 7 j+
%Zl — gZz — 323 =0, + —Z1 + z3=0 “(=3) 2 (-6)
und somit
z1 + 322 =0 3
7 —2z3=0 worausfirw=|-1]eR?
0 =0, 3

die Darstellung V; = lin{w} des linearen Teilraumes V; = {z € R? | T'(z) = z} sowie
dim V; = 1 folgt. Natiirlich gilt T[V;] C Vi,dasichausz € Vystets T(z) =z € V)
ergibt. Da fiir alle z € V; stets z = T'(z) und somit 7~!(z) = z € V; gilt, erhilt man
auch T7[V;] c V;, folglich V; C T[V;] und insgesamt T[V;] = V;.
3.1. Wird z € V] mit z # 0 beliebig vorgegeben, dann existiert wegen V; = lin{w}
ein A € Rmit A # 0 und z = Aw. Daraus ergibt sich die Darstellung des Raumes
V, = {)C ER3 | Z1X1 + Z2Xp + Z3X3 = 0} = {X €R3 | 3x; — X2 + 3x3 = O}
3.2. Um einzusehen, dal3 T'[V,] C V; gilt, sei x € V, beliebig vorgegeben. Fiir
%Xl + %Xz + gX3
y=T(kx) = —gxl — %xz + %x3 e R?
3

6 2
X1 — 7X2 + 5X3

erhdlt man wegen 3x; — x, + 3x3 = 0 die Beziechung
By ya 3 = (14 30+ B+ (861 4 26 - ) + (3n — By + 21)
:3X1—X2+3.X3 =0
und somit in der Tat T'(x) = y € V5.
3.3. Um nachzuweisen, daBB T~1[V,] C V, gilt, sei y € V, beliebig vorgegeben. Fiir
%)ﬁ - g)’z + %y?,
x=T7'")=|2y1—2y,—8%y; | eR’
Syi4 324 2ys
(siehe Schritt 1) erhdlt man wegen 3y; — y, + 3y; = 0 die Identitit
3xp—x2 +3x3 = (§y1 — Fy2 4 3y3) — Gy — 332 — 333) + (F1 + Fy2 + £33)
=3y1—y2+3y3=0

und somit tatsichlich 771(y) = x € V,. Da aus T~ ![V,] C V, offenbar V, C T[V,]
folgt, ergibt sich mit Schritt 3.2 schlieBlich T'[V3] = V5. O
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Aufgabe 3. Gegeben seien die Vektoren

-2 0 1 —1 0 1
u, = 1 , Uy = 2 , Uz = —1 , W1 = —1 , Wy = —1 , W3 = 0
0 -3 1 1 1 0

1. Man zeige, daB {u, u», u3} eine Basis von R3 ist!

2.Sei S € L(R?;R?) jene lineare Abbildung, welche durch die Vorgabe der Bilder
S(uy) = wy, S(uz) = w,, S(u3) = ws eindeutig bestimmt wird. Man berechne jene
Vektoren vy, v, v3 € R3, fiir welche die Darstellung S(y) = y1v1 + y2v2 + y3vs fiir
alle y € R3 gilt! ®

Losung. 1. Um einzusehen, daB3 {u, u,, u3} eine Basis ist, soll gezeigt werden, dal3
die durch T(x) = xju; + Xous + xous fiir x € R3 definierte lineare Abbildung
T € L(R3;R?) bijektiv ist. Dazu wird fiir jede vorgegebene rechte Seite y € R3
jeweils die Losung x € R? des linearen Gleichungssystems

—2x + X3 =0 j+ —X1 + 2x; =y1+)2 1
X1 —+ 2)62 — X3 = )2 also X1 + 2)62 — X3 = Y2 -+
—3x2 + x3 = y3, <—J+ X1 — X2 =Yy2+ )3 JJF

bestimmt. Aquivalente Umformungen fiihren schlieBlich auf

—Xx1 + 2x3 =y1+ )2 +
dxy — X3 = y1+ 2y j+
X2 =y1+2y2+y3. — 4 2 (-2

Somit existiert die inverse Abbildung 7! € L(R?;R?). Sie hat die Gestalt

Y1+ 3y2 +2y3 V1
T_l(y) =X = Y1 + 2y2 + V3 S R3 fur jedes Yy =12 € R3.
3y1 +6y2 + 4y V3

2. Daraus ergibt sich wegen der Beziehung
S(y) = S(T(x)) = S(x1ur + x2uz + x3u3) = x18(u1) + x28(2) + x35(u3)
= (1 +3y2 + 2y3)wi + (1 + 2y2 + y3)wz + By1 + 6y2 + 4y3)ws
fiir alle y € R3 die Darstellung S(y) = y1v; + y»v2 + y3v3 mit den Vektoren

2 3 2
vi=|-2]|,v,=|-5],vs=]|-3]¢€ R3
2 5 3

fiir die lineare Abbildung S € L(R3;R3). O



Aufgabe 4. Man bestimme Bildraum und Kern der durch

Y1+ 2y2+2y;
Y1+ 3y2+5y3
Y2+ 3y3
2y1+7y2 + 13y3
definierten linearen Abbildungen 7' € L(R?*;R3) und S € L(R3;R*) sowie der Ver-

kettung ST € L(R3;R*)!

X1+ X2 + X3
T(x)=|2x1 + 3x2 + 2x3 und S(y) =
4X1 + 3X3

fir x, y € R3

Lésung. 1. Zur Bestimmung des Kerns S™![{0}] C R? und des Bildraums S[R?*] c R*
von § € L(R3;R*) liefern elementare Umformungen des linearen Gleichungssystems
Yi +2y2 + 2y3 =z1 — D (-2

y1 + 3y2 + 53 =ZzJ
Y2 + 3y3 =z3
2y1 4+ Ty, + 13y3 = z4 +

+

fir y € R? und z € R* zunichst

y1i+ 2y, 4+ 2y3 =124 +
Y2 +3y3 =2z —2; j+
Vo + 3y; = 23 (1) J-(-2) TH)

3y2 + 9y3 = z4 — 224 +
und somit
V1 —4y3; = 21 —2z3
0 =zp—12;—
2TAaT s fiir y € R?> und z € R*.
Y2 + 3y3 = z3
0 = Z4—2Zl—3Z3

Fiir die Kernvektoren y € S™![{0}] und die Bildvektoren z € S[R3] ergeben sich
aufgrund der Theorie der Losbarkeit des obigen Gleichungssystems die Beziehungen

Y1 = 4z Z1 - 2Z3
Y2 =37 —Z1 + Z2 — I3 ]
und
V3 T

0= 0 —221 —3Z3+Z4—O

mit freien Parametern 7, A, u € R und deshalb

y = 4t Z1 = A. —+ 2/L
= -3 . =A+3

2 t SOWIC = * H*

y3= 1 3= MU

0= 0 z4 = 24 4+ 7.



Damit erhilt man fur die Wahl der Vektoren

4
u=\|-3|eR?® sowie v=
1

eR* und w= e R*

N O = =
< = W N

den Kern S7![{0}] = lin{u} C R? und den Bildraum S[R?] = lin{v,w} C R* der
linearen Abbildung S € L(R3;R%).

2. Um zu zeigen, daB die lineare Abbildung T € L(R3;R3?) bijektiv ist, fiihren
elementare Umformungen des linearen Gleichungssystems

X1 + X2 + X3 =0 J'(—Z) (=4)
2x1 + 3x2 4+ 2x3 = ) J
4.X1 + 3X3 =3 +

fiir beliebig vorgegebene rechte Seiten y € R? auf

X1+ X2 +XxX3=)1 j+
X2 = —2y1+y2 —- (1) 4
—4xy — x3 = —4y1 + y3 (J-i-
und somit zu
X1 + x3 =3y1—) +
X2 = =2y1+ )

—x3 = —12y; + 4y> + ys.

Damit existiert die Inverse 77! € L(R?;R?). Sie wird durch die eindeutige Losung

X1 —9y1 + 3y, + y3
T7/'O)=|x]|= —2y1 + 2 e R?® fiir jedes y € R? erklirt.
X3 12y1 — 4_)/2 — Y3

Somit hat T € L(R?;R?) den Kern T~![{0}] = {0} und den Bildraum T [R3] = R3.
3. Die Schritte 1 und 2 liefern den Bildraum S[T[R3®]] = S[R?*] = lin{v, w} und
den Kern (ST)"'[{0}] = T [ST[{0}]] = lin{T'(u)} von ST € L(R?;R*), wobei

—44
T 'u)=|-11| R’
59

das Urbild des Kernvektors u € S~1[{0}] ist. O
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Aufgabe 5. Sei V der lineare Raum aller unendlichmal differenzierbaren Funktionen
u : R — R iiber dem Koérper R, ferner 7 € L(V; V) der durch

Tu)(x) = —D?*u(x) firueV,xeR

definierte lineare Differentialoperator sowie S € L(V; V) der durch

x 1
S@@=0-x [ @dé+x [ 1-9e@)as firgeV.xcR
0 X
erklarte lineare Integraloperator. Desweiteren betrachtet man den linearen Teilraum
Vo=1{veV|ul0 =ul)=0} vonV.

Man zeige, daB3 die Einschrinkung Ty = T|Vy € L(Vy; V) ein Isomorphismus
von Vy auf V und S die inverse Abbildung von Tj ist!

Losung. 1. Daausu € V stets T(u) = —D?u € V folgt, erhilt man tatsichlich einen
linearen Operator T € L(V; V) und somit auch Ty = T |V, € L(Vy; V).

Um zu zeigen, daB Ty € L(Vy; V) injektiv ist, sei u € Vo mit T(u) = —D?u = 0
beliebig vorgegeben. Daraus ergibt sich die Existenz einer Konstanten A € R, so daB3
Du(x) = Afiralle x € R gilt. Somit gibt es eine weitere Konstante u € R derart, dal3
u(x) = Ax + u fiir jedes x € R gilt. Wegen u(0) = u(1) = 0 folgt darausA = 4 =0
und somit u = 0, das heil3t, die Injektivitit von Ty € L(Vy; V).

2. Um einzusehen, daB3 Ty € L(Vy; V) surjektiv ist, sei g € V beliebig vorgegeben.
Als Summe von Produkten von differenzierbaren bzw. von Stammfunktionen diffe-
renzierbarer Funktionenistu = S(g) : R — R eine differenzierbare Funktion, wobei
deren Ableitung Du : R — R durch

X 1
Du(x) = - / Eg(6) dE + x(1 — x)g(x) + [ (1— £)g(®) d — x(1 - 0)g()

_ / £g(€) dE + / (1 - £)g(5) de
0 X

fiir x € R gegeben ist. Als Stammfunktion einer differenzierbaren Funktion ist auch
Du : R — R differenzierbar, wobei die zweite Ableitung D?u : R — R die Gestalt

D?u(x) = —xg(x) — (1 —x)g(x) = —g(x) firjedesx e R
besitzt, also D?u = —g € V und somit auch u = S(g) € V sowie S € L(V;V)
gelten. Die Definition von § liefert zudem u(0) = u(1) = 0, alsou = S(g) € V5.
Somit existiert fiir jedes g € Veinu = S(g) € Vo mit T(u) = —D?*u = g,
woraus die Surjektivitit von Ty € L(Vy; V) folgt. Damit ist Ty = T'|Vy € L(Vy; V)
ein Isomorphismus von V; auf V und S die inverse Abbildung von Tj. O



