
Übungsaufgaben 4

Affine Teilräume und Hyperebenen

Aufgabe 1. Seien die drei affinen Hyperebenen

M1 D
˚
x 2 R3

j 3x1 C x2 � 2x3 D 0
	
;

M2 D
˚
x 2 R3

j �x1 � x2 C 2x3 D 2
	
;

M3 D
˚
x 2 R3

j x1 � x2 C 2x3 D 4
	

in R3 gegeben. Man bestimme den Durchschnitt M D \3
kD1

Mk dieser Ebenen! ±

Lösung. Die Vektoren x 2 R3, die zu allen drei Ebenen M1, M2 und M3 gehören,
stimmen mit der Lösungsmenge des linearen Gleichungssystems

3x1 C x2 � 2x3 D 0

�x1 � x2 C 2x3 D 2

x1 � x2 C 2x3 D 4

 �

� .�1/

C

 ������C

überein. Äquivalente Unformungen liefern

4x1 D 4

�2x1 D �2

x1 � x2 C 2x3 D 4

j W 4

j W 2

j � .�1/

 �C

 �C

 �

 �

sowie
x1 D 1

x2 � 2x3 D �3

0 D 0

und somit
x1 D 1

x2 D �3C 2�

x3 D �

mit dem frei wählbaren Parameter � 2 R. Definiert man einen Verschiebungsvektor
v 2 R3 und einen Richtungsvektor u0 2 R3 durch

v D

0B@ 1

�3

0

1CA und u0 D

0B@02
1

1CA ;
dann schneiden sich die drei affinen Hyperebenen M1, M2 und M3 in der affinen
Geraden M D fv C �u0 j � 2 Rg im R3. �
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Aufgabe 2. Seien Vektoren u1, u2 2 R3 sowie ein Verschiebungsvektor v 2 R3 durch

u1 D

0B@23
3

1CA ; u2 D
0B@31
2

1CA sowie v D

0B@12
2

1CA gegeben:

1. Man zeige, daß U D linfu1; u2g eine Hyperebene in R3 ist!
2. Man stelle die affine HyperebeneM D fu 2 R3 j u�v 2 U g von R3 in der Form

M D
˚
x 2 R3

j �1x1 C �2x2 C �3x3 D �
	

für geeignete Koeffizienten �1, �2, �3 2 R und eine rechte Seite � 2 R dar! ±

Lösung. 1. Um einzusehen, daß die Vektoren u1, u2 2 R3 linear unabhängig sind,
sucht man nach den Lösungen �1, �2 2 R der Vektorgleichung �1u1 C �2u2 D 0,
also des linearen Gleichungssystems

2�1 C 3�2 D 0

3�1 C �2 D 0

3�1 C 2�2 D 0  �

� .�1/

C

und somit
2�1 C 3�2 D 0

3�1 C �2 D 0

�2 D 0:

 �

� .�1/

C

 ������

� .�3/

C

Elementare Umformungen liefern

2�1 D 0

3�1 D 0

�2 D 0

j W 2

j W 3  �

� .�1/

C  �

 ������������

und somit
�1 D 0

�2 D 0

0 D 0:

Damit ist gezeigt, daß das lineare Gleichungssystem nur die Lösung x D 0 2 R3

besitzt, die Menge fu1; u2g linear unabhängig und somit eine Basis des zweidimen-
sionalen linearen Teilraums U D linfu1; u2g von R3 ist. Damit gilt codimU D 1, das
heißt, U ist eine Hyperebene in R3.
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2. Zur Darstellung des affinen TeilraumsM D
˚
vC�1u1C�2u2 2 R3 j �1; �2 2 R

	
von R3 in der Form

˚
x 2 R3 j �1x1C�2x2C�3x3 D �

	
sucht man nach Koeffizienten

�1, �2, �3 2 R und einer rechten Seite � 2 R, so daß

�1.1C 2�1 C 3�2/C �2.2C 3�1 C �2/C �3.2C 3�1 C 2�2/ D �

und damit

�1.2�1 C 3�2 C 3�3/C �2.3�1 C �2 C 2�3/ D � � .�1 C 2�2 C 2�3/

für alle �1, �2 2 R gilt. Ein Koeffizientenvergleich bzgl. Termen gleicher Ordnung
in �1 bzw. �2 liefert die Bedingungen 2�1 C 3�2 C 3�3 D 0 und 3�1 C �2 C 2�3 D 0

sowie �1 C 2�2 C 2�3 D �. Gesucht sind also Lösungen �1, �2, �3 2 R des linearen
inhomogenen Gleichungssystems

2�1 C 3�2 C 3�3 D 0

3�1 C �2 C 2�3 D 0

�1 C 2�2 C 2�3 D �

 �

� .�3/

C

 ������

� .�2/

C

mit dem Parameter � 2 R. Äquivalente Umformungen liefern

��2 � �3 D �2�

�5�2 � 4�3 D �3�

�1 C 2�2 C 2�3 D �

 �

� .�5/

C

 ������

�2

C

und somit
��2 � �3 D �2�

�3 D 7�

�1 D �3�:

 �C

Alle Lösungen dieses Systems haben die Gestalt �1 D �3�, �2 D �5�, �3 D 7� 2 R,
wobei der Parameter � 2 R frei wählbar ist. Da die gesuchte Darstellung nur bis auf
ein gemeinsames Vielfaches der Unbekannten eindeutig bestimmt ist, kann man als
rechte Seite � D �1 wählen und erhält somit �1 D 3, �2 D 5, �3 D �7 2 R sowie
M D

˚
x 2 R3 j 3x1 C 5x2 � 7x3 D �1

	
. �
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Aufgabe 3. Seien die Funktionen v1, v2, v3, v4 W Œ0; 2��! R durch

v1.x/ D cos x; v2.x/ D sin x; v3.x/ D cos 2x; v4.x/ D sin 2x für x 2 Œ0; 2��

sowie der lineare Teilraum U D linfv1; v2; v3; v4g des linearen Raumes V aller reell-
wertigen Funktionen u W Œ0; 2��! R über dem Körper R gegeben.

1. Man weise nach, daß fv1; v2; v3; v4g eine Basis von U ist!
2. Definiert man für jedes k 2 f1; 2; 3; 4g die Linearform fk 2 U

� durch

hfk; ui D
1

�

Z 2�

0

vk.x/ u.x/ dx für u 2 U ;

so zeige man, daß ff1; f2; f3; f4g die zu fv1; v2; v3; v4g duale Basis von U � bildet!
3. Man bestimme alle Funktionen u 2 U , welche zu jeder der affinen Hyperebenen

M1 D
˚
u 2 U j h6f1 C f2 � f3 C f4; ui D 7

	
M2 D

˚
u 2 U j h6f1 � f2 C f3 C f4; ui D 3

	
M3 D

˚
u 2 U j h2f1 � f2 C f3 � f4; ui D 1

	
M4 D

˚
u 2 U j h2f1 � f2 � f3 C f4; ui D 1

	
gehören! ³

Lösung. 1. Um zu zeigen, daß die Menge fv1; v2; v3; v4g linear unabhängig ist, seien
beliebige Koordinaten �1; �2; �3; �4 2 R mit

P4
`D1 �`v` D 0, das heißt,

�1 cos x C �2 sin x C �3 cos 2x C �4 sin 2x D 0 für alle x 2 Œ0; 2��

gegeben. Daraus ergibt sich für x 2
˚
0; �

2
; �; �

4

	
das homogene Gleichungssystem

�1 C �3 D 0

�2 � �3 D 0

��1 C �3 D 0
1
p
2
�1 C

1
p
2
�2 C �4 D 0

 �C

 ����

W

�
�
p
2

�
C  �

W

�
�
p
2

�

C

sowie nach äquivalenten elementaren Umformungen

�1 C �3 D 0

�2 � �3 D 0

2�3 D 0

�4 D 0

j W 2

 ����C

 ������

� .�1/

C

und somit schließlich �1 D �2 D �3 D �4 D 0. Daher ist fv1; v2; v3; v4g eine Basis
von U D linfv1; v2; v3; v4g.
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2. Für alle ˛, ˇ 2 N liefern die AdditionstheoremeZ 2�

0

cos˛x cosˇx dx D
Z 2�

0

.cos.˛ C ˇ/x C cos.˛ � ˇ/x/ dx
2

D

8<:� für ˛ D ˇ;

0 für ˛ ¤ ˇ;Z 2�

0

cos˛x sinˇx dx D
Z 2�

0

.sin.˛ C ˇ/x � sin.˛ � ˇ/x/ dx
2

D 0;

Z 2�

0

sin˛x sinˇx dx D
Z 2�

0

.cos.˛ � ˇ/x � cos.˛ C ˇ/x/ dx
2

D

8<:� für ˛ D ˇ;

0 für ˛ ¤ ˇ

und somit für alle k, ` 2 f1; 2; 3; 4g schließlichZ 2�

0

vk.x/v`.x/ dx D

8<:� für k D `;

0 für k ¤ `:

3. Damit die Linearkombination u D
P4
`D1 x`v` 2 U zum Durchschnitt \4

kD1
Mk

der affinen Hyperebenen gehört, müssen aufgrund von Schritt 2 die vier Koordinaten
x1, x2, x3, x4 2 R von u bezüglich der Basis fv1; v2; v3; v4g das Gleichungssystem

6x1 C x2 � x3 C x4 D 7

6x1 � x2 C x3 C x4 D 3

2x1 � x2 C x3 � x4 D 1

2x1 � x2 � x3 C x4 D 1

 �C

 ����C

 �������C

lösen. Äquivalente Umformungen liefern zunächst

8x1 D 8

8x1 � 2x2 C 2x3 D 4

2x1 � x2 C x3 � x4 D 1

4x1 � 2x2 D 2

j W 8

j W 2

j W 2

und

x1 D 1

4x1 � x2 C x3 D 2

2x1 � x2 C x3 � x4 D 1

2x1 � x2 D 1

 �

� .�1/

C

 ������

� .�2/

C

sowie desweiteren

x1 D 1

4x1 � x2 C x3 D 2

�2x1 � x4 D �1

�x2 D �1;

 �

� .�4/

C

 ������

�2

C

 �

� .�1/

C

woraus sich die eindeutige Lösung x1 D x2 D 1, x3 D x4 D �1 ergibt. Damit ist
u D v1 C v2 � v3 � v4 2 U die einzige Funktion, die im Durchschnitt \4

kD1
Mk aller

vier affinen Hyperebenen liegt. �
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Aufgabe 4. Man bestimme den Durchschnitt M1 \ M2 \ M3 � R3, den die drei
affinen Hyperebenen

M1 D
˚
x 2 R3

j 4x1 C 2x2 C 2x3 D 8
	
;

M2 D
˚
x 2 R3

j �x1 C 2x2 C 3x3 D 5
	
;

M3 D
˚
x 2 R3

j 2x1 C 3x2 � 2x3 D �2
	

in R3 gemeinsam haben!

Lösung. Die Vektoren x 2 R3, die zum Durchschnitt M1 \M2 \M3 gehören, sind
gerade die Lösungen des linearen Gleichungssystems

4x1 C 2x2 C 2x3 D 8

�x1 C 2x2 C 3x3 D 5

2x1 C 3x2 � 2x3 D �2:

 �

�4

C

 ����

�2

C

Äquivalente Umformungen liefern zunächst

10x2 C 14x3 D 28

�x1 C 2x2 C 3x3 D 5

7x2 C 4x3 D 8

j W 2

j � 5

j � 5

und
5x2 C 7x3 D 14

�5x1 C 10x2 C 15x3 D 25

35x2 C 20x3 D 40

 �

� .�2/

C

 ������

� .�7/

C

sowie desweiteren

5x2 C 7x3 D 14

�5x1 C x3 D �3

�29x3 D �58 j W 29

 �����C

 �������

�7

C

und
5x2 D 0

�5x1 D �5

�x3 D �2:

j W 5

j W .�5/

j � .�1/

Das Gleichungssystem besitzt die eindeutige Lösung x1 D 1, x2 D 0, x3 D 2. Die
drei EbenenM1,M2 undM3 im Raum R3 haben somit den Vektor x 2 R3 mit diesen
Koordinaten gemeinsam. �
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Aufgabe 5. Seien zwei Verschiebungsvektoren v1, v2 2 R3 sowie zwei Richtungsvek-
toren w1, w2 2 R3 durch

v1 D

0B@22
�

1CA ; v2 D
0B@25
1

1CA und w1 D

0B@23
1

1CA ; w2 D
0B@12
1

1CA
gegeben. Wie muß die dritte Koordinate � 2 R von v1 gewählt werden, damit sich die
beiden affinen Geraden

˚
v1 C �w1 2 R3 j � 2 R

	
und

˚
v2 C �w2 2 R3 j � 2 R

	
schneiden und welche Koordinaten hat dieser Durchschnitt?

Lösung. Damit sich beide Geraden schneiden, muß die Vektorgleichung v1 C �w1 D
v2 C �w2 und somit das lineare Gleichungssystem

2C 2� D 2C �

2C 3� D 5C 2�

� C � D 1C �

und somit
2� � � D 0

3� � 2� D 3

� C � � � D 1

 �

� .�2/

C

 ������

� .�1/

C

eine Lösung � , �, � 2 R besitzen. Äquivalente Umformungen liefern

2� � � D 0

�� D 3

� � � D 1  �

� .�1/

C

 ������

�2

C

und damit
�� D 6

�� D 3

� D �2:

 �

�2

C

Somit hat das lineare Gleichungssystem die Lösung � D �2, � D �3, � D �6.
In diesem Falle ist fxg D fv2 C �w2g der Durchschnitt der beiden Geraden, wobei
x D v2 C �w2 2 R3 die Koordinaten x1 D �4, x2 D �7, x3 D �5 hat. �
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Aufgabe 6. Unter welchen Bedingungen an u, v 2 R3 sowie � 2 R3, � 2 R ist die
affine Gerade G D

˚
v C �u 2 R3 j � 2 R

	
eine Teilmenge der affinen Hyperebene

M D
˚
x 2 R3 j �1x1 C �2x2 C �3x3 D �

	
?

Lösung. 1. Um von einer Gerade G bzw. einer Ebene M sprechen zu können, nimmt
man an, daß sowohl u ¤ 0 als auch � ¤ 0 gilt. DamitG �M gilt, muß die Gleichung

�1.v1 C �u1/C �2.v2 C �u2/C �3.v3 C �u3/ D � für jedes � 2 R

erfüllt sein, das heißt, es muß

�.�1u1 C �2u2 C �3u3/ D � � .�1v1 C �2v2 C �3v3/ für jedes � 2 R

gelten. Durch Koeffizientenvergleich bzgl. Termen gleicher Ordnung in � ergeben sich
die Bedingungen �1u1 C �2u2 C �3u3 D 0 sowie �1v1 C �2v2 C �3v3 D �.

2. Die Bedingung �1v1C �2v2C �3v3 D � erfordert, daß der Verschiebungsvektor v
der Gerade G zur EbeneM gehört. Die Bedingung �1u1C �2u2C �3u3 D 0 bedeutet,
daß der Richtungsvektor u der Gerade G in der zu M D

˚
v C w 2 R3 j w 2 U

	
parallelen linearen Hyperebene U D

˚
x 2 R3 j �1x1 C �2x2 C �3x3 D 0

	
liegt. �

Aufgabe 7. Unter welchen Bedingungen an u, w, v 2 R3 sowie � 2 R3, � 2 R

stimmt die affine Hyperebene M1 D
˚
v C �uC �w 2 R3 j �;� 2 R

	
mit der affinen

Hyperebene M2 D
˚
x 2 R3 j �1x1 C �2x2 C �3x3 D �

	
überein?

Lösung. 1. Um von EbenenM1,M2 sprechen zu können, muß man voraussetzen, daß
� ¤ 0 gilt und die Vektoren u, w 2 R3 linear unabhängig sind. Wenn M1 � M2 und
damit M1 DM2 gelten soll, muß die Gleichung

�1.v1 C �u1 C �w1/C �2.v2 C �u2 C �w2/C �3.v3 C �u3 C �w3/ D �

für jedes �, � 2 R gelten, das heißt, es muß

�.�1u1 C �2u2 C �3u3/C �.�1w1 C �2w2 C �3w3/ D � � .�1v1 C �2v2 C �3v3/

für alle �, � 2 R erfüllt sein. Durch Koeffizientenvergleich bzgl. Termen gleicher
Ordnung in � bzw. � ergeben sich die Bedingungen �1u1 C �2u2 C �3u3 D 0 und
�1w1 C �2w2 C �3w3 D 0 sowie �1v1 C �2v2 C �3v3 D �.

2. Die Bedingung �1v1C �2v2C �3v3 D � bedeutet, daß der Verschiebungsvektor v
von M1 auch zu M2 gehört. Die beiden Bedingungen �1u1 C �2u2 C �3u3 D 0 und
�1w1C �2w2C �3w3 D 0 erfordern, daß die zuM1 undM2 parallelen linearen Hyper-
ebenen U1 D linfu;wg und U2 D

˚
x 2 R3 j �1x1C �2x2C �3x3 D 0

	
übereinstimmen

müssen. �


