Ubungsaufgaben 4
Affine Teilraume und Hyperebenen

Aufgabe 1. Seien die drei affinen Hyperebenen
M; = {x e R’ | 3x; + x, — 2x3 = 0},
M, = {x e R3 | —x1 — X2 + 2x3 :2},
Mz = {x€R3 |x1—x2—|—2x3=4}
in R? gegeben. Man bestimme den Durchschnitt M = N7_, My dieser Ebenen! ~ ®

Losung. Die Vektoren x € R3, die zu allen drei Ebenen M, M, und M3 gehoren,
stimmen mit der Losungsmenge des linearen Gleichungssystems

3X1 + X — 2)C3 =0 +
—X1 —x2+2x3=2j+
X1 — Xy + 2x3 =4 -(-1)

iiberein. Aquivalente Unformungen liefern

4x, = 4 |:4
—2x1 —2|:2JJ:J j
X1 — X2+ 2x3= 4 |- (=1) <+

sowie
X1 =1 x; =1
X — 2x3 = —3  und somit X, = =34+ 24
0 =0 X3 = A

mit dem frei wihlbaren Parameter A € R. Definiert man einen Verschiebungsvektor
v € R3 und einen Richtungsvektor u, € R* durch

1 0
v=|-3 und uo=1,2]1,
0 1

dann schneiden sich die drei affinen Hyperebenen M;, M, und M; in der affinen
Geraden M = {v + Aug | A € R} im R3. O
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Aufgabe 2. Seien Vektoren u;, u, € R? sowie ein Verschiebungsvektor v € R? durch

2 3 1
uy =|3|, up=|1| sowie v=|2] gegeben.
3 2 2

1. Man zeige, daB U = lin{u, u,} eine Hyperebene in R? ist!
2. Man stelle die affine Hyperebene M = {u € R®> | u—v € U} von R? in der Form

M = {x e R’ | &1x1 + Exp + E3x3 = M}
fir geeignete Koeffizienten &, &5, &3 € R und eine rechte Seite 1 € R dar! ®

Losung. 1. Um einzusehen, daB die Vektoren u;, u, € R? linear unabhingig sind,
sucht man nach den Losungen A, A, € R der Vektorgleichung A u; + Au, = 0,
also des linearen Gleichungssystems

2)&1 + 312 =0 Zkl + 3/’\2 =0 +
301+ A, =0 -(-1)  undsomit 3A; + A, =0 j+
301 + 24, =0 + Ay = 0. (=1 2-(-3)

Elementare Umformungen liefern

211 =0 | 12 -(—=1) )L] =0
31 =0]:3 1+ <—‘ und somit Ay =0
Ay =0 0 =0.

Damit ist gezeigt, daB das lineare Gleichungssystem nur die Losung x = 0 € R?
besitzt, die Menge {u;, u,} linear unabhingig und somit eine Basis des zweidimen-
sionalen linearen Teilraums U = lin{u;, u,} von R? ist. Damit gilt codim U = 1, das
hei3t, U ist eine Hyperebene in R3.
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2. Zur Darstellung des affinen Teilraums M = {v+A u;+Au, € R? | 41,4, € R}
von R? in der Form {x € R? | &;x1 +&x; + §3x3 = 11} sucht man nach Koeffizienten
€1, &, & € R und einer rechten Seite 1 € R, so dal3

EN(14+241 +34) + 652+ 341 +A2) +5Q+3A +20) =1
und damit

A1(281 + 365 + 383) + A2(361 + &2 + 283) = u — (61 + 285 + 283)

fiir alle A1, A, € R gilt. Ein Koeffizientenvergleich bzgl. Termen gleicher Ordnung
in A; bzw. A, liefert die Bedingungen 2§, + 3§, + 383 = Ound 3§; + &, + 253 = 0
sowie & + 2&, + 2&3 = u. Gesucht sind also Losungen &1, &, &3 € R des linearen
inhomogenen Gleichungssystems

26 + 35, + 35 =0 +
3+ & +25 =0 j+
E1 + 2& + 2& = (=3) (-2

mit dem Parameter ;1 € R. Aquivalente Umformungen liefern

—& — & =-2u — 5 42 & — &= -2u j+
—5& — 48 = -3pu j+ und somit &= Tu

E1+ 286 +25 = u + &1 = —3Lu.

|
=

Alle Losungen dieses Systems haben die Gestalt & = —3u, & = —5u, & =7u € R,
wobei der Parameter i € R frei wihlbar ist. Da die gesuchte Darstellung nur bis auf
ein gemeinsames Vielfaches der Unbekannten eindeutig bestimmt ist, kann man als
rechte Seite u = —1 wihlen und erhélt somit §&; = 3, & = 5, & = —7 € R sowie
M = {x e R?|3x; + 5x, — Tx3 = —1}. O
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Aufgabe 3. Seien die Funktionen vy, v,, v3, v4 : [0,27] — R durch
v1(x) =cosx, wvy(x)=sinx, v3(x)=cos2x, v4(x)=-sin2x fiirx €[0,2n]

sowie der lineare Teilraum U = lin{vy, vy, v3, v4} des linearen Raumes V aller reell-
wertigen Funktionen u : [0, 2] — R {liber dem Korper R gegeben.

1. Man weise nach, daB3 {v, vy, v3, v4} eine Basis von U ist!

2. Definiert man fiir jedes k € {1, 2, 3, 4} die Linearform f; € U* durch

1 2
(fe, u) = ;/ vr(x)u(x)dx firueU,
0

so zeige man, daB3 { 1, f>, f3, fa} die zu {vy, v,, v3, v4} duale Basis von U * bildet!
3. Man bestimme alle Funktionen u € U, welche zu jeder der affinen Hyperebenen
My ={uecU]|(6fi+ fo— f3+ fa,u) =T}
={M€U|(6f1—f2+f3+f4, )—3}
={U€U|(2f1—f2+f3—f4, )—1}
My={ueU|Qf—foa—fs+ fau) =1}
gehoren!

Losung. 1. Um zu zeigen, dal3 die Menge {vy, v,, v3, v4} linear unabhingig ist, seien
beliebige Koordinaten A1, A, A3, A4 € R mit Z§=1 Agvg = 0, das heil3t,

A1cosx + Ay sinx 4+ Azcos2x + Agsin2x = 0 fiir alle x € [0, 27]

gegeben. Daraus ergibt sich fiir x € {O das homogene Gleichungssystem

’2’ ’4}

A + A3 =0 :(-v2)
Ay — A3 =0 ] :(-v2)
—Al + /\3 =0 +
%kl + %Az + A,4 =0 + +

sowie nach dquivalenten elementaren Umformungen
Al —I— A3 = 0 ﬁ+
Az - A 3 == 0 ﬁJr
2A3 =0 | 12 -(—1)

und somit schlieBlich A; = A, = A3 = A4 = 0. Daher ist {v, v3, v3, 4} eine Basis
vonU = lin{vl, Uy, U3, 1)4}.



2. Fiir alle o, B € N liefern die Additionstheoreme

2r 27 _ i _
/ cosax cos Bx dx = / (cos(a + B)x + cos(a — B)x) dx m fira =g,
’ 0 2 0 fiira # B,

27 27 (o o _
/ cosax sin fx dx = / (sin(x + B)x 2sm(oz B)x)dx _o
0 0

2n 2n _ _ fii —
/ sin o sin fx dx = / (cos(a — B)x —cos(a + B)x)dx  |m fira =B,
0 0 2 0 fira#p
und somit fiir alle k, £ € {1, 2, 3, 4} schlieBlich
2 n furk =4,
/ vk (x)ve(x) dx =
0 0 furk #4.

3. Damit die Linearkombination u = Y ;_, x¢v¢ € U zum Durchschnitt Mgy Mi
der affinen Hyperebenen gehort, miissen aufgrund von Schritt 2 die vier Koordinaten
X1, X2, X3, X4 € R von u beziiglich der Basis {v1, v,, v3, v4} das Gleichungssystem

6)C1+X2—X3+X4=7 +
6x1—)C2+X3+X4=3j+
2X1—X2+X3—.X4_1

2x1—x2—x_o,+x4=1<———]+

16sen. Aquivalente Umformungen liefern zunéchst

8x1 =8|:8 X1 =1 ——— -2
8.X'1 — 2.X2 + 2.X'3 =4 | 12 4X1 — X + X3 =2 -(=1)
und j
2X1 — X2 + X3 — x4 =1 2X1 — X3 + X3 — x4 =1 +
4)(,'1 — 2X2 =2 | 12 2X1 — X2 =] «—I+

sowie desweiteren

X1 =1 (=4 -2
4x1 — x2 + Xx3 =2 ]+ +
—2X1 — X4 = —1 + T
-1, .

(-1

—X3 —

woraus sich die eindeutige Losung x; = x, = 1, x3 = x4 = —1 ergibt. Damit ist
U = v; + vy — vz — vy € U die einzige Funktion, die im Durchschnitt ﬂilek aller
vier affinen Hyperebenen liegt. O
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Aufgabe 4. Man bestimme den Durchschnitt M; N M, N M3 C R3, den die drei
affinen Hyperebenen

M; = {x € R® | 4x; + 2x5 + 2x3 = 8},

M, = {x € R’ | —x; + 2x5 + 3x3 = 5},

M; = {x e R® | 2x; + 3x, — 2x3 = -2}
in R3 gemeinsam haben!

Losung. Die Vektoren x € R3, die zum Durchschnitt M; N M, N M5 gehoren, sind
gerade die Losungen des linearen Gleichungssystems

dx1 + 2x5 + 2x3 = 8 j+
—X1 4+ 2x, + 3x3 =5 4 42
2x1 + 3x5 — 2x3 = —2. (—-l+

Aquivalente Umformungen liefern zunéchst

5x0 + Tx3 =14 (=2) -7
und —5x; + 10x, + 15x3 = 25 +
35X2 —+ 20)C3 = 40 +
sowie desweiteren

5x, + Tx3 = 14 + 5%, =0 |:5
—5x + x3 = -3 <——j+ und —5x; =-=5|:(-5
—29x3 = =58 | : 29 -7 —x3 = =2.]- (=1

Das Gleichungssystem besitzt die eindeutige Losung x; = 1, x, = 0, x3 = 2. Die
drei Ebenen M;, M, und M5 im Raum R3 haben somit den Vektor x € R3 mit diesen

Koordinaten gemeinsam. O

10x, + 14x3 = 28 | :
—X1 + 2X2 + 3X3 =5 | .
7X2 -+ 4X3 = 8 | .

wn N
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Aufgabe 5. Seien zwei Verschiebungsvektoren vy, v, € R? sowie zwei Richtungsvek-
toren wy, w, € R durch

2 2 2 1
vi=121, v»=15 und w;=|3], wa=1]2
T 1 1 1

gegeben. Wie muB die dritte Koordinate t € R von v, gewihlt werden, damit sich die
beiden affinen Geraden {v; + Aw; € R3 | 1 € R} und {v, + pw, € R? | u € R}
schneiden und welche Koordinaten hat dieser Durchschnitt?

Lésung. Damit sich beide Geraden schneiden, mul3 die Vektorgleichung v; + Aw, =
vy + pw, und somit das lineare Gleichungssystem

2421 = 24pu 2L — =0 —2 7:(-D
2431 =5+2u und somit 3V —2u =3 <+
T4+A =14pu T+ A —un =1 +

eine Losung 7, A, i € R besitzen. Aquivalente Umformungen liefern

2A, — M = O ﬁ—i_ —M — 6 +
—A =3 (-1 4.2 und damit —A 3 j-z

T — A :1]+ T = 2.

Somit hat das lineare Gleichungssystem die Losung t = —2, A = =3, u = —6.
In diesem Falle ist {x} = {v, + pw,} der Durchschnitt der beiden Geraden, wobei
X = vy + pw, € R3 die Koordinaten x; = —4, x, = —7, x3 = —5 hat. O
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Aufgabe 6. Unter welchen Bedingungen an u, v € R? sowie £ € R?, k € R ist die
affine Gerade G = {v +AlueR3|1e ]R} eine Teilmenge der affinen Hyperebene
M = {x € R3 | Elxl + §2X2 + 53)63 = K}?

Lésung. 1. Um von einer Gerade G bzw. einer Ebene M sprechen zu konnen, nimmt
man an, dall sowohl u # 0 als auch & # 0 gilt. Damit G C M gilt, mul} die Gleichung

El(vl + )Lul) + 52(1)2 + )&Mz) + 53(1)3 + /’\M?,) =K fi'lrjedes AeR
erfiillt sein, das heil3t, es muf}
AEruy + Sus + E3uz) = k — (§1v1 + &, + §3v3)  flirjedes A € R

gelten. Durch Koeffizientenvergleich bzgl. Termen gleicher Ordnung in A ergeben sich
die Bedingungen &ju; + &us + E3uz = 0 sowie §;v; + &v, + E3v3 = k.

2. Die Bedingung &,v; + & v, + £3v3 = k erfordert, daB3 der Verschiebungsvektor v
der Gerade G zur Ebene M gehort. Die Bedingung &1uy + &u, + §3u3 = 0 bedeutet,
daB der Richtungsvektor u der Gerade G inderzu M = {v+w € R3 | w € U}
parallelen linearen Hyperebene U = {x € R3 | £x1 + &5 + §3x3 = 0} liegt. O

Aufgabe 7. Unter welchen Bedingungen an u, w, v € R3? sowie £ € R?, k € R
stimmt die affine Hyperebene M; = {v +Au+pweR3 | A ue ]R} mit der affinen
Hyperebene M, = {x € R? | &1x1 + x5 + £3x3 = k| Tiberein?

Losung. 1. Um von Ebenen M, M, sprechen zu kénnen, mull man voraussetzen, dal3
£ # 0 gilt und die Vektoren u, w € R? linear unabhingig sind. Wenn M, C M, und
damit M; = M, gelten soll, muB3 die Gleichung

E1(v1 + Aup + pwy) + E(v2 + Aup + pws) + E(vs + Aus + pws) =«
fir jedes A, k € R gelten, das heil3t, es muB3

AE1uy + Eaup + E3uz) + 1wy + Swa + §ws) = k — (§1v1 + &2 + §3v3)

fur alle A, u € R erfiillt sein. Durch Koeffizientenvergleich bzgl. Termen gleicher
Ordnung in A bzw. u ergeben sich die Bedingungen & u; + &uy + &us3 = 0 und
E1wy + S wa + 3wz = 0 sowie §1v; + Ervs + §3v3 = k.

2. Die Bedingung &v, 4 &0, 4 £3v3 = k bedeutet, da3 der Verschiebungsvektor v
von M; auch zu M, gehort. Die beiden Bedingungen & u;, + &us + &u; = 0 und
E1w + Sw, + §3ws = 0 erfordern, daB die zu M und M, parallelen linearen Hyper-
ebenen U; = lin{u, w} und U, = {x € R? | &1x1 + &x5 + &3x3 = 0} libereinstimmen
mussen. ]



