Ubungsaufgaben 5
Matrizenrechnung

Aufgabe 1. Seien a, b € R mit b # 0, ferner die Funktionen u;, u, : R — R durch
uq(t) = exp(at)cosbt, u,(t) =exp(at)sinbt firreR

sowie der lineare Teilraum U = lin{u,, u,} des linearen Raums V' aller Funktionen
u : R — R iiber dem Korper R vorgegeben. Desweiteren werde der durch 7'(u) = Du
fiir u € U definierte lineare Differentialoperator T € L(U; U) betrachtet.

1. Man zeige, dall B = {uy, u,} eine Basis von U ist!

2. Man bestimme die Koordinatendarstellung ®p7 ®3' € L(R?* R?), welche die
Koordinaten x = ®g(u) € R? von u € U beziglich der Basis B auf die Bildkoor-
dinaten y = ®3(T(«)) € R? von T(u) € U beziiglich der Basis B abbildet! Welche
Matrix A € R**? hat die Eigenschaft, daB (T ®5')(x) = Ax fiir alle x € R? gilt?

3. Man weise nach, dal3 der lineare Differentialoperator T € L(U;U) bijektiv
ist und bestimme die Koordinatendarstellung ®57'®3' € L(R?* R?) der inversen
Abbildung 77! € L(U; U), indem man die inverse Matrix A~! € R?*2 berechnet und
ausnutzt, daB (©pT ' ®3')(y) = A7y fir alle y € R? gilt!

Lésung. 1. Um einzusehen, daB die Menge B = {u, u,} linear unabhingig und somit
eine Basis von U = lin{u, u,} ist, seien A, A, € R mit
Arexp(at)cosht + Ay exp(at)sinbt =0 firaller e R

beliebig vorgegeben. In der Tat ergibt sich daraus fiir # = 0 einerseits A; = 0 und fiir
t = Z’T—b andererseits A, = 0.

2. Fiir die Koordinaten x = ®p(u) € R? von u = x;u; + xou, € U beziiglich
der Basis B = {u1, u»} gilt nach Definition u = ®3'(x) € U. Mit Hilfe der Produkt-
und der Kettenregel der Differentialrechnung ergeben sich die beiden Beziehungen
Du; = au, — bu, sowie Du, = bu; + au, und somit

T(u) = x;Duy + xoDuy = x1(auy — buy) + x(buy + auy)
= (axy + bxy)uy + (ax, — bxy)u, € U.
Deshalb besitzt T(u) € U die Bildkoordinaten
b b
(@pTd5')(x) = p(T) = | “ T2 )= (¢ M) e R2 fiir x € R?
—bx1 + ax; —b al \x,

beziiglich der Basis B = {u,u,} von U.



3. Um sich zu vergewissern, daB die Koordinatendarstellung @57 ®3' € L(R?* R?)
bijektiv ist, soll gezeigt werden, dal3 das lineare Gleichungssystem

ax, + bxy = y;
—bx; + ax, =y,

fiir beliebig vorgegebene Koordinaten y € R? genau eine Losung x € R? besitzt:
Geeignete Umformungen liefern wegen a? + b? > 0 einerseits

ax; + bx, = y; ‘a axi + bxy = y;
und
—bxy + ax; =y, | - (=b) <+ (a® + b*)xy = ay, — by, | : (a* + b?)
sowie andererseits
ax, + bx, = y; ‘b axy + bx, = y;
und
—bxy +ax, = y, | - a <+ (@® + bH)xy = by, +ay,, | : (a®>+b?)
woraus sich schlieBlich die Gestalt
1 1 ay; — by, 1 a —b\ [y
opT 05" () = (1] = ~ e R’
( B B )(y) (xz a?>+ b?> \by, +ay, a?+b2\b a Y2

der inversen Abbildung @7 '®5' € L(R?; R?) fiir jedes y € R? ergibt. Wegen der
Bijektivitit der Koordinatenabbildung ®z € L(U;R?) ist somit 7 € L(U;U) ein
Isomorphismus von U auf U. O




Aufgabe 2. Seien die Matrix A € R**3 und der Vektor y € R* wie folgt gegeben:

11 0 3
0 1 -1 -3
A= s =
10 1 Y 3
111 6

1. Man berechne alle Losungen x € R? des Gleichungssystems Ax = y!
2. Man bestimme alle Losungen x € R? des Gleichungssystems ATAx = ATy! ®

Losung. 1. Elementare Umformungen der dem Gleichungssystem Ax = y zugeord-
neten erweiterten Matrix

1 0

—1

3 — D
=31 [- (D
—1

3
6 -1 1

fihren auf

—
—_— O = =
—_ =

—1

Da die zweite und die dritte Zeile im Widerspruch stehen, hat das Gleichungssystem
Ax = y keine Losung x € R3.
2. Berechnet man die Matrixprodukte

0

1 1
1 0 1 -1 300
ATA=1]1 1 0 1 101=O30€R
0 -11 1 003
-1 1 1
und
3
1 0 1 —1 3 0
ATy=11 1 0 1 ; | = 6 | e R?,
0 —-11 1 12
6

dann erkennt man sofort, dal3 das Gleichungssystem ATAx = ATy die eindeutige
Losung x € R?® mit den Komponenten x; = 0, x, = 2, x3 = 4 € R hat. O
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Aufgabe 3. Sei die Matrix

2 6 8
A=|3 2 5| eRrR¥®>
6 —3 3

vorgegeben. Man bestimme den Kern A7![{0}] C R? und den Bildraum A[R3] C R?
von A € R**3 sowie den Kern (AT)"![{0}] € R3 und den Bildraum AT[R3] C R? der
transponierten Matrix AT € R3*3 (evtl. unter Ausnutzung der Dualitét)! ®

Lésung. 1. Im ersten Schritt sollen die beiden Kerne A7'[{0}] = {x € R?® | Ax = 0}
und (AT)7'[{0}] = {n € R? | ATy = 0} bestimmt werden.

1.1. Um alle Losungen x € R? der Gleichung Ax = 0 zu finden, fithren elementare
Umformungen der Matrix

2 6 8 2 6 8 +

3 2 5] -3 auf 9 6 15 j+

6 -3 3 6 -3 3 2 42
und somit zu

14 0 14\ |:14 (=1 1-(=1) 1 0 1 1
21 0 21 |:21 + sowie 0 0 O und x° =] 1 ,
6 -3 3 |:3J+ 1 -1 0 ~1

woraus sich der Kern A7![{0}] = lin{x°} ergibt.
1.2. Um die Losungen n € R3? der Gleichung ATy = 0 zu berechnen, liefern ele-
mentare Umformungen der Matrix

23 6 + 14 7 0 | ©7 -2 - (=1
6 2 -3 j-z zunachst 6 2 -3 (J-‘r
7

85 3 A+ 147 0/ |:

+
und schlieBlich
21 0 3
20 -3 sowie n°=|-6] ,
00 O 2

das heiBt, man erhilt den Kern (AT)"![{0}] = lin{n°}.
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2. Um die beiden Bildrdume A[R3] und AT[R?] zu bestimmen, sollen Dualititsbe-
trachtungen angestellt werden.

2.1. Es gilt genau dann y € A[R?], wenn nTy = O fiir alle Losungen n € R3
des homogenen Gleichungssystems ATy = 0 gilt. Wegen Schritt 1.2 folgt daraus die
Darstellung

AR’ = {y € R’ | 3y; — 6y, 4 2y3 = 0}
fiir den Bildraum von A.

2.2. Es gilt genau dann £ € AT[R3], wenn £Tx = O fiir alle Losungen x € R? des

homogenen Gleichungssystems Ax = 0 gilt. Schritt 1.1 liefert somit die Darstellung

AR’ = {£ R’ | & + & — & = 0}

fir den Bildraum von AT. O
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Aufgabe 4. Seien die Funktionen vy, v, : R — R sowie uy, u, : R — R durch
v1(t) = exp(t), va(t) =exp(—t), wuy(t) =cosht, wu,(t) =sinhz firtreR

sowie der lineare Teilraum U = lin{u, u,} des linearen Raums V aller Funktionen
u : R — R iiber dem Korper R gegeben. Desweiteren werde der durch 7 (u) = Du
fir u € U definierte lineare Differentialoperator T € L(U; U) betrachtet.

1. Man zeige, daB3 B = {v;,v,} und C = {u,u,} Basen von U sind!

2. Man bestimme diejenige Abbildung ®¢T®3' € L(R?*; R?), welche die Koordi-
naten x = ®p(u) € R? von u € U beziiglich der Basis B auf die Bildkoordinaten
y = ®c(T(u)) € R? von T(u) € U beziiglich der Basis C abbildet! Welche Matrix
A € R?*? hat die Eigenschaft, daB (®c 7T ®3')(x) = Ax fir alle x € R? gilt?

Losung. 1. Um einzusehen, da3 die Menge C = {uy, u,} linear unabhéngig und somit
eine Basis von U = lin{u, u,} ist, seien A, A, € R mit
Aicosht + A,sinht =0 fiaraller e R

beliebig vorgegeben. In der Tat ergibt sich fiir 1 = 0 zundchst A; = O und fir¢ = 1
schlieBlich auch A, = 0. Werden w1, i, € R mit

(U1 + pp)cosht + (g — pp)sinht = pyexp(t) + uoexp(—t) =0 firaller e R

beliebig vorgegeben, so folgt wie zuvor wy + oy = 1 — pup = 0, also u; = pu, = 0.
Damit ist die Menge B = {vq, v,} linear unabhingig und wegen v; = u; + u, € U
und v, = u; — u, € U auch eine Basis von U.

2. Fir die Koordinaten x = ®3(u) € R? von u = xv; + xpv, € U beziiglich
der Basis B = {vy, v,} gilt nach Definition u = CIDEI(x) € U. Durch Differentiation
ergibt sich wegen Dv; = v; und Dv, = —v, die Beziehung

T(u) = x1Dvy + x2Dvy = xqv; — Xov € U
und somit wegen vy = u; + u, und v, = u; — u, schlielich
T(u) = x1(uy + uz) — x2(uy —uz) = (x1 — x2)uy + (x1 + x2)up € U.

Deshalb besitzt T(u) € U die Bildkoordinaten

(P T D5 ) (x) = B (T () = (xl _xz) - (1 _11) (xl) eR? fiir x € R?

X1+ X X2

bezliglich der Basis C = {u,u,} von U. OJ



Aufgabe 5. Seien die beiden Hyperebenen
V={zeR’|z3=0}, W={zeR’|z; =0} inR’

die vier Vektoren

1 2 0 0
v=10]€V, vu=]1]€eV, w=]2leW, w,=]0]¢eW.
0 0 0 3

und die Standardbasis {e;, e», e3} in R? vorgegeben. Offenbar sind B = {e;, e,} sowie
{vi,v2} Basenin V und C = {e;, e5} sowie {w, w,} Basenin W.

Sei T € L(V;W) jene lineare Abbildung, welche durch die Vorgabe der Bilder
T(vy) = wy und T'(v;) = w, eindeutig festgelegt wird. Man bestimme die Koordi-
natendarstellung ®cT®3' € L(R?*;R?), welche die Koordinaten x = ®p(v) € R?
von v € V bzgl. der Basis B auf die Bildkoordinaten y = ®¢(T'(v)) € R? von
T(v) € W bzgl. der Basis C abbildet! Welche Matrix A € R?*? hat die Eigenschaft,
daB (P TP5')(x) = Ax fiir alle x € R? gilt?

Losung. 1.1. Da jeder Vektor v = xje; + xe, € V bzgl. der Basis B = {ey, e} die
Koordinaten x = ®p(v) € R? besitzt, erhilt man zunichst

dp(vy) = ((1)) eR? und ®p(vy) = (?) e R2.

1.2. Da jeder Vektor w = yje; + yres € W bzgl. der Basis C = {e;, ez} die
Koordinaten y = ®¢(w) € R? hat, ergibt sich analog dazu

2
dc (wl) = (0) S R2 und dc (U)z) = (g) S Rz.
2.1. Da die gesuchte Koordinatendarstellung ®c 7 ®3' € L(R?;R?) fiir jeden In-

dex £ € {1,2} jeweils die Koordinaten ®z(vy) € R? auf ®¢ (T (v¢)) = Pc(we) € R?
abbildet, sucht man nach einer Losung A € R?*? der Matrixgleichung AX = Y fiir

1 2 20
X = eR¥? und Y = € R¥*2,
01 0 3

2.2. Eine elementare Umformung der erweiterten Matrix

1 2 10 10 1 =2
| j+ fuhrt auf |
0101 (-2) 01]0 1
und somit zu

-2 . 2 0\ (1 -2 2 —4
X' = , woraussich A =YX"!'= _
0 1 03/\o 1 0 3

ergibt. OJ
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Aufgabe 6. Seien n € N, V = K™ der lineare Raum aller (n x n)-Matrizen iiber
dem Korper K sowie die folgenden Teilmengen vorgegeben:

Vo={A€V|AT = A},
Vi={AeV |AT = —A}.
1. Man zeige, daB3 V5 und V; komplementare lineare Teilrdume von V sind, das

heiBt, daBV = V() + Vl und V() N Vl = {0} gllt'
2. Man weise nach, daB dim Vo = in(n + 1) und dim V; = Jn(n — 1) gilt!

Losung. 1.1. In der Tat sind V und V; lineare Teilrdume von V', denn es gilt
AA+uD)T =AAT+ puTT = AA + uT
firalle A, u e Rund A, T € Vp, also AA + uT € V,, sowie desweiteren
AA+uT)T = AAT + puTT = —(AA + uT)

furalle A, x e Rund A, T € Vq,also AA + uT € V.
1.2. Ferner 148t sich jede Matrix A € V durch die Vorschrift

A= 3(A+AT). Ay =447
in eine Summe A = Ag + A; von Matrizen Ay, A; € V zerlegen, wobei

A =1(AT+A4)=2(A+A4T)=4,, A]=3(AT—A)=-1(A—-AT) =-4,
gilt. Daraus folgt A9 € V, sowie A; € Vi, das heiBt, V' ist die Summe der beiden
Teilriume V, und V. Um einzusehen, dal3 Vo und V; in V' komplementdir sind, geniigt
der Nachweis der Beziehung V, N V; = {0}: Fiir jede Matrix 4 € V, N V; gilt in der
Tat A = AT = —A, also 24 = 0 und somit 4 = 0.

2.1. Erkldrt man die Matrix Ag; = (a;;) € V fir beliebig fixierte Indizes k, £ €
{1,....,n}furi, j € {1,...,n} durch q;; = 1 im Falle (i, j) = (k,{) sowie q;; = 0
im Falle (i, j) # (k.£), dann ist das System {Ax¢ € V | k., £ € {1,...,n}} eine Basis
in V, woraus sich dim V = n? ergibt.

2.2. Wegen A], = Ay folgt daraus zunichst

Vo = lin{Akg + A eV |k, L e {1,...,71}},
Vi=lin{dxe — A €V |k, L e{l,... n}}.
Aus Symmetriegriinden ergibt sich schlielich
Vo=Ilin{Ag; + Agc € V | k. L e{l,....n},k <L},
Vi = lil’l{Ake —Agk evV | k,ﬁ € {1,...,1’1},]{ < Z}

und damit dim Vo = S 5_ k = in(n + 1) sowie dim V; = Y i k = tn(n = 1). O



