Ubungsaufgaben 6
Determinanten und Eigenwertprobleme

Aufgabe 1. Man finde jeweils durch Auswertung der Determinantengleichung

X1 —W; X2 —W2 X3 — W3
yi—wy y2—wy yz—w3| =0
Z1— W1 Zp — Wy Z3 — W3

Parameter £ € R und 1 € R derjenigen affinen Hyperebene
{x €R’ | §1x1 + §2x2 + §3x3 = M}

in R3, welche jeweils durch die drei Punkte

(1) y=({,1,1), z=(0,2,1), w=(0,1,1),
(2) y=1(,2,3), z=(@,0,7, w=(0,1,-1),
hindurchgeht! ®

Lésung. 1. Fiir die Punkte y = (1,1,1),z = (0,2,1) und w = (0, 1, 1) ergibt sich aus
der Determinantengleichung

X1 Xz—l .X3—1 1
0o=|1 o 0 |=—"" T =1
1 0
0 1 0

durch Entwicklung der Determinante nach der letzten Zeile und damit die gesuchte
affine Hyperebene {x € R? | x3 = 1}.

2. Fiir die Punkte y = (1,2,3), z = (3,0,7) und w = (0,1,—1) folgt aus der
Determinantengleichung

X1 )C2—1 X3+1 X1 X2—1 X3+1
0=11 1 4 =1 1 4
3 -1 8 4 0 12
X1 )C2—1 X3—3)C1+1
=11 1 1 =4(3X1+X2—X3—2)
4 0 0

durch Entwicklung der Determinante nach der letzten Zeile die gewiinschte Darstel-
lung {x € R? | 3x; + x, — x3 = 2} der affinen Hyperebene. O
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Aufgabe 2. Seien die Matrizen

7 12 -8 101
Ar=]-2 -3 4 und A, =|0 1 1| eC*3 gegeben.
0O 0 3 110

1. Man weise nach, daf3 die Matrizen A; und A, diagonalisierbar sind!
2. Man bestimme fiir jedes k € {1, 2} eine Basis By von C3 aus Eigenvektoren, so
daB die Matrix ®@p, A; @5’ € C>** Diagonalgestalt erhalt!

Losung. 1.1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det(A; — AE3) = 0
zur Findung der Eigenwerte A € C liefert

T—A 12 -8
7 — 12
0=|-2 -3-1 4 |=3B-1) ; 3
0 0 3—A
3—1 6—2A 1
=3-A =(3-1)? =B-1)>*1-21),
G-n ) N =60 T =6-nMa-h

wobei die Determinante nach der dritten Zeile entwickelt wurde. Somit besitzt die
Matrix A, € C**3 die Eigenwerte A; = 1, 1, = A3 = 3.

1.2. Um die zugehodrigen Eigenvektoren v, € C3 fiir £ € {1,2,3} zu bestimmen,
werden die Losungen des Gleichungssystems (4; — A¢E3)ve = 0 berechnet:

Im Falle A; = 1 fiihren elementare Umformungen der Matrix

6 12 -8 j+ + 0O 0 0 -2

-2 —4 4 -3 j+ auf -2 —4 0], also vy;=| 1

0O 0 2 (=2) (-2 0O 0 2 0
Dabher ist U; (A1) = lin{v;} der Eigenraum zum Eigenwert A; = 1.
Fiir A, = A3 = 3 fiihren elementare Umformungen der Matrix

4 12 -8 j+ 0O 0 0 -3 2
-2 —6 4 .2 auf -2 —6 4|, also v, =] 1 |, v3=1]0
0O 0 O 0O 0 0 0 1

Damit ist Uy (A,) = lin{v,, v3} der Eigenraum zum Eigenwert A, = A3 = 3.

1.3. Somit ist nachgewiesen, dal3 B; = {v1, v, v3} eine Basis von Eigenvektoren
des C3 und A, € C3*3 diagonalisierbar ist. Es gilt A;v; = Av, fiirjedes £ € {1,2,3},
woraus sich die Diagonalgestalt

At 00 100
Pp, AP =0 X O |=]030|cC>™
0 0 A 003

ergibt.
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2.1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det(4, — uE;) = 0 zur
Bestimmung der Nullstellen pu € C liefert

1—pn 0 1 1—pn O 1 2—n 0 1
0= 0 1—-p 1|=|0 1-—pn 1 =| 1 1-pn 1
1 I —u I 1 —-1-—pu -1 1 —-1-u
2—u 0 1 2—n 0 1
=2-p l-p 1 |=] 0 1-p 0 |=C-wW@-w(E1-p).
0 I —-1—-pu 0 I —-1-pu

Folglich hat die Matrix 4, € C3*3 drei verschiedene Eigenwerte u; = —1, u, = 1
und p3 = 2, ist also diagonalisierbar.

2.2. Um die zugehodrigen Eigenvektoren uy € C2 fir £ € {1,2,3} zu ermitteln,
werden die Losungen des Gleichungssystems (A, — ¢ E3)uy = 0 berechnet:

Im Falle u; = —1 fithren elementare Umformungen der Matrix
201 (=D (=D 2 01 1
021 J+ j+ auf 0 0 0], alsou; =11
111 + (=2 -110 -2
Somit ist Uy (1) = lin{u} der Eigenraum zum Eigenwert u; = —1.

Fiir u, = 1 liefern elementare Umformungen der Matrix

00 1 + 000 1
00 1 j

(-1 zunachst 0 0 1], also u, =|-1
11 -1 <—J+ 110 0

Damit ist Uy (u2) = lin{u,} der Eigenraum zum Eigenwert p, = 1.
Fiir u3 = 2 gelangt man durch elementare Umformungen der Matrix

-1 0 1 -1 0 1 1
0 -1 1 zZu 0 -1 1], also u3=1]1
1 1 -2 J+ + 0O 0 0 1

Damit ist Uy (u3) = {us} der Eigenraum zum Eigenwert 3 = 2.

2.3. Damit ist gezeigt, dall B, = {uj,u,,u3} eine Basis von Eigenvektoren des
Raums C?3 und 4, € C3*3 diagonalisierbar ist. Es gilt somit A,u; = peuy fiir jedes
¢ € {1,2,3}, woraus die Diagonalgestalt

ur 0 0 100
Pp,AyP5 =10 pu, 0|=]0 10|ecC>
0 0 us 0 02

folgt. O
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Aufgabe 3. Sei die Matrix

3 10
A=]|-1 2 1| eC*3 gegeben.
1 01

1. Man zeige, daB3 die Matrix A € C>*3 einen dreifachen Eigenwert A € C besitzt
und nicht diagonalisierbar ist!

2. Man bestimme einen Eigenvektor v; € C3 mit Av; — Av; = 0 und v; # 0, einen
Vektor v, € C? mit Av, — Av, = vy und v, ¢ lin{v;} sowie einen Vektor v3 € C3 mit
Avsz — Avs = vy und v3 ¢ lin{vy, vy }!

3. Welche Koordinatendarstellung ®5 A®5' € C**3 hat die Matrix 4 € C>*3 bzgl.
der Basis B = {vy, v3, v3}? ®

Losung. 1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det(4A — AE3) = 0 zur
Bestimmung der Nullstellen A € C liefert

3—-12 1 0 2-2 1 A-1
0=| -1 2—-2 1 0 2—-12-24
1 0 1-2A 1 0 1-2A
2-1 1 1 2-2 1 0
= 0 2—-12-21 0 2-12 0 |=(2-21)°
1 0 2-2A 1 0 2-2A

und somit den algebraisch dreifachen Eigenwert A = 2.

2.1. Die zugehorigen Eigenvektoren v € C3 von A ergeben sich als Losungen des

Gleichungssystems (A — AE3)v = 0. Elementare Umformungen der Matrix

1 10 j+ 0 11 1
-1 0 1 ergeben —1 0 1. Somiterzeugt vy = | —1
1 0 -1 A+ 0O 00 1

bereits den Eigenraum (A — AE3)7'[{0}] = lin{v;} zum dreifachen Eigenwert A = 2,
das heil3t, A ist nicht diagonalisierbar.

2.2. Einen zum Eigenvektor v; € C3 beigeordneten Vektor v, € C? erhilt man
durch die Losung des Gleichungssystems (4 — A E3)v, = vy. Elementare Umformun-

gen der erweiterten Matrix

1 1 0 |
10 1
1 0 -1 |

1

| —1

1

o
—

liefern

0

-1

0

11 |
01 |
00 |

0
-1
0

1

. Somitist v, =10

0

eine Losung der Gleichung (4 — AE3)v, = vy mit v, ¢ lin{v,}.
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2.3. SchlieBlich wird ein zum Vektor v, € C3 beigeordneter Vektor vz € C3 als Lo-
sung des Gleichungssystems (A4 — A E3)vsz = v, bestimmt. Elementare Umformungen
der erweiterten Matrix

1 1.0 |1 j+ 0 1111 0
-10 1 |0 liefern —1 01| 0]. Damitist v3 = |1
1 0-11]0 <——J+ O 00| O 0

eine Losung der Gleichung (A — AE3)v; = v, mit vz € lin{vy, va}.
3. Damit ist B = {v;, v», v3} eine Basis von C3, und es gilt

AU1 = )H)l, sz = A.Uz + vq, AU3 = A.U3 + vs,

woraus sich die Koordinatendarstellung

A 10 210
PpAdy' =10 A 1| =0 2 1]|eC?
00 A 00 2

als obere Dreiecksmatrix in Jordan-Normalform ergibt. O
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Aufgabe 4. Man untersuche die Invertierbarkeit der Matrizen

1 32 7 7 3
Ar=1121], A4, =1 3 5 |eRrR*>
36 4 2 -1 —6

und berechne gegebenenfalls die Inversen mit Hilfe von Determinanten!

Losung. Zur Uberpriifung der Invertierbarkeit der Matrizen A, und A, berechnet
man zuerst die Determinanten

1 32 1 32
det(Al):121:121:i;:—l
364 001
sowie
7 7 3 21 7 24 21 24
det(4,) =11 3 5|=|7 3 8|= 7 g = 0.
2 -1 -6 0 -1 0

Somit ist A; invertierbar, A, jedoch nicht. Die Inverse von A; soll mit Hilfe der
Cramer-Formel bestimmt werden: Die modifizierten Matrizen, in denen jeweils ei-
ne Spalte durch einen Einheitsvektor ersetzt wird, haben die Determinanten

1 32 032 032
021 2, 1 21 0, 02 1| =-1,
0 6 4 06 4 1 6 4
112 1 02 102
1 01 -1, (1 11 -2, |1 0 1| =1,
304 304 314
1 31 1 30 1 30
1 2 0/=0, 1 21 3, 1 2 0=-1,
360 360 361

die sich jeweils leicht durch Entwicklung nach diesen neuen Spalten berechnen lassen.
Wegen det(A;) = —1 liefert die Cramer-Regel schlieBlich

. 2 0 -1 -2 0 1
All=——|-1 =2 1 |=]1 2 -1

L det(4y)
0 3 -1 0 -3 1

fur die Inverse von A4;. O



Aufgabe 5. Man weise nach, da3 die Matrix
4421 6+6i 4+ 4i
A=|-3+i -5+i -4 |eC™
3—-31 6—6i 5-—3i
diagonalisierbar ist und bestimme eine Basis B von C? aus Eigenvektoren, so daB3 die
Matrix ®pAP5' € C**3 Diagonalgestalt erhalt!

Losung. 1. Zur Auswertung der charakteristischen Gleichung det(A—uE3) = 0 fiihrt
man zunichst elementare Umformungen

442i—pn 6+6i  4+4i
0=| -3+i1 -5+i-pu 4
3—3i 6-6i 5-3i—pu

4+2i—p —2+2i+2u  4+4i

=| —3+i 1—i—p —4
3-3i 0 5-3i—p
2+4i-pu 0 —4 + 4i
=| 3+i 1-i-p -4
3-3i 0 5-3i—u

und anschlieBend eine Entwicklung nach der zweiten Spalte durch und erhailt

. -2 + 41 — —4 + 41 . 2 — —4 4 41
0=(1—1i-p I N £ R B ,
3—3i 5-3i—u —24+u 5-3i—pu
. 2 — —4 + 41 . .
—@-i-p| " T e pa-t-pa+i-p.
0 1+i-p

Die Matrix 4 € C3*3 hat die drei Eigenwerte u; = 1+ 1, u, = 1 —1 und p3 = 2.
2. Um die zugehorigen Eigenvektoren uy, € C3 fiir £ € {1,2, 3} zu ermitteln, werden
die Losungen des Gleichungssystems (A — ¢ E3)ug = 0 berechnet:
Fiir u; = 1 4 i gelangt man durch elementare Umformungen der Matrix

3+i 6+6i 4+ 4i j+ 21 61 41 +
-34+1 —6 —4 und | -3+1 -6 —4 j+
3-31i 6—61 4—4i AJF —2i —6i —4i 1

sowie desweiteren

0 0 0 O 0 O 0
-1+1i O 0 | :(@—-1) und |1 O O |, also uy =| 2
—2i —61 —4i/ | :2i <J+ 0 -3 -2 -3

Damit ist Uy (1) = lin{u,} der Eigenraum zum Eigenwert u; = 1 + 1.



Fiir u, = 1 — 1 liefern elementare Umformungen der Matrix
3+3f 6+4+6i 4+ 4i j+ 4i 8i 4i +
-3+i -6+2i —4 und | -3+1i —6+21 —4 j+
3—-3i 6-6i 4-—2i AJF —2i —4i  —2i 21 .2
sowie ferner
0 0 0 00 0 -2
1+i 2421 0 | (1 +1) und |1 2 0 |, alsou, =\ 1
—2i —4i -2i/ |:2i (—-l-i- 0 0 -1 0

Damit ist U; () = lin{u,} der Eigenraum zum Eigenwert u, = 1 — 1.
Im Falle u3 = 2 fithren elementare Umformungen der Matrix

2+2i 6+6i 4+4i\ |- (1—1) 4 12 8\ |:4
(—3+i T+i 4 auf [-3+1 —-7+i —4
3-3i 6-6i 3-3i/) |- (2+2i) 12 24 12/ |:6

sowie desweiteren

1 3 2 2 4-(=1) 1 3 2 +
-3+1 —T7+1 —4 J+ und | -14+1i -14+1 O j+
2 4 2 + 1 1 0 -(1-1) J-(-1)

und schlieBlich
02 2 1
0 0 0], also us=1]-1
110 1

Somit ist Uy (u3) = lin{uz} der Eigenraum zum Eigenwert u; = 2.

3. Damit ist gezeigt, daB B = {u;,u,,u3} eine Basis von C? aus Eigenvektoren
und A4 € C3*3 diagonalisierbar ist. Es gilt somit Au; = peuy fiir jedes £ € {1,2,3},
woraus die Diagonalgestalt

ur 0 0 1+i 0 0
PpAd' =10 pu, 0|=] 0 1-i 0]|eC>
0 0 pus 0 0 2

folgt. O



Aufgabe 6. Man zeige, daB3 die Matrix

2 1 3
A=]-1 0 —2]|eC?®3
0 0 1

nicht diagonalisierbar ist und berechne ihre Jordan-Normalform!

Losung. 1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det(4 — wE3) = 0 zur
Bestimmung der Nullstellen € C fiihrt auf

2—n 1 3
0=| -1 —u -2 |=0-pE-2u+1)=0-p?
0 0 1-p

und somit auf den algebraisch dreifachen Eigenwert © = 1.
2. Die zugehorigen Eigenvektoren u € C3 von A ergeben sich aus den Losungen
des Gleichungssystems (4 — wE3)u = 0. Eine elementare Umformung der Matrix

1 1 3 j+ 110 1
-1 -1 -2 j+ (-3) liefert 0 0 1]. Alsoerzeugt u; = | -1
0O 0 O 000 0

bereits den Eigenraum U;(u) = lin{u;} zum dreifachen Eigenwert © = 1, woraus
folgt, daB3 A nicht diagonalisierbar ist.

Um den linearen Teilraum U(n) = (A — wE3) '{U;(w)] D Uy(n) von C3 zu
bestimmen, werden die Losungen u € C? des Gleichungssystems (A4 — nE)u = au,
fiir beliebiges o« € C berechnet. Durch elementare Umformungen

1 1 3 | « 113 ]| « + 110 |
-1 -1 -2 | —« 1+ @@]1|®j-(—3)®®]1|

O 0 0 | O 000 | O 000 |
erhilt man den Losungsraum U, (u) = lin{ey, e }.

Um den linearen Teilraum Us(u) = (A4 — nE3) Uz ()] D Us(n) von C3 zu
berechnen, werden die Losungen u € C? der Gleichung (4 — wE3)u = ae; + Be, fiir

S © R

beliebige «, B € C bestimmt. Mit Hilfe elementarer Umformungen

1 1 3 | « 113 | « j+ 110 ]| —2«—3p
-1 -1 -2 | B J+ 001 | a+p -3 |0 01| oa+p

O 0 0 | O 000 O 0O 0 0 | 0
ergibt sich der Losungsraum Us(u) = C3.
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3. Offenbar ist lin{es} ein zum linearen Teilraum U, () = lin{e;, e} in C3 kom-
plementérer linearer Teilraum. Der Vektor

1 1 3 0 3
(A — ,bLE3)€3 =1-1 -1 -2 0]l=1]1-2]¢€ Uz(M)
0O 0 0 1 0

erzeugt bereits einen zum Eigenraum U; (i) = lin{u} in Uy(n) = lin{ey, e} kom-
plementéren Teilraum. Auch der Vektor

1 1 3 3 1
(A—pE3)?es=|-1 -1 2||-2|=]|-1|=ueUi(p
0 0 0 0 0

spannt bereits den Eigenraum U; (i) = lin{u,} auf.
Somit bilden die Vektoren

0 3 1
V] = €3 = 0 y Uy = (A — /,LE3)€3 =1|-2 s V3 = (A — /LE3)2€3 =1-1
1 0 0

eine Basis B = {vy, v, v3} des C> mit
Avy = puvy + vz, Avy = pvy +v3,  Avy = s,

woraus sich die Koordinatendarstellung

w00 100
PpAd' =1 n 0| =|11 0] eC>?
01 pu 011

als untere Dreiecksmatrix in Jordan-Normalform ergibt. O



Aufgabe 7. Man zeige, daB3 die Matrix

2 10
A=]|-10 0] eC?®3
0 01

nicht diagonalisierbar ist und berechne ihre Jordan-Normalform!

Losung. 1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det(4A — wE3) = 0 zur
Bestimmung der Nullstellen y € C liefert

2—n 1 0
0=| -1 —u 0 |=A-pE-2u+1)=0-p?
0 0 1-p

und damit den algebraisch dreifachen Eigenwert yu = 1.
2. Die zugehorigen Eigenvektoren u € C3 von A ergeben sich aus den Losungen
des Gleichungssystems (4 — wE3)u = 0. Eine elementare Umformung der Matrix

1 1 0 110
1 -10 J+ ergibt [0 0 0

0 0 O 0 00
Somit erzeugen bereits die beiden Eigenvektoren
0 1
ur =10 und u, = | -1
1 0

den Eigenraum U;(u) = lin{u, u,} zum dreifachen Eigenwert © = 1, woraus folgt,
daB A nicht diagonalisierbar ist.

Um den linearen Teilraum U, () = (A4 — nE3) U, (n)] D Ui(n) von C3 zu
bestimmen, werden die Losungen u € C3 der Gleichung (4 — uE3)u = au; + Bus
flr beliebige «, B € C berechnet. Elementare Umformungen der erweiterten Matrix

1 1 0| B 11018
-1 -10 | -8 1+ fihrenauf [0 0 O | O],
0 0 0| « 000 | «

woraus sich der Losungsraum U,(u) = C3 ergibt, wenn die Losbarkeitbedingung
a = 0 erfiillt ist.
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3. Offensichtlich ist lin{e; } ein zum Eigenraum U; (u) = lin{u,u,} in C3 komple-
mentarer linearer Teilraum. Der Vektor

1 1 0 1 1
(A — ,LLE3)€1 =1-1 -10 0l=|-1]=u,c¢ Ul(/.L)
0O 0 0/\O 0

wird durch u; € U;(u) zu einer Basis {uy,u,} des Eigenraums U; () = lin{uy, us}
erginzt. Somit bilden die Vektoren
1
, p=(A—-puEy)ey=|-1|, vs=u =
0

UV =€ =

S S =
= e S

eine Basis B = {v;, v, v3} des C> mit
Avy = pvy + v, Avy = pvy,  Avs = uvs,

woraus sich die Koordinatendarstellung

L0 0 100
PpAdz' =1 p 0|=]|110]|ecC?
00 u 001

als untere Dreiecksmatrix in Jordan-Normalform ergibt. O



