Ubungsaufgaben 7
Skalarprodukt und Orthogonalitat

Aufgabe 1. Durch die drei Vektoren

8 0 12
vi =101, vy=14], vs=]-3]¢€ R3
0 3 4

wird ein Spat S = {a1v1 + 202 +a3v3 € R3 | 0 < oy, 02, 03 < 1} C R? aufgespannt.
Man berechne Rauminhalt und Oberflicheninhalt! ®

Lésung. 1. Der Rauminhalt R des Spats S ist die Wurzel aus der Determinante von

(vilvy) (vilv2) (vilvz) 8 0 0\ /80 12
G(v1,v2,03) = | (v2|v1) (v2]vz) (V2]v3) | =10 4 3 04 -3
(v3lv1) (v3fva) (vs|vs) 12 -3 4 03 4

Da transponierte Matrizen dieselben Determinanten

8 0 0 80 12
0 4 3]=104 -3]=38
12 -3 4 03 4

4 —
3=200

besitzen, ergibt sich der Rauminhalt R = /det(G(vy, v2, v3)) = 200.
2. Der Spat S C R3 wird von sechs paarweise deckungsgleichen, in parallelen
Ebenen liegenden Parallelogrammen

I, = {a2v2 + azv; € R? | 0 < oy, 03

A

1},
<1},

I1; = {0511)1 + arv, € R3 | 0<wp,ay < 1}

A

Hz = {0411)1 + a3V3 € R3 | 0 < 1,03

begrenzt. Der Flicheninhalt Fy jedes Parallelogramms IT; C R wird mit Hilfe von
Gram-Determinanten berechnet. Es gilt

(v2]v2) (v2]v3) 25 0
F2 = det(G(vy, = = = 652,
! (G oz, v3)) (v3lv2) (v3lv3) 0 169

(v1]v1) (vi|vs) 64 96
F2 = det(G , = — — 402’
2 = det(@Qurva) =1 ) (sfos)| |96 169

F32=det(G(v1,v2)) _ (vilv1) (vi|v2) _ 64 0 — 402

(v2]v1) (v2|v2) 0 25
Somit folgt F = 2F; + 2F, 4+ 2F; = 290 fiir den Oberflicheninhalt. O
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Aufgabe 2. Seien die Verschiebungsvektoren vy, v, € R* sowie die Richtungsvekto-
ren uy, u, € R* der beiden affinen Geraden G; = {v; + Aju; € R* | A; € R} und
G, = {v2 + Au; € R* | A, € R} durch

2 0 1 2
1 3 ) -3 1
V] = _7 y Uy = 5 SOWIE U = 3 s Uy = .
0 4 -1 -2

gegeben. Man bestimme den kiirzesten Vektor w € R*, der die beiden Geraden G,
und G, miteinander verbindet! Welche Lange hat dieser Vektor? ®

Losung. 1. Es sollen alle Vektoren w € R* ermittelt werden, welche die Geraden G,
und G, miteinander verbinden und auf den Richtungsvektoren u,, u, € R* senkrecht
stehen: Dazu wird eine Basis {u3,u4} des zu U = lin{u;,u,} in R* orthogonalen
Komplements U+ bereitgestellt. Der Teilraum U+ = {u € R* | (u|u;) = (u|uz) = 0}
besteht aus den Losungen u € R* des homogenen Gleichungssystems

1 =3 3 —1]0) <+ (700 —7]|0\ |:7 42
d somit
(2 1 —1 -2 | o) j~3 Hne somi (2 | -1 -2 | o) .
sowie schlieBlich

10 0 —-1]0
( | €R4

. Damit bilden wu; =
01-1010

S = = O
<
N
I

—_— 0 O ==

eine Basis {us, us} des linearen Teilraums UL = lin{us, u4}.

Vektoren w € U+, die beide Geraden G, und G, miteinander verbinden, erfiillen
w = A3M3 + /’\41/!4 sowie w = (U2 + Azuz) — (U1 + klul) fir geeignete Koordinaten
Al,..., A4 € R. Wegen us, us € U+ erhilt man das inhomogene Gleichungssystem

As(usluz) + Ag(ugluz) = (wluz) = (v2 —vilusz)
Az(uslug) + Aa(ualus) = (wlug) = (v2 —vifua),
woraus sich 213 = 14 sowie 244 = 2 und somit A; = 7 und A4, = 1 ergibt. Damit ist

1

wz)t3u3—|—/\4u4= GUJ_

— N

derjenige Vektor, der die Geraden G; und G, miteinander verbindet und auf ihren
beiden Richtungsvektoren senkrecht steht. Dieser Vektor hat die Lange |w|| = 10.
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2. Es bleibt zu zeigen, daB w € U+ der kiirzeste Vektor ist, der die Geraden G,
und G, miteinander verbindet: Ist u = (v, + pous) — (vy + pquy) mit pwy, uy € R
irgendein Verbindungsvektor, so folgt aus w = (vy + Asu2) — (vi +Aquq) € U+ sofort

Jul> = (w + (u —w)|w + (u —w))
= (w + (12 — A2)uz — (1 — Aug|w + (2 — A)uz — (1 — Ar)uy)
= [w|® + [(u2 — A2)uz — (1 — A)ur||* > Jw]>.
Damit ist w € U+ der kiirzeste Vektor ist, der die Geraden G, und G, miteinander
verbindet. Der Vektor mit dieser Eigenschaft ist eindeutig bestimmt, denn aus der
Identitét |u||* = ||w|? folgt stets (2 — A2)us — (1 — A)u; = 0 und damit u; = A4
und u, = Ay, alsou = w, da {uy, u,} eine Basis von U ist. O
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Aufgabe 3. Gegeben seien die Vektoren

3 10 7
0 12 55
U = , Uy = und v = e R*.
4 5 4
12 24 11

1. Man bestimme Orthonormalbasen der linearen Teilrdume U = lin{uy, u,} sowie
Ut = {u e R*| (u1|u) = (u2|u) = 0} von R*!
2. Man berechne die Orthogonalprojektion und das Lot von v auf U'!

Losung. 1. Als ersten Basisvektor einer Orthonormalbasis {vq, v,} von U kann man
den normierten Vektor

3
Ui 1
V1 = = —
Coull 13| 4
12
wahlen. Wegen (u;|v;) = 26 ergibt sich im nichsten Schritt
10 3 4 4
12 0 12 103 1112
Wy = Uy — (Uz|v1)V = -2 = , also vy, = = —
2 2 — (u2|v1)vy 5 4 _3 2 o — 13| -3
24 12 0 0

und somit eine Orthonormalbasis {v{, v,} von U.
2. Um eine Basis {u3,u4} des orthogonalen Komplements U+ von U in R* zu
bekommen, sucht man nach Lésungen u € U+ des homogenen Gleichungssystem

30 4 12
u =0,
(4 12 -3 0 )
das sich aus den Bedingungen (vy|u) = 0 und (v,|u) = 0 ergibt. Sowohl die erste
Komponente o € R als auch die dritte Komponente 8 € R der allgemeinen Losung

o
—30 + 3

p
Lo 4
dieses homogenen Gleichungssystems sind frei wahlbar. Fiir (¢, 8) = (0, 12) bzw.
(a, B) = (12, 0) erhdlt man zwei linear unabhingige Basisvektoren

0 12
3 —4
Uz = e Uy = 0 von U™,

—4 -3
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3. Als ersten Basisvektor einer Orthonormalbasis {vs, vs} des Teilraums U~ kann
man den normierten Vektor

0

_uz 1 3
BT sl T 13| 12
—4

wahlen. Wegen (u4|v3) = 0 erhdlt man im nachsten Schritt

12 12
—4 Wy 1 —4
Wy = Ug — (Usg|V3)V3 = e also vy = Ta =51l o
_3 _3

und damit eine Orthonormalbasis {vs, v4} von U~.
4. Da {vq, v} eine Orthonormalbasis von U ist, ergibt sich die Darstellung

3 4 19
0 12 48
P(v) = (v|vy)vy + (v|va)vy = 13v; 4+ 520, = 4 +4 3 = .
12 0 12

fiir die Orthogonalprojektion P(v) € U von v € R* auf U sowie

7 19 _12
55 48 7
v=PO =L =517 12
1 12 1

fiir das Lot v — P(v) € U+ von v € R* auf U. O
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Aufgabe 4. Durch die drei Vektoren

3 6 4
ur =141, u,=121,us=1,3 €R3
0 0 2

wird ein Tetraeder {slul + sou, + s3uU3 € RS | 0 < 51,852,853 < 1,S1 + 55 + 53 < 1}
aufgespannt. Man berechne die Orthogonalprojektion und das Lot von u3 € R? auf
die Grundebene U = lin{u, u,}! Welchen Rauminhalt hat der Tetraeder?

Lésung. 1. Die Koordinaten x € R? der Orthogonalprojektion P(u3) € U des Spit-
zenvektors uz € R3 auf U bzgl. der Basis {u, u,} sind durch P(u3) = xju; + xou,
definiert. Wegen (u|uz— P(u3)) = Ound (uz|uz— P(u3)) = 0sind diese Koordinaten
somit Losung des inhomogenen Gleichungssystems

(uilur) (urluz) ) [x _ (uilus) also von 25 26\ [ x; _ 24
(uzlur) (uzluz)) \x2 (uz|us) 26 40 \ x5 30

sowie

25 26\ [x; _ 24 und schlieBlich 0 =324\ [ x; _ —126 ’
I 14) \x» 6 1 14 X2 6

woraus sich x; = g und x, = % ergibt. Daraus ergibt sich die Orthogonalprojektion

5 3 7 6 4
Pus)=xiu1+xu==4]1+—=1|2|=13
9 18
0 0 0
und das Lot
4 4 0
uz—Pus)=13|—-13]=10 von us auf U.
2 0 2

2. Der Rauminhalt R des Spats, der von den Vektoren uy, u,, u3 € R* aufgespannt
wird, ist die Wurzel aus der Determinante von

(urluy) (uiluz) (uqlusz) 340\ /(364
G(uy,uz,u3) = | (uzlur) (uz2luz) (u2fus) | =1620|1423
(uslu1) (usluz) (uslus) 432/\002
Da transponierte Matrizen dieselben Determinaten
340 364
36

620 =423=2
432 002

=36

42

besitzen, ergibt sich R = 36. Der Tetraeder hat somit den Rauminhalt éR =6. U
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Aufgabe 5. Seien die Verschiebungsvektoren vy, v, € R3 sowie die Richtungsvekto-
ren uy, u, € R der beiden affinen Geraden G; = {v; + Aju; € R? | A; € R} und
G, = {v2 + Au; € R* | A, € R} durch

6 5 10 8
vi=1|81], vo=1|-9 sowie u;=\|-12|, u,=1]3
1 3 1 5

gegeben. Man bestimme den kiirzesten Vektor w € R?, der die beiden Geraden G,
und G, miteinander verbindet! Welche Lange hat dieser Vektor?

Lésung. 1. Es sollen alle Vektoren w € R? ermittelt werden, welche die Geraden G,
und G, miteinander verbinden und auf den Richtungsvektoren u;, u, € R3 senkrecht
stehen: Dazu wird eine Basis {u3} des zu U = lin{u,u,} in R* orthogonalen Kom-
plements U~ bereitgestellt. Der Teilraum U+ = {u € R? | (ufu1) = (u|uz) = 0}
besteht aus den Losungen u € R3 des homogenen Gleichungssystems

10 12 1 | 0\ < (42021 |0\ | :21 19
d somit
(8 35|0)j.4 HRE SOt (835|0)<J+
sowie schlieBlich
-3

20110 Lo
| . Damit bildet u; =] -2] e R?
0310 )

eine Basis {u3} des linearen Teilraums U+ = lin{us}.

Vektoren w € U+, die beide Geraden G; und G, verbinden, erfiillen w = Asus
und w = (vy + Auz) — (v; + Aquy) fiir geeignete Koordinaten A, A5, A3 € R. Auf-
grund von u3 € U+ erhiillt man die Gleichung A3(us|uz) = (w|uz) = (va — vy|us),
woraus sich 4913 = 49 und somit A3 = 1 ergibt. Damit ist w = Azuz = uz € U+
derjenige Vektor, der die Geraden G; und G, miteinander verbindet und auf ihren
beiden Richtungsvektoren senkrecht steht. Dieser Vektor hat die Lange |w|| = 7.

2. Istu = (vy + pauz) — (vy + pyuy) mit g, uo € Rirgendein Verbindungsvektor,
so folgt aus w = (vy + Asuz) — (v1 + Auy) € UL sofort

Jul> = (w + (u—w)|w + (u —w))
= (w + (12 — A2)uz — (g — Auy|w + (2 — A)uz — (1 — Ar)uy)
= [wl® + (2 — A2)uz — (1 — ADuy || = [Jw]>.
Damit ist w € U+ der kiirzeste Vektor ist, der die Geraden G; und G, verbindet. [
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Aufgabe 6. Man wende auf die Vektoren

2 1 7
ur=1|-3\1, u=1|0\|, us=1|7
6 2 0

der Basis {u, u», u3} von R? das Orthonormierungsverfahren von Schmidt an!

Losung 1. Der erste Vektor u; € R? wird normiert und man erhélt

=0

Ui

el

V1 =

2w

6
7

2. Das Skalarprodukt (u,|v;) = 2 liefert den zu v, orthogonalen Vektor

1 2 3 3
7 7 ] W 7

Wy = Uy — (M2|1)1)U1 =]10]-2 —% = g und somit Uy = = g
2 6 2 ||w2|| 2

7 7 7

3. Die Skalarprodukte (u3|vy) = —1 und (u3|v,) = 9 ergeben schlieBlich den zu v,
und v, orthogonalen Vektor

7 2 3 24
7 7 7
ws = uz — (uslv)vy — (sl = | 7|+ -2 | -9 ¢| =] -2
0 6 2 _12
7 7 7
und somit
6
7
w3
‘03 = = —% s
lwal — | 3
7

woraus sich die Orthonormalbasis {v;, v, v3} von R3 ergibt. O



Ubungsaufgaben 7*
Symmetrische und orthogonale Operatoren

Zusatzaufgabe 1. Seien V' ein n-dimensionaler euklidischer Raum mit dem Skalar-
produkt ( | ) : V xV — Rsowie T € L(V;V) ein symmetrischer Operator mit
den Eigenwerten Aq,...,A, € R, wobei A, € R der kleinste und A* € R der grofite
Eigenwert von T sein soll.
1. Man zeige, daB3 die Beziehung A, (u|u) < (T (u)|u) < A*(u|u) fir alleu € V gilt!
2. Man weise nach, daf3 im Falle A, > 0 durch (u|v), = (T'(u)|v) fiir u, v € V ein

weiteres Skalarprodukt ( | )o: V x V — R in V definiert wird! ®
Losung. 1. Da T € L(V;V) ein symmetrischer Operator ist, gibt es eine Orthonor-
malbasis B = {vy,...,v,} von V aus Eigenvektoren vy € U;(Ag) fiir k € {1,...,n}
zu den Eigenwerten A{,...,A, e Rvon T.

Stellt man einen beliebigen Vektor u = ) ;_, x¢v, € V mit Hilfe seiner Koordina-
ten x = ®p(u) € R” bzgl. der Orthonormalbasis B von V dar, so ergibt sich wegen
T (vr) = Arvg die Beziehung

(T@)w) =Y Y xaxe (T@)lve) = Y Y xiexe Ae(velve) = Y Aelxa|?

k=1{=1 k=1 (=1 k=1
und somit wegen A, < A < A* und xx = (u|vg) fiir alle k € {1,...,n} schlieBlich

holtl) = 3 Al < 30 A < 30 A%l = A% (.
k=1 k=1 k=1
2. Wegen der Symmetrie von 7" € L(V; V) erhidlt man zunichst
U[v)e = (T(W)|v) = W|T(v)) = (T'()[u) = (v|u)o
sowie desweiteren
(u|Av 4+ pw)o = (TulAv + pw) = A(Tu|v) + w(Tu|lw) = A(u|v)o + w(u|w),
firalle A, x € Rund u, v, w € V. Im Falle A, > 0 gilt nach Schritt 1
ulu)o = (T(W)|u) = As(ulu) >0 fliralleu € V.

Gilt (u|u), = 0 firein u € V, so folgt daraus (u|u) = 0 und somit u = 0. OJ
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Zusatzaufgabe 2. Gegeben seien die Vektoren

5 0 0 —15 15
vi=10], vo=|3], vs=|-4] und u; =| -6 |, u, =122 eR3,
0 4 3 42 46

sowie die linearen Teilrdume Vi = {u € R? | (vk|u) = 0} von R? und die Orthogo-
nalprojektoren Py € L(R?;R?) von R? auf V; fiir k € {1,2,3}. Ferner werden das
von uq, u, aufgespannte Parallelogramm I1 = {a1u1 +aus €ER3|0< 0,0 < 1}
sowie die Projektionen TTx = {o Pr(u1) + a2 Pr(uz) € R?* | 0 < o, 00 < 1} auf Vg
fir k € {1,2, 3} betrachtet. Man zeige, daB fiir die Flacheninhalte F, F;, F,, F; der
Parallelogramme IT, I1;, IT,, I15 C R? die Beziehung F? = F? + F} + F7 gilt!

I1,

V1

V3
n

Losung. 1. Die Vektoren vy, v,, v3 € R3 stehen jeweils paarweise senkrecht aufeinan-
der, sie bilden also eine Orthogonalbasis. Daraus folgt fiir die linearen Teilrdume
Vi ={u € R’ | (vi|u) = 0} = lin{v,, vs},
V, = {u e R?| (vylu) = 0} = lin{vy, v3},
Vs = {u € R3 | (v3|u) = 0} = liIl{Ul, Uz}.
2. Fiir die Koordinaten «;, o, @3 € R und By, B>, B3 € R der beiden Vektoren

Ul = 01V +UV2+ 0303 und Uy = /31U1+/32U2+,33U3 S R3 ngl der Orthogonalbasis
{v1, V2, v3} gilt (u;|vg) = ag||ve||? sowie (uz|vr) = Br||lve |l fiir k € {1,2,3}, also

S GO LV o = a2 S G LEY

1 — (W 5 — 9 2 — N 115 — U 3 — — Y,
v [v2] |vs]|?

By = (u2|vy) =3, B, = (u2|v2) — 10, Bs= (u2|v3) _

lva ]I lv2]1? lvs|?
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Man erhilt beziiglich der Basis {v;, v, v3} fiir u;, u, € R? die Darstellungen als
Linearkombinationen u; = —3v; + 6v, + 6v; und u, = 3v; + 10v, + 2vs.
Fiir die Projektionen P (u1), Px(u3) € Vi folgen hieraus die Darstellungen

0 0
Pl(ul) = 6U2 + 6U3 =1|-6 s Pl(uz) = 101)2 + 2U3 =1221,

42 46

(—15) 15
Pz(ul) = —3U1 + 6U3 =|-24 s Pz(uz) = 31)1 4+ 21)3 =1-8 y

\ 18 ) 6

(—15) 15
P3(M1) = —31)1 + 6U2 = 18 , P3(M2) = 31)1 4+ 102)2 = |30

\ 24 ) 40

3. Fiir die Berechnung der Flacheninhalte F;, F,, F5, F der vier Parallelogramme
I1,, I,, I3, IT C R3 werden Gram-Determinanten benutzt. Es gilt

2 _ (u1|u1) (u1|u2) _ 2025 1575 _ 18002
sowie
F2_ (Pr(u1)|Pr(u1)) (Pr(ur)|Pr(u2)) _ |1800 1800} _ 12002
! (P1(u2)| P1(u1)) (P1(u2)|P1(uz)) 1300 2600 ’
F2 — (Pa(u1)| P2(u1)) (P2(ur)|P2(u2)) _ 1125 75 — 6002
2 |(P(w2) [ Py(w1)) (Po(ua)|Pa(w2))| | 75 325 ’
F2 (P3(u1)|P3(u1)) (P3(u1)|P3(uz)) _ 125 1275 12002
> (Psu2)| P3(u1)) (P3(u2)| P3(uz)) 1275 2725 '

Daraus folgt tatsichlich die Beziehung F? = F? + F} + FZ. O
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Zusatzaufgabe 3. Sei die orthogonale symmetrische Matrix

6 3 2
7 7 7
A=|2 -2 -5 eR¥ gegeben
2 _6 3
777 7
Man bestimme eine Orthonormalbasis von R? aus Eigenvektoren von A! ®

Losung. 1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det(4 — AE3) = 0 zur
Findung der reellen Eigenwerte A € R liefert

g2 3 2 $-13-312-2A —-1-1 0 0
— 3 2 6 _ 3 _ 3
0= ; —7;A3—7 =1 7 1-2 0 |= 7 1-1 0
z £ 2-2 2 0 1—2 2 0 1-2

und somit (1 + A)(1 — A)? = 0. Somit besitzt die Matrix A € R3*3 die Eigenwerte
AM=—-lund A, =A;=1.

2. Um die zugehorigen Eigenvektoren vy € R? fiir £ € {1,2,3} zu bestimmen,
werden die Losungen des Gleichungssystems (4 — Ay E3)vy = 0 berechnet:

Im Falle A, = —1 fithren elementare Umformungen der Matrix
$ 43 g B3y g7
3 2 ¢ + auf 6 2 0] ]:2
%—%% + -9 -30 |:3j+

und somit zu

1332 j+ 402 1 1
310 (-3) und 310])] , also v, = \/__ -3
0 00 000 14 -2
Dabher ist Uy (A1) = lin{v;} der Eigenraum zum Eigenwert A; = 1.
Fiir A, = A3 = 1 fiihren elementare Umformungen der Matrix
1 3 2
-7 7 3 3'3 2 -7 33
% —% —g + auf 0 00
fog i) — 0 00
und somit zu orthogonalen Eigenvektoren
2 -3
1 0 d : 5
Uy = —= un V3 —= — —
RE vl
Damit ist U;(A,) = lin{v,, v3} der Eigenraum zum Eigenwert A, = A3 = 1 und

B = {v1, v5, v3} eine Orthonormalbasis in R? aus Eigenvektoren von A. O



Zusatzaufgabe 4. Man weise nach, daf3 die Matrix
1 3 1
—av3 i 2

1

1
L 13 L3 | e RS

A = _Z
1
V3 o3 0
orthogonal ist sowie det(A4) = 1 gilt und finde geeignete Winkel ¢, ¥, 6 € [0, 25| fiir
eine Zerlegung von A = A; A, A3 € R3*3 in ein Produkt von Drehmatrizen
1 0 0 cosy 0 —siny cosf —sinf 0
A1 =10 cosgp —sing |, A = 0 1 0 , A3= ] sinf cosf O
0 singp cosg sinyy 0 cosy 0 0 1
Lésung. 1. Die Matrix A € R3*3 ist orthogonal, denn es gilt
3 100

NEAYENG

!

_1./3 1 3
4 4 4 2
aa=| 3 43 || 4 3 LVE| =010
1 1 1 1
-5 3V3 0 VAT S 001
Bei der Berechung der Determinante
1 3 1 1 1
ST E S _1L/3 1
det(4) =| -+ V313 =| -1 o0iv3=-2| * | 23 _
1 1 a2
> 0 5v3 2 0

wurde zuerst das +/3-fache der ersten Spalte zur zweiten Spalte addiert und dann
nach der zweiten Spalte entwickelt.
2. Gefunden werden sollen drei Winkel ¢, ¥, 8 € [0,2x[, so daB das Produkt
cosf —sinf 0

A, A, A5 € R¥3 der drei Drehmatrizen
sinf cosf 0

cosy 0 —siny

1 0 0
Ay =0 cosgp —sing |, Ay = 0 1 0 , A3 =
0 sing cosg sinyy 0 cosy 0 0 1
mit der vorgegebenen Matrix A € R**® {ibereinstimmt. Dazu wird die Matrix A4
Schritt fiir Schritt mit den inversen Drehmatrizen
cosf sinf 0 cosy 0 siny 1 0 0
A} = | —sinf cosf 0|, A} = 0 1 0 |,Al =0 cosg sing
1 —siny 0 cosy 0 —sing cosg

0 0
multipliziert, um sukzessive die unbekannten Winkel zu bestimmen.



14

Im ersten Schritt berechnet man das Produkt
—1/3c0s0 — 2sinf —1/3sin6 +3cosf —1
AAY = | —1cosf —1/3sinf —isinf + 1v/3cosd 13
3V/3cosf —1sinf  14/3sinf + Jcosh 0
und bestimmt den Winkel 6 € [0, 2x[ derart, daB3 die Eintrige in der ersten Zeile die

Bedingungen

—3V3cosf —2sinf > 0 und —%ﬁsin@—i—%cos@zo

erfiillen. Dies ist gerade fiir 6 = %, also cos# = —1 und sinf = —1./3 der Fall,
woraus
Wio -
AAT=| 1 o 13| folgt
0O -1 0

Im zweiten Schritt wird das Produkt
1/3cosy 4+ Lsiny 0 L/3Bsiny —Lcosy
2 2 2 2
AATAT = | Lcosy —2/3siny 0 Lsiny + 24/3cosy
0 —1 0

berechnet und der Winkel ¥ € [0, 27| so bestimmt, da3 die Eintrdge in der ersten
Zeile den Bedingungen

IN3cosy + 2siny >0 und 1+/3siny —Lcosy =0

. . . 1 1 . 1
genligen. Daraus ergibt sich ¢ = ¢, also cosy = 5«/5 und sin §y = 7, woraus

1 0 0 1 00
0 cosp —sing | =4, = AA34]=|0 0 1| folgt.
0 singp cosg 0-10

Der Winkel ¢ = %n € [0, 2 erfiillt die Bedingungen cos¢ = 0 und sing = —1.
Somit 4Bt sich A = A, 4, A5 € R3*3 als Produkt der drei Drehmatrizen

100 V3o -1 -3 V30
Ar=[0 0 1|, 4= 0 1 0 |. 43=|-2v3 -1 0
0-10 1 0iy3 0 0 1

schreiben. O



Zusatzaufgabe 5. Man zeige, daB3 die beiden symmetrischen Matrizen

1 —48 5 —24
Ay=|—-4 7 4|, A4,=]-2 8 2| eR**®
8 4 1 4 25

die Beziehung A; A, = A, A, erfiillen und finde eine Orthonormalbasis des R* aus
Vektoren vy, v, v3 € R3, die sowohl Eigenvektoren von A, als auch von A, sind!

Losung. 1. Die Matrizen A, und A, sind vertauschbar, denn wegen

1 —48 5 24 45 —18 36
A1Ay =] -4 7 4 -2 8 21=1]-18 72 18
8 4 1 4 25 36 18 45
sowie
5 24 1 —48 45 —18 36
AAy=|-2 8 2||—-4 7 4|=1]-18 72 18
4 25 8 4 1 36 18 45

gllt A1A2 = A2A1.
2.1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det(4; — AE3) = 0 zur Fin-
dung der Eigenwerte A € R liefert

1-A —4 38 9—A —1842% 0
0=| -4 7—-%1 4 |=|—-4 7-1 4
8 4 1—-1 [9-12 0 9-21

91 0 0
=| 4 —9-1 4 |=(9-1
9-4 0 9-—2

9-1 0

o o= RTAA=9.

Somit besitzt die Matrix A; die Eigenwerte A; = —9und A, = A5 = 9.

2.2. Fir £ € {1,2} wird jeweils der Eigenraum U;(A¢) von A; zum Eigenwert Ay
durch Losung des homogenen Gleichungssystems (A4; — A¢E3)u = 0 bestimmt:

Im Falle A; = —9 fiihren elementare Umformungen der Matrix

10 —4 § -4 10 —4 8§ | 12

—4 16 4 1+ auf 36 0 36 | :36

8 4 10 + 18 0 18/ | :18
und somit zu

5 -24 ﬁJr 1 -20 2
1 01 (1) 4-(-4) sowie 1 0 1], alsou;=11

101:|+ 000 -2

Dabher ist U;(A1) = lin{u;} der Eigenraum von A; zum Eigenwert A; = —9.
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Fiir A, = A3 = 9 liefern elementare Umformungen der Matrix

-8 —4 8 | 1 4 + 00 O
—4 -2 4 |;2j+ offenbar 00 0],
8 4 -8/ |:4 212

also den Eigenraum U; (A,) = U; (A1) von A; zu A, = A3 = 9.
3.1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det(4, — wE3) = 0 zur
Findung der Eigenwerte i € R fihrt auf

5—u 2 4 9—pn —184+2n O
O=| -2 8—pn 2 |=| =2 8—nu 2
4 2 5—n 9—u 0 9—pun
9—un O 0
9—u 0
=| 2 —p 2 |=-u = —u(—9)>.
O—u 9—pn

9—pn 0 9—pu
Daher hat die Matrix A, die Eigenwerte u; = O und p, = 3 = 9.

3.2. Fir £ € {1,2} wird jeweils der Eigenraum U;(u¢) von A, zum Eigenwert g
durch Losung des homogenen Gleichungssystems (A, — ¢ E3)v = 0 bestimmt:

Im Falle u; = 0 fiihren elementare Umformungen der Matrix
5 24

4 5 -2 4
-2 8 2 a auf 18 0 18] | :18
4 25 N 90 9/ |:9
und somit zu

5 -24 ﬁ+ 1 -20 2
1 01 “(=1) J-(-4) sowie 1 01 =1 1

, also v; =
1 01 1+ 00 0 )

Daher ist Uy (u1) = lin{v;} der Eigenraum von A, zum Eigenwert p; = 0.
Fir u, = 3z = 9 liefern elementare Umformungen der Matrix

-4 =2 4 00 O

-2 -1 2 (j offenbar 00 01,
21 =2

also den Eigenraum U, (i») = U; (i) von A, zu o = i3 = 9.
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4. Somit ist nachgewiesen, dal3 die vertauschbaren Matrizen A; und A, dieselben
Eigenrdaume U; (Ax) = U; () fiir k € {1, 2} besitzen. Die orthogonalen Vektoren

1 2
u, =2\, us=\|-21€Ui(dy)
2 1

erginzen u, € U;(1;) zu einer Basis des R>. SchlieBlich erhilt man durch Normie-
rung eine Orthonormalbasis des R? aus Vektoren

2 1 2
751 . 1 1 Uy . 1 2 Us . 1
- g ) - g ) - § - )
fall =3 ) el T3\ el T3

die sowohl Eigenvektoren von A4 als auch von A4, sind. O



