
Übungsaufgaben 7

Skalarprodukt und Orthogonalität

Aufgabe 1. Durch die drei Vektoren

v1 D

0B@80
0

1CA ; v2 D

0B@04
3

1CA ; v3 D

0B@12�3
4

1CA 2 R3

wird ein Spat S D
˚
˛1v1C˛2v2C˛3v3 2 R3 j 0 � ˛1; ˛2; ˛3 � 1

	
� R3 aufgespannt.

Man berechne Rauminhalt und Oberflächeninhalt! ±

Lösung. 1. Der Rauminhalt R des Spats S ist die Wurzel aus der Determinante von

G.v1; v2; v3/ D

0B@.v1jv1/ .v1jv2/ .v1jv3/

.v2jv1/ .v2jv2/ .v2jv3/

.v3jv1/ .v3jv2/ .v3jv3/

1CA D
0B@ 8 0 0

0 4 3

12 �3 4

1CA
0B@8 0 12

0 4 �3

0 3 4

1CA :
Da transponierte Matrizen dieselben Determinantenˇ̌̌̌

ˇ̌̌ 8 0 0

0 4 3

12 �3 4

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌8 0 12

0 4 �3

0 3 4

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D 8 ˇ̌̌̌ˇ4 �33 4

ˇ̌̌̌
ˇ D 200

besitzen, ergibt sich der Rauminhalt R D
p

det.G.v1; v2; v3// D 200.
2. Der Spat S � R3 wird von sechs paarweise deckungsgleichen, in parallelen

Ebenen liegenden Parallelogrammen

…1 D
˚
˛2v2 C ˛3v3 2 R3

j 0 � ˛2; ˛3 � 1
	
;

…2 D
˚
˛1v1 C ˛3v3 2 R3

j 0 � ˛1; ˛3 � 1
	
;

…3 D
˚
˛1v1 C ˛2v2 2 R3

j 0 � ˛1; ˛2 � 1
	

begrenzt. Der Flächeninhalt Fk jedes Parallelogramms …k � R3 wird mit Hilfe von
Gram-Determinanten berechnet. Es gilt

F 2
1 D det.G.v2; v3// D

ˇ̌̌̌
ˇ.v2jv2/ .v2jv3/

.v3jv2/ .v3jv3/

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ25 0

0 169

ˇ̌̌̌
ˇ D 652;

F 2
2 D det.G.v1; v3// D

ˇ̌̌̌
ˇ.v1jv1/ .v1jv3/

.v3jv1/ .v3jv3/

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ64 96

96 169

ˇ̌̌̌
ˇ D 402;

F 2
3 D det.G.v1; v2// D

ˇ̌̌̌
ˇ.v1jv1/ .v1jv2/

.v2jv1/ .v2jv2/

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ64 0

0 25

ˇ̌̌̌
ˇ D 402:

Somit folgt F D 2F1 C 2F2 C 2F3 D 290 für den Oberflächeninhalt. �
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Aufgabe 2. Seien die Verschiebungsvektoren v1, v2 2 R4 sowie die Richtungsvekto-
ren u1, u2 2 R4 der beiden affinen Geraden G1 D

˚
v1 C �1u1 2 R4 j �1 2 R

	
und

G2 D
˚
v2 C �2u2 2 R4 j �2 2 R

	
durch

v1 D

0BBB@
2

1

�7

0

1CCCA ; v2 D

0BBB@
0

3

5

4

1CCCA sowie u1 D

0BBB@
1

�3

3

�1

1CCCA ; u2 D

0BBB@
2

1

�1

�2

1CCCA
gegeben. Man bestimme den kürzesten Vektor w 2 R4, der die beiden Geraden G1

und G2 miteinander verbindet! Welche Länge hat dieser Vektor? ±

Lösung. 1. Es sollen alle Vektoren w 2 R4 ermittelt werden, welche die Geraden G1

undG2 miteinander verbinden und auf den Richtungsvektoren u1, u2 2 R4 senkrecht
stehen: Dazu wird eine Basis fu3; u4g des zu U D linfu1; u2g in R4 orthogonalen
KomplementsU? bereitgestellt. Der TeilraumU? D

˚
u 2 R4 j .uju1/ D .uju2/ D 0

	
besteht aus den Lösungen u 2 R4 des homogenen Gleichungssystems�

1 �3 3 �1 j 0

2 1 �1 �2 j 0

�
 �

�3

C

und somit
�
7 0 0 �7 j 0

2 1 �1 �2 j 0

�
j W 7

 ����

� .�2/

C

sowie schließlich

�
1 0 0 �1 j 0

0 1 �1 0 j 0

�
: Damit bilden u3 D

0BBB@
0

1

1

0

1CCCA ; u4 D

0BBB@
1

0

0

1

1CCCA 2 R4

eine Basis fu3; u4g des linearen Teilraums U? D linfu3; u4g.
Vektoren w 2 U?, die beide Geraden G1 und G2 miteinander verbinden, erfüllen

w D �3u3 C �4u4 sowie w D .v2 C �2u2/ � .v1 C �1u1/ für geeignete Koordinaten
�1; : : : ; �4 2 R. Wegen u3, u4 2 U

? erhält man das inhomogene Gleichungssystem

�3.u3ju3/ C �4.u4ju3/ D .wju3/ D .v2 � v1ju3/

�3.u3ju4/ C �4.u4ju4/ D .wju4/ D .v2 � v1ju4/;

woraus sich 2�3 D 14 sowie 2�4 D 2 und somit �3 D 7 und �4 D 1 ergibt. Damit ist

w D �3u3 C �4u4 D

0BBB@
1

7

7

1

1CCCA 2 U?
derjenige Vektor, der die Geraden G1 und G2 miteinander verbindet und auf ihren
beiden Richtungsvektoren senkrecht steht. Dieser Vektor hat die Länge kwk D 10.
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2. Es bleibt zu zeigen, daß w 2 U? der kürzeste Vektor ist, der die Geraden G1

und G2 miteinander verbindet: Ist u D .v2 C �2u2/ � .v1 C �1u1/ mit �1, �2 2 R

irgendein Verbindungsvektor, so folgt ausw D .v2C�2u2/�.v1C�1u1/ 2 U
? sofort

kuk2
D
�
w C .u � w/jw C .u � w/

�
D
�
w C .�2 � �2/u2 � .�1 � �1/u1jw C .�2 � �2/u2 � .�1 � �1/u1

�
D kwk2

C k.�2 � �2/u2 � .�1 � �1/u1k
2
� kwk2:

Damit ist w 2 U? der kürzeste Vektor ist, der die Geraden G1 und G2 miteinander
verbindet. Der Vektor mit dieser Eigenschaft ist eindeutig bestimmt, denn aus der
Identität kuk2 D kwk2 folgt stets .�2 � �2/u2 � .�1 � �1/u1 D 0 und damit �1 D �1

und �2 D �2, also u D w, da fu1; u2g eine Basis von U ist. �
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Aufgabe 3. Gegeben seien die Vektoren

u1 D

0BBB@
3

0

4

12

1CCCA ; u2 D

0BBB@
10

12

5

24

1CCCA und v D

0BBB@
7

55

4

11

1CCCA 2 R4:

1. Man bestimme Orthonormalbasen der linearen TeilräumeU D linfu1; u2g sowie
U? D

˚
u 2 R4 j .u1ju/ D .u2ju/ D 0

	
von R4!

2. Man berechne die Orthogonalprojektion und das Lot von v auf U ! ³

Lösung. 1. Als ersten Basisvektor einer Orthonormalbasis fv1; v2g von U kann man
den normierten Vektor

v1 D
u1

ku1k
D

1

13

0BBB@
3

0

4

12

1CCCA
wählen. Wegen .u2jv1/ D 26 ergibt sich im nächsten Schritt

w2 D u2 � .u2jv1/v1 D

0BBB@
10

12

5

24

1CCCA � 2
0BBB@
3

0

4

12

1CCCA D
0BBB@
4

12

�3

0

1CCCA ; also v2 D
w2

kw2k
D

1

13

0BBB@
4

12

�3

0

1CCCA
und somit eine Orthonormalbasis fv1; v2g von U .

2. Um eine Basis fu3; u4g des orthogonalen Komplements U? von U in R4 zu
bekommen, sucht man nach Lösungen u 2 U? des homogenen Gleichungssystem 

3 0 4 12

4 12 �3 0

!
u D 0;

das sich aus den Bedingungen .v1ju/ D 0 und .v2ju/ D 0 ergibt. Sowohl die erste
Komponente ˛ 2 R als auch die dritte Komponente ˇ 2 R der allgemeinen Lösung

u D

0BBB@
˛

�
1
3
˛ C 1

4
ˇ

ˇ

�
1
4
˛ � 1

3
ˇ

1CCCA
dieses homogenen Gleichungssystems sind frei wählbar. Für .˛; ˇ/ D .0; 12/ bzw.
.˛; ˇ/ D .12; 0/ erhält man zwei linear unabhängige Basisvektoren

u3 D

0BBB@
0

3

12

�4

1CCCA ; u4 D

0BBB@
12

�4

0

�3

1CCCA von U?:
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3. Als ersten Basisvektor einer Orthonormalbasis fv3; v4g des Teilraums U? kann
man den normierten Vektor

v3 D
u3

ku3k
D

1

13

0BBB@
0

3

12

�4

1CCCA
wählen. Wegen .u4jv3/ D 0 erhält man im nächsten Schritt

w4 D u4 � .u4jv3/v3 D

0BBB@
12

�4

0

�3

1CCCA ; also v4 D
w4

kw4k
D

1

13

0BBB@
12

�4

0

�3

1CCCA
und damit eine Orthonormalbasis fv3; v4g von U?.

4. Da fv1; v2g eine Orthonormalbasis von U ist, ergibt sich die Darstellung

P.v/ D .vjv1/v1 C .vjv2/v2 D 13v1 C 52v2 D

0BBB@
3

0

4

12

1CCCAC 4
0BBB@
4

12

�3

0

1CCCA D
0BBB@
19

48

�8

12

1CCCA
für die Orthogonalprojektion P.v/ 2 U von v 2 R4 auf U sowie

v � P.v/ D

0BBB@
7

55

4

11

1CCCA �
0BBB@
19

48

�8

12

1CCCA D
0BBB@
�12

7

12

�1

1CCCA
für das Lot v � P.v/ 2 U? von v 2 R4 auf U . �
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Aufgabe 4. Durch die drei Vektoren

u1 D

0B@34
0

1CA ; u2 D

0B@62
0

1CA ; u3 D

0B@43
2

1CA 2 R3

wird ein Tetraeder
˚
s1u1 C s2u2 C s3u3 2 R3 j 0 � s1; s2; s3 � 1; s1 C s2 C s3 � 1

	
aufgespannt. Man berechne die Orthogonalprojektion und das Lot von u3 2 R3 auf
die Grundebene U D linfu1; u2g! Welchen Rauminhalt hat der Tetraeder?

Lösung. 1. Die Koordinaten x 2 R2 der Orthogonalprojektion P.u3/ 2 U des Spit-
zenvektors u3 2 R3 auf U bzgl. der Basis fu1; u2g sind durch P.u3/ D x1u1 C x2u2

definiert. Wegen .u1ju3�P.u3// D 0 und .u2ju3�P.u3// D 0 sind diese Koordinaten
somit Lösung des inhomogenen Gleichungssystems 

.u1ju1/ .u1ju2/

.u2ju1/ .u2ju2/

! 
x1

x2

!
D

 
.u1ju3/

.u2ju3/

!
; also von

 
25 26

26 40

! 
x1

x2

!
D

 
24

30

!
sowie 

25 26

1 14

! 
x1

x2

!
D

 
24

6

!
und schließlich

 
0 �324

1 14

! 
x1

x2

!
D

 
�126

6

!
;

woraus sich x1 D
5
9

und x2 D
7

18
ergibt. Daraus ergibt sich die Orthogonalprojektion

P.u3/ D x1u1 C x2u2 D
5

9

0B@34
0

1CAC 7

18

0B@62
0

1CA D
0B@43
0

1CA
und das Lot

u3 � P.u3/ D

0B@43
2

1CA �
0B@43
0

1CA D
0B@00
2

1CA von u3 auf U :

2. Der Rauminhalt R des Spats, der von den Vektoren u1, u2, u3 2 R3 aufgespannt
wird, ist die Wurzel aus der Determinante von

G.u1; u2; u3/ D

0B@.u1ju1/ .u1ju2/ .u1ju3/

.u2ju1/ .u2ju2/ .u2ju3/

.u3ju1/ .u3ju2/ .u3ju3/

1CA D
0B@3 4 06 2 0

4 3 2

1CA
0B@3 6 44 2 3

0 0 2

1CA :
Da transponierte Matrizen dieselben Determinatenˇ̌̌̌

ˇ̌̌3 4 06 2 0

4 3 2

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌3 6 44 2 3

0 0 2

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D 2 ˇ̌̌̌ˇ3 64 2

ˇ̌̌̌
ˇ D �36

besitzen, ergibt sich R D 36. Der Tetraeder hat somit den Rauminhalt 1
6
R D 6. �
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Aufgabe 5. Seien die Verschiebungsvektoren v1, v2 2 R3 sowie die Richtungsvekto-
ren u1, u2 2 R3 der beiden affinen Geraden G1 D

˚
v1 C �1u1 2 R3 j �1 2 R

	
und

G2 D
˚
v2 C �2u2 2 R3 j �2 2 R

	
durch

v1 D

0B@68
1

1CA ; v2 D

0B@ 5

�9

3

1CA sowie u1 D

0B@ 10

�12

1

1CA ; u2 D

0B@83
5

1CA
gegeben. Man bestimme den kürzesten Vektor w 2 R3, der die beiden Geraden G1

und G2 miteinander verbindet! Welche Länge hat dieser Vektor?

Lösung. 1. Es sollen alle Vektoren w 2 R3 ermittelt werden, welche die Geraden G1

undG2 miteinander verbinden und auf den Richtungsvektoren u1, u2 2 R3 senkrecht
stehen: Dazu wird eine Basis fu3g des zu U D linfu1; u2g in R3 orthogonalen Kom-
plements U? bereitgestellt. Der Teilraum U? D

˚
u 2 R3 j .uju1/ D .uju2/ D 0

	
besteht aus den Lösungen u 2 R3 des homogenen Gleichungssystems�

10 �12 1 j 0

8 3 5 j 0

�
 �

�4

C

und somit
�
42 0 21 j 0

8 3 5 j 0

�
j W 21

 �����

� .�4/

C

sowie schließlich �
2 0 1 j 0

0 3 1 j 0

�
: Damit bildet u3 D

0B@�3�2
6

1CA 2 R3

eine Basis fu3g des linearen Teilraums U? D linfu3g.
Vektoren w 2 U?, die beide Geraden G1 und G2 verbinden, erfüllen w D �3u3

und w D .v2 C �2u2/ � .v1 C �1u1/ für geeignete Koordinaten �1; �2; �3 2 R. Auf-
grund von u3 2 U

? erhält man die Gleichung �3.u3ju3/ D .wju3/ D .v2 � v1ju3/,
woraus sich 49�3 D 49 und somit �3 D 1 ergibt. Damit ist w D �3u3 D u3 2 U

?

derjenige Vektor, der die Geraden G1 und G2 miteinander verbindet und auf ihren
beiden Richtungsvektoren senkrecht steht. Dieser Vektor hat die Länge kwk D 7.

2. Ist u D .v2C�2u2/� .v1C�1u1/mit �1, �2 2 R irgendein Verbindungsvektor,
so folgt aus w D .v2 C �2u2/ � .v1 C �1u1/ 2 U

? sofort

kuk2
D
�
w C .u � w/jw C .u � w/

�
D
�
w C .�2 � �2/u2 � .�1 � �1/u1jw C .�2 � �2/u2 � .�1 � �1/u1

�
D kwk2

C k.�2 � �2/u2 � .�1 � �1/u1k
2
� kwk2:

Damit ist w 2 U? der kürzeste Vektor ist, der die Geraden G1 und G2 verbindet. �
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Aufgabe 6. Man wende auf die Vektoren

u1 D

0B@ 2

�3

6

1CA ; u2 D

0B@10
2

1CA ; u3 D

0B@77
0

1CA
der Basis fu1; u2; u3g von R3 das Orthonormierungsverfahren von Schmidt an!

Lösung. 1. Der erste Vektor u1 2 R3 wird normiert und man erhält

v1 D
u1

ku1k
D

0B@
2
7

�
3
7

6
7

1CA :
2. Das Skalarprodukt .u2jv1/ D 2 liefert den zu v1 orthogonalen Vektor

w2 D u2 � .u2jv1/v1 D

0B@10
2

1CA � 2
0B@

2
7

�
3
7

6
7

1CA D
0B@

3
7
6
7
2
7

1CA und somit v2 D
w2

kw2k
D

0B@
3
7
6
7
2
7

1CA :
3. Die Skalarprodukte .u3jv1/ D �1 und .u3jv2/ D 9 ergeben schließlich den zu v1

und v2 orthogonalen Vektor

w3 D u3 � .u3jv1/v1 � .u3jv2/v2 D

0B@77
0

1CAC
0B@

2
7

�
3
7

6
7

1CA � 9
0B@

3
7
6
7
2
7

1CA D
0B@

24
7

�
8
7

�
12
7

1CA
und somit

v3 D
w3

kw3k
D

0B@
6
7

�
2
7

�
3
7

1CA ;
woraus sich die Orthonormalbasis fv1; v2; v3g von R3 ergibt. �



Übungsaufgaben 7*

Symmetrische und orthogonale Operatoren

Zusatzaufgabe 1. Seien V ein n-dimensionaler euklidischer Raum mit dem Skalar-
produkt . j / W V � V ! R sowie T 2 L.V IV / ein symmetrischer Operator mit
den Eigenwerten �1; : : : ; �n 2 R, wobei �� 2 R der kleinste und �� 2 R der größte
Eigenwert von T sein soll.

1. Man zeige, daß die Beziehung ��.uju/ � .T .u/ju/ � ��.uju/ für alle u 2 V gilt!
2. Man weise nach, daß im Falle �� > 0 durch .ujv/ı D .T .u/jv/ für u, v 2 V ein

weiteres Skalarprodukt . j /ı W V � V ! R in V definiert wird! ±

Lösung. 1. Da T 2 L.V IV / ein symmetrischer Operator ist, gibt es eine Orthonor-
malbasis B D fv1; : : : ; vng von V aus Eigenvektoren vk 2 U1.�k/ für k 2 f1; : : : ; ng
zu den Eigenwerten �1; : : : ; �n 2 R von T .

Stellt man einen beliebigen Vektor u D
Pn

`D1 x`v` 2 V mit Hilfe seiner Koordina-
ten x D ˆB.u/ 2 Rn bzgl. der Orthonormalbasis B von V dar, so ergibt sich wegen
T .vk/ D �kvk die Beziehung

.T .u/ju/ D

nX
kD1

nX
`D1

xkx` .T .vk/jv`/ D

nX
kD1

nX
`D1

xkx` �k.vkjv`/ D

nX
kD1

�kjxkj
2

und somit wegen �� � �k � �
� und xk D .ujvk/ für alle k 2 f1; : : : ; ng schließlich

��.uju/ D

nX
kD1

��jxkj
2
�

nX
kD1

�kjxkj
2
�

nX
kD1

��jxkj
2
D ��.uju/:

2. Wegen der Symmetrie von T 2 L.V IV / erhält man zunächst

.ujv/ı D .T .u/jv/ D .ujT .v// D .T .v/ju/ D .vju/ı

sowie desweiteren

.uj�v C �w/ı D .T uj�v C �w/ D �.T ujv/C �.T ujw/ D �.ujv/ı C �.ujw/ı

für alle �, � 2 R und u, v, w 2 V . Im Falle �� > 0 gilt nach Schritt 1

.uju/ı D .T .u/ju/ � ��.uju/ � 0 für alle u 2 V :

Gilt .uju/ı D 0 für ein u 2 V , so folgt daraus .uju/ D 0 und somit u D 0. �
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Zusatzaufgabe 2. Gegeben seien die Vektoren

v1 D

0B@50
0

1CA ; v2 D

0B@03
4

1CA ; v3 D

0B@ 0

�4

3

1CA und u1 D

0B@�15�6
42

1CA ; u2 D

0B@1522
46

1CA 2 R3;

sowie die linearen Teilräume Vk D
˚
u 2 R3 j .vkju/ D 0

	
von R3 und die Orthogo-

nalprojektoren Pk 2 L.R
3IR3/ von R3 auf Vk für k 2 f1; 2; 3g. Ferner werden das

von u1, u2 aufgespannte Parallelogramm … D
˚
˛1u1 C ˛2u2 2 R3 j 0 � ˛1; ˛2 � 1

	
sowie die Projektionen …k D

˚
˛1Pk.u1/C ˛2Pk.u2/ 2 R3 j 0 � ˛1; ˛2 � 1

	
auf Vk

für k 2 f1; 2; 3g betrachtet. Man zeige, daß für die Flächeninhalte F , F1, F2, F3 der
Parallelogramme …, …1, …2, …3 � R3 die Beziehung F 2 D F 2

1 C F
2
2 C F

2
3 gilt! ³

…1

…3

…2

…

V3

V2
V1

Lösung. 1. Die Vektoren v1, v2, v3 2 R3 stehen jeweils paarweise senkrecht aufeinan-
der, sie bilden also eine Orthogonalbasis. Daraus folgt für die linearen Teilräume

V1 D
˚
u 2 R3

j .v1ju/ D 0
	
D linfv2; v3g;

V2 D
˚
u 2 R3

j .v2ju/ D 0
	
D linfv1; v3g;

V3 D
˚
u 2 R3

j .v3ju/ D 0
	
D linfv1; v2g:

2. Für die Koordinaten ˛1, ˛2, ˛3 2 R und ˇ1, ˇ2, ˇ3 2 R der beiden Vektoren
u1 D ˛1v1C˛2v2C˛3v3 und u2 D ˇ1v1Cˇ2v2Cˇ3v3 2 R3 bzgl. der Orthogonalbasis
fv1; v2; v3g gilt .u1jvk/ D ˛kkvkk

2 sowie .u2jvk/ D ˇkkvkk
2 für k 2 f1; 2; 3g, also

˛1 D
.u1jv1/

kv1k
2
D �3; ˛2 D

.u1jv2/

kv2k
2
D 6; ˛3 D

.u1jv3/

kv3k
2
D 6;

ˇ1 D
.u2jv1/

kv1k
2
D 3; ˇ2 D

.u2jv2/

kv2k
2
D 10; ˇ3 D

.u2jv3/

kv3k
2
D 2:
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Man erhält bezüglich der Basis fv1; v2; v3g für u1, u2 2 R3 die Darstellungen als
Linearkombinationen u1 D �3v1 C 6v2 C 6v3 und u2 D 3v1 C 10v2 C 2v3.

Für die Projektionen Pk.u1/, Pk.u2/ 2 Vk folgen hieraus die Darstellungen

P1.u1/ D 6v2 C 6v3 D

0B@ 0

�6

42

1CA ; P1.u2/ D 10v2 C 2v3 D

0B@ 022
46

1CA ;

P2.u1/ D �3v1 C 6v3 D

0B@�15�24
18

1CA ; P2.u2/ D 3v1 C 2v3 D

0B@15�8
6

1CA ;

P3.u1/ D �3v1 C 6v2 D

0B@�1518
24

1CA ; P3.u2/ D 3v1 C 10v2 D

0B@1530
40

1CA :
3. Für die Berechnung der Flächeninhalte F1, F2, F3, F der vier Parallelogramme

…1, …2, …3, … � R3 werden Gram-Determinanten benutzt. Es gilt

F 2
D

ˇ̌̌̌
ˇ.u1ju1/ .u1ju2/

.u2ju1/ .u2ju2/

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ2025 15751575 2825

ˇ̌̌̌
ˇ D 18002

sowie

F 2
1 D

ˇ̌̌̌
ˇ.P1.u1/jP1.u1// .P1.u1/jP1.u2//

.P1.u2/jP1.u1// .P1.u2/jP1.u2//

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ1800 18001800 2600

ˇ̌̌̌
ˇ D 12002;

F 2
2 D

ˇ̌̌̌
ˇ.P2.u1/jP2.u1// .P2.u1/jP2.u2//

.P2.u2/jP2.u1// .P2.u2/jP2.u2//

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ1125 75

75 325

ˇ̌̌̌
ˇ D 6002;

F 2
3 D

ˇ̌̌̌
ˇ.P3.u1/jP3.u1// .P3.u1/jP3.u2//

.P3.u2/jP3.u1// .P3.u2/jP3.u2//

ˇ̌̌̌
ˇ D

ˇ̌̌̌
ˇ1125 12751275 2725

ˇ̌̌̌
ˇ D 12002:

Daraus folgt tatsächlich die Beziehung F 2 D F 2
1 C F

2
2 C F

2
3 . �
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Zusatzaufgabe 3. Sei die orthogonale symmetrische Matrix

A D

0B@
6
7

3
7

2
7

3
7
�

2
7
�

6
7

2
7
�

6
7

3
7

1CA 2 R3�3 gegeben:

Man bestimme eine Orthonormalbasis von R3 aus Eigenvektoren von A! ±

Lösung. 1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det.A � �E3/ D 0 zur
Findung der reellen Eigenwerte � 2 R liefert

0 D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌6

7
� � 3

7
2
7

3
7
�

2
7
� � �

6
7

2
7

�
6
7

3
7
� �

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌6

7
� � 3 � 3� 2 � 2�
3
7

1 � � 0
2
7

0 1 � �

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌�1 � � 0 0

3
7

1 � � 0
2
7

0 1 � �

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

und somit .1 C �/.1 � �/2 D 0. Somit besitzt die Matrix A 2 R3�3 die Eigenwerte
�1 D �1 und �2 D �3 D 1.

2. Um die zugehörigen Eigenvektoren v` 2 R3 für ` 2 f1; 2; 3g zu bestimmen,
werden die Lösungen des Gleichungssystems .A � �`E3/v` D 0 berechnet:

Im Falle �1 D �1 führen elementare Umformungen der Matrix0B@
13
7

3
7

2
7

3
7

5
7
�

6
7

2
7
�

6
7

10
7

1CA  � �3C

 ����

� .�5/

C

auf

0B@ 13
7

3
7

2
7

6 2 0

�9 �3 0

1CA j � 7j W 2
j W 3  �C

und somit zu0@13 3 23 1 0

0 0 0

1A  � � .�3/

C

und

0@4 0 23 1 0

0 0 0

1A ; also v1 D
1
p
14

0B@ 1

�3

�2

1CA :
Daher ist U1.�1/ D linfv1g der Eigenraum zum Eigenwert �1 D 1.

Für �2 D �3 D 1 führen elementare Umformungen der Matrix0B@�
1
7

3
7

2
7

3
7
�

9
7
�

6
7

2
7
�

6
7
�

4
7

1CA  � �3C

 ����

�2

C

auf

0B@�1
7

3
7

2
7

0 0 0

0 0 0

1CA
und somit zu orthogonalen Eigenvektoren

v2 D
1
p
5

0B@20
1

1CA und v3 D
1
p
70

0B@�3�5
6

1CA :
Damit ist U1.�2/ D linfv2; v3g der Eigenraum zum Eigenwert �2 D �3 D 1 und
B D fv1; v2; v3g eine Orthonormalbasis in R3 aus Eigenvektoren von A. �
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Zusatzaufgabe 4. Man weise nach, daß die Matrix

A D

0BB@
�

1
4

p
3 3

4
�

1
2

�
1
4

1
4

p
3 1

2

p
3

1
2

p
3 1

2
0

1CCA 2 R3�3

orthogonal ist sowie det.A/ D 1 gilt und finde geeignete Winkel ',  , � 2 Œ0; 2�Œ für
eine Zerlegung von A D A1A2A3 2 R3�3 in ein Produkt von Drehmatrizen

A1 D

0B@1 0 0

0 cos' � sin'
0 sin' cos'

1CA ; A2 D

0B@cos 0 � sin 
0 1 0

sin 0 cos 

1CA ; A3 D

0B@cos � � sin � 0

sin � cos � 0

0 0 1

1CAŠ
Lösung. 1. Die Matrix A 2 R3�3 ist orthogonal, denn es gilt

A|A D

0BB@
�

1
4

p
3 �1

4
1
2

p
3

3
4

1
4

p
3 1

2

�
1
2

1
2

p
3 0

1CCA
0BB@
�

1
4

p
3 3

4
�

1
2

�
1
4

1
4

p
3 1

2

p
3

1
2

p
3 1

2
0

1CCA D
0B@1 0 00 1 0

0 0 1

1CA :
Bei der Berechung der Determinante

det.A/ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌�1

4

p
3 3

4
�

1
2

�
1
4

1
4

p
3 1

2

p
3

1
2

p
3 1

2
0

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌�1

4

p
3 0 �1

2

�
1
4

0 1
2

p
3

1
2

p
3 2 0

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ D �2 ˇ̌̌̌ˇ�1

4

p
3 �1

2

�
1
4

1
2

p
3

ˇ̌̌̌
ˇ D 1

wurde zuerst das
p
3-fache der ersten Spalte zur zweiten Spalte addiert und dann

nach der zweiten Spalte entwickelt.
2. Gefunden werden sollen drei Winkel ',  , � 2 Œ0; 2�Œ, so daß das Produkt

A1A2A3 2 R3�3 der drei Drehmatrizen

A1 D

0B@1 0 0

0 cos' � sin'
0 sin' cos'

1CA ; A2 D

0B@cos 0 � sin 
0 1 0

sin 0 cos 

1CA ; A3 D

0B@cos � � sin � 0

sin � cos � 0

0 0 1

1CA
mit der vorgegebenen Matrix A 2 R3�3 übereinstimmt. Dazu wird die Matrix A
Schritt für Schritt mit den inversen Drehmatrizen

A
|

3 D

0B@ cos � sin � 0

� sin � cos � 0

0 0 1

1CA ; A|

2 D

0B@ cos 0 sin 
0 1 0

� sin 0 cos 

1CA ; A|

1 D

0B@1 0 0

0 cos' sin'
0 � sin' cos'

1CA
multipliziert, um sukzessive die unbekannten Winkel zu bestimmen.
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Im ersten Schritt berechnet man das Produkt

AA
|

3 D

0BB@
�

1
4

p
3 cos � � 3

4
sin � �1

4

p
3 sin � C 3

4
cos � �1

2

�
1
4

cos � � 1
4

p
3 sin � �1

4
sin � C 1

4

p
3 cos � 1

2

p
3

1
2

p
3 cos � � 1

2
sin � 1

2

p
3 sin � C 1

2
cos � 0

1CCA
und bestimmt den Winkel � 2 Œ0; 2�Œ derart, daß die Einträge in der ersten Zeile die
Bedingungen

�
1
4

p
3 cos � � 3

4
sin � � 0 und � 1

4

p
3 sin � C 3

4
cos � D 0

erfüllen. Dies ist gerade für � D 4
3
� , also cos � D �1

2
und sin � D �1

2

p
3 der Fall,

woraus

AA
|

3 D

0BB@
1
2

p
3 0 �

1
2

1
2

0 1
2

p
3

0 �1 0

1CCA folgt:

Im zweiten Schritt wird das Produkt

AA
|

3A
|

2 D

0BB@
1
2

p
3 cos C 1

2
sin 0 1

2

p
3 sin � 1

2
cos 

1
2

cos � 1
2

p
3 sin 0 1

2
sin C 1

2

p
3 cos 

0 �1 0

1CCA
berechnet und der Winkel  2 Œ0; 2�Œ so bestimmt, daß die Einträge in der ersten
Zeile den Bedingungen

1
2

p
3 cos C 1

2
sin � 0 und 1

2

p
3 sin � 1

2
cos D 0

genügen. Daraus ergibt sich  D 1
6
� , also cos D 1

2

p
3 und sin D 1

2
, woraus0B@1 0 0

0 cos' � sin'
0 sin' cos'

1CA D A1 D AA
|

3A
|

2 D

0B@1 0 0

0 0 1

0 �1 0

1CA folgt:

Der Winkel ' D 3
2
� 2 Œ0; 2�Œ erfüllt die Bedingungen cos' D 0 und sin' D �1.

Somit läßt sich A D A1A2A3 2 R3�3 als Produkt der drei Drehmatrizen

A1 D

0B@1 0 0

0 0 1

0 �1 0

1CA ; A2 D

0B@
1
2

p
3 0 �1

2

0 1 0
1
2

0 1
2

p
3

1CA ; A3 D

0B@ �
1
2

1
2

p
3 0

�
1
2

p
3 �1

2
0

0 0 1

1CA
schreiben. �
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Zusatzaufgabe 5. Man zeige, daß die beiden symmetrischen Matrizen

A1 D

0B@ 1 �4 8

�4 7 4

8 4 1

1CA ; A2 D

0B@ 5 �2 4

�2 8 2

4 2 5

1CA 2 R3�3

die Beziehung A1A2 D A2A1 erfüllen und finde eine Orthonormalbasis des R3 aus
Vektoren v1, v2, v3 2 R3, die sowohl Eigenvektoren von A1 als auch von A2 sind!

Lösung. 1. Die Matrizen A1 und A2 sind vertauschbar, denn wegen

A1A2 D

0B@ 1 �4 8

�4 7 4

8 4 1

1CA
0B@ 5 �2 4

�2 8 2

4 2 5

1CA D
0B@ 45 �18 36

�18 72 18

36 18 45

1CA
sowie

A2A1 D

0B@ 5 �2 4

�2 8 2

4 2 5

1CA
0B@ 1 �4 8

�4 7 4

8 4 1

1CA D
0B@ 45 �18 36

�18 72 18

36 18 45

1CA
gilt A1A2 D A2A1.

2.1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det.A1��E3/ D 0 zur Fin-
dung der Eigenwerte � 2 R liefert

0 D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌1 � � �4 8

�4 7 � � 4

8 4 1 � �

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌9 � � �18C 2� 0

�4 7 � � 4

9 � � 0 9 � �

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌9 � � 0 0

�4 �9 � � 4

9 � � 0 9 � �

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D .�9 � �/ ˇ̌̌̌ˇ9 � � 0

9 � � 9 � �

ˇ̌̌̌
ˇ D �.�C 9/.� � 9/2:

Somit besitzt die Matrix A1 die Eigenwerte �1 D �9 und �2 D �3 D 9.
2.2. Für ` 2 f1; 2g wird jeweils der Eigenraum U1.�`/ von A1 zum Eigenwert �`

durch Lösung des homogenen Gleichungssystems .A1 � �`E3/u D 0 bestimmt:
Im Falle �1 D �9 führen elementare Umformungen der Matrix0@10 �4 8

�4 16 4

8 4 10

1A  � �4C

 ����C

auf

0@10 �4 8

36 0 36

18 0 18

1A j W 2j W 36
j W 18

und somit zu0@5 �2 41 0 1

1 0 1

1A
 �

� .�1/

C

 ������

� .�4/

C

sowie

0B@1 �2 01 0 1

0 0 0

1CA ; also u1 D

0B@ 2

1

�2

1CA :
Daher ist U1.�1/ D linfu1g der Eigenraum von A1 zum Eigenwert �1 D �9.
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Für �2 D �3 D 9 liefern elementare Umformungen der Matrix0@�8 �4 8

�4 �2 4

8 4 �8

1A j W 4j W 2
j W 4

 �C

 ����C

offenbar

0B@0 0 0

0 0 0

2 1 �2

1CA ;
also den Eigenraum U1.�2/ D U1.�1/

? von A1 zu �2 D �3 D 9.
3.1. Die Auswertung der charakteristischen Gleichung det.A2 � �E3/ D 0 zur

Findung der Eigenwerte � 2 R führt auf

0 D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌5 � � �2 4

�2 8 � � 2

4 2 5 � �

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌9 � � �18C 2� 0

�2 8 � � 2

9 � � 0 9 � �

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌

D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌9 � � 0 0

�2 �� 2

9 � � 0 9 � �

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌ D �� ˇ̌̌̌ˇ9 � � 0

9 � � 9 � �

ˇ̌̌̌
ˇ D ��.� � 9/2:

Daher hat die Matrix A2 die Eigenwerte �1 D 0 und �2 D �3 D 9.
3.2. Für ` 2 f1; 2g wird jeweils der Eigenraum U1.�`/ von A2 zum Eigenwert �`

durch Lösung des homogenen Gleichungssystems .A2 � �`E3/v D 0 bestimmt:
Im Falle �1 D 0 führen elementare Umformungen der Matrix0@ 5 �2 4

�2 8 2

4 2 5

1A  � �4C

 ����C

auf

0@ 5 �2 4

18 0 18

9 0 9

1A j W 18
j W 9

und somit zu0@5 �2 41 0 1

1 0 1

1A
 �

� .�1/

C

 ������

� .�4/

C

sowie

0B@1 �2 01 0 1

0 0 0

1CA ; also v1 D

0B@ 2

1

�2

1CA :
Daher ist U1.�1/ D linfv1g der Eigenraum von A2 zum Eigenwert �1 D 0.

Für �2 D �3 D 9 liefern elementare Umformungen der Matrix0@�4 �2 4

�2 �1 2

4 2 �4

1A j W 2
j W 2

 ����C

 ��C

offenbar

0B@0 0 0

0 0 0

2 1 �2

1CA ;
also den Eigenraum U1.�2/ D U1.�1/

? von A2 zu �2 D �3 D 9.
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4. Somit ist nachgewiesen, daß die vertauschbaren Matrizen A1 und A2 dieselben
Eigenräume U1.�k/ D U1.�k/ für k 2 f1; 2g besitzen. Die orthogonalen Vektoren

u2 D

0B@12
2

1CA ; u3 D

0B@ 2

�2

1

1CA 2 U1.�2/

ergänzen u1 2 U1.�1/ zu einer Basis des R3. Schließlich erhält man durch Normie-
rung eine Orthonormalbasis des R3 aus Vektoren

u1

ku1k
D
1

3

0B@ 2

1

�2

1CA ; u2

ku2k
D
1

3

0B@12
2

1CA ; u3

ku3k
D
1

3

0B@ 2

�2

1

1CA ;
die sowohl Eigenvektoren von A1 als auch von A2 sind. �


