Ubungsaufgaben 8
Differenzierbare Abbildungen

Aufgabe 1. Seien ein endlichdimensionaler euklidischer Raum V' und ein symmetri-
scher Operator T € L(V; V) mit den Eigenwerten A, ..., A, € R vorgegeben, wobei
A« € R der kleinste und A* € R der grof3te Eigenwert von T sein sollen. Desweiteren
werde eine Abbildung f : V — R durch f(u) = (T'(u)|u) fir u € V definiert.

1. Man berechne die Extremwerte inf,cx f(u) sowie sup,cx f(u) von f : V — R
auf der abgeschlossenen Einheitskugel K = {u € V | |u]| < 1} und gebe Extrem-
stellen v, € K sowie v* € K an, in denen das Minimum f(v4) = min,ecx f(u) bzw.
Maximum f(v*) = max,ex f(#) angenommen wird!

2. Man zeige, dall f : V — R eine differenzierbare Abbildung ist und bestimme
ihre Ableitung Df(u) € L(V;R) in jedem u € V! ®

Losung. 1.DaT € L(V;V)ein symmetrischer Operator mit dem kleinsten Eigenwert
A« € R und dem groBten Eigenwert A* € R ist, gilt A (u|u) < (T(u)|u) < A*(ulu)
fiir alle u € V. Daraus ergibt sich zunichst die Abschdtzung

As S infyeg f(u) < sup,cg f(u) < A*

fir die Extremwerte von f : V — R auf K. Da eine Orthonormalbasis von V' aus
Eigenvektoren v, € U;(A1),...,v, € Ui(A,) zu den Eigenwerten A1,..., A, € R des
symmetrischen Operators T € L(V; V) existiert, kann man aus dieser Orthonormal-
basis zwei Vektoren v, € K und v* € K mit T (vy) = A,v4 sowie T(v*) = A*v*
auswéhlen. Daraus folgt
fa) = (T(a)lve) = Ax sowie  f(v™) = (T@")P7) = 1"

und somit f(v.) = mingeg f(u) sowie f(v*) = maxy,ex f(u).

2. Es soll fiir jedes u € V die Richtungsableitung (Df(u),v) € R in beliebiger
Richtung v € V bestimmt werden: Fiir alle § € R, § # 0 gilt

Su+8v)— flu) _ (T(u+8v)|u+dv) — (T(u)|u)
) N )
= (T()|u) + (T (w)|v) + §(T (v)[v).

Fiir § — 0 ergibt sich daraus die Existenz des Grenzwerts

(Dfw).v) = im TUED I ) 4 (T l) = 2T )

fir alle u, v € V wegen der Symmetrie von T € L(V; V). 0J
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Aufgabe 2. Betrachtet werde die Hohlkugel X = {x € R? | 1 < |x|| < 2} sowie die
durch f(x) = B ”2 fiir x € X definierte Kelvin- Transformatlon f:X —>R3

1. Man zeige, dal3 f eine bijektive Abbildung von X auf X ist und gebe ihre inverse
Abbildung /71 : X — R? an!

2. Man berechne fiir jedes x € X die Ableitung Df(x) € L(R3;R?) sowie deren
Eigenwerte und begriinde, warum diese Funktionalmatrix diagonalisierbar ist!

Lésung. 1. Zunichst liegt das Bild f[X] C R? tatsichlich in X, denn man erhilt

1 1
5 < | f(x)| = n <2, falls < |Ix|| <2 fiir x € R? gilt.

Ist andererseits y € X beliebig vorgegeben, dann erfiillt x = f(y) € X die Beziechung

SO sy
T =170r = Pne

das heiB3t, f bildet die Menge X auf sich selbst ab, und es gilt aulerdem f(f(y)) =y
fir jedes y € X. Erfillen also x, § € X die Beziechung f(x) = f(§) € X, so erhélt
man f(f(x)) = x sowie f(f(§)) = £, alsox = § € X. Damitist f : X — R?
bijektiv und eine Inversion, denn es gilt f~!(x) = f(x) fir alle x € X.

2. Die Ableitung Df(x) € L(R3;R3) in x € X ist die Funktionalmatrix

=y €)X,

x| —2x7 —2x1x2 —2X1X3
Df(x) = e —2xox1  |Ix||? —2x3  —2x2x3 |,
—2x3X] —2x3x2 || x||* —2x3

welche wegen ihrer Symmetrie diagonalisierbar ist. Damit hat Df(x) € L(R3;R?) fiir
jedes x € X drei Eigenwerte A1(x), A2(x), A3(x) € R, und es existiert ein Orthonor-
malsystem {v;(x), v2(x), v3(x)} des R? aus Eigenvektoren vy(x) € R? zum Eigenwert
Ae(x) e Rfiir € € {1,2,3}.

Fir die Berechnung der Eigenwerte A(x) € R fiir x € X wird die Gleichung
det(Df(x) — A(x)E3) = 0 geldst, die zu det (|| x[|*Df (x) — [|x[|*A(x) E3) = 0 dqui-
valent ist. Ohne eine komplizierte Rechung kann man bereits erkennen, da3 im Falle
[x]I> = [|x||*A(x) die Determinante

2] = 2x7 — [lx[[*A(x) —2X1X2 —2x1X3
—2x2X1 [x]1? = 2x3 — [[x[|*A(x) —2X2X3
—2x3x1 —2x3X2 lx]? = 2x3 = [[x[[*A(x)

verschwindet, denn dann ergibt sich durch Ausklammern gemeinsamer Faktoren

—2)(,'% —2X1X2 —2X1X3 X1 X X3
—2Xox1 —2x2  —2xpx3| = —8x1X2X3 |x; X x3| = 0.
—2x3x] —2x3Xy —2x3 X1 X2 X3
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Damit ist A;(x) = A2(x) = > € R doppelter Eigenwert von Df(x) € L(R3;R?),

x>
denn das homogene Gleichungssystem zur Bestimmung der zugehorigen Eigenvek-

toren fiithrt auf das Koeffizientenschema

—2x7  —2x1x3 —2x1X3 X1 X2 X3 X1 X2 X3
—2xpx; —2x2 —2xpx3 |, also |x; xp x3| und | O 0 O
—2x3X1 —2X3Xy —2x3 X1 X3 X3 0 0 0

Damit konnen fiir jedes x € X zwei orthonormale Eigenvektoren vy(x), va(x) € X
zum Eigenwert A (x) = A,(x) = W gewahlt werden, die auf x € X und somit dem
Vektor v3(x) = ”;—” € R3 senkrecht stehen. Dies bedeutet aber, daB v3(x) € R3 selbst
ein Eigenvektor zum noch unbestimmten Eigenwert A3(x) € R sein muB3: Es gilt

x| —2x7 —2x1x2 —2X1X3 X1 v3(x)
3
Df(x)vs(x) = x|I° —2xox1 X[ =2x7  —2x5x3 X2 | = —W,
—2x3X] —2x3x2 | x||? —2x3) \x3

woraus sich der dritte Eigenwert A3(x) = —W € R ergibt. O
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Aufgabe 3. Seien auf dem offenen Kreis X = {x € R? | x] + x3 < 4} die beiden
Funktionen fi, f> : X — R vorgegeben durch

fix) = /12—=3x2-3x2 und fo(x) = 4+ x2+x2 flirx e X.
1. Man bestimme die Teilmenge S = {x € X | fi(x) = f>(x)} aller Punkte von X,
in denen die Funktionen f; und f; dieselben Werte annehmen!

2. Man zeige, dal3 sich die Graphen der Funktionen f; und f; senkrecht schneiden,
indem man beweist, dal3 sich die Graphen der Linearisierungen von f; und f; in
jedem Punkt x € S als affine Hyperebenen des R? senkrecht schneiden! ®

Losung 1. Da 12 —3x? —3x3 > Ound 4 + x7 + x2 > 0 fur alle x € X gilt, besteht
die Teilmenge S = {x € X | fi(x) = f>(x)} aus allen Punkten x € X, fir die
12— 3x7 = 3x3 = | 1(x)]? = | £(x)|* = 4+ x7 + x5 und somit x7 + x5 =2
gilt. Damit ist § = {x € R? | x} + x3 = 2} eine Kreislinie in X.
2. Fiir jedes k € {1, 2} ist der Graph der durch
he(61.8) = fi(X) + Dfe(X) (61 — x1.6& — xp)  fiir (§1. &) € R?

definierten Linearisierung A; : R? — R von f; in x € S jeweils die affine Hyperebene

My = {(§1.62.63) € R? | i (61.6) = &3}

von R3, und die jeweils dazu parallele lineare Hyperebene besitzt die Darstellung

Vi = {(£1.6.8) € R? | Dfi(x)(§1.62) — &5 = 0}.

Aufgrund der Gestalt

Dfi(x) = — =2 und DAGK) = al _*

V123232 /6 Vad+x2+ 2 6

der Ableitungen in den Punkten x € S folgen daraus die Darstellungen
Vi = {(51,6.6) € R® | =3x1£; — 3x06, — V6 & = 0},
Va = {(61.£2.63) € R? | x1§1 + x26, — V6§35 = 0}.

3. Da die orthogonalen Komplemente V- und V' von V; bzw. V, somit von

—3X1 X1
—3X2 bzw. X2
—/6 —V6

aufgespannt werden, welche fiir x € S orthogonal zueinander sind, miissen sich die
Hyperebenen V; und V, und damit auch M; und M, senkrecht schneiden. O
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Aufgabe 4. Auf der Menge X = R3)\ {0} sei das durch eine im Nullpunkt befindliche
Punktladung hervorgerufene elektrostatische Potential ¢ : X — R mittels
1
p(x) = n fiir x € X gegeben.
X
Man berechne das durch E(x) = —grad ¢(x) = —Dg(x) € R? fiir x € X definierte
elektrische Feld E : X — R3 und zeige seine Divergenzfreiheit
3
divE(x) = Y DyEx(x) =0 fiirxeX
k=1
sowie seine Wirbelfreiheit
Dy E5(x) — D3 E5(x)
rot E(x) = | D3E{(x) — D1E3(x) | =0 firx e X!
Dy E>(x) — D2 Eq(x)

Losung. Die Ableitung des Potentials ¢ : X — R ist dessen Gradient
X

113

woraus sich das elektrische Feld E : X — R3 vermoge
X

11

ergibt. Dessen Ableitung DE(x) € L(R3;R3) in x € X ist die Funktionalmatrix

eR?® fiurx e X,

gradg(x) = Do(x) = —

E(x) = —gradp(x) = eR?® firxeX

|x||? —=3xZ —3x;x, —3x1x3
DE(x) = N —3xyx1  |[x[? =3x7 —3xax; |,
—3x3X; —3x3x2  |Ix||* —3x3

woraus fiir x € X die Divergenzfreiheit
3

3
div E(x) = Z Dy Er(x) = ||x1||5 Z (x> = 3x7) =0
k=1 k=1
sowie aufgrund der Symmetrie der Funktionalmatrix auch die Wirbelfreiheit
Dy E3(x) — D3 E»(x) 1 —3Xx3x2 + 3X2x3
rot E(x) = | D3E{(x) — D1Es(x) | = s | —3x1x3 4+ 3x3x; | =0
D1 E>(x) — DyE1(x) I —3x2x1 + 3x1%2

des elektrischen Felds folgt. OJ
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Aufgabe 5. Seien ein endlichdimensionaler linearer normierter Raum V, ferner eine
Basis B = {uy,...,u,} von V vorgegeben sowie die Abbildung f : X — R auf
der offenen Teilmenge X = {Ty € L(V;V) | det(Tp) # 0} von L(V;V) durch die
Vorschrift f(Ty) = det(Ty) fiir Ty € X definiert.

1. Man zeige die Existenz der Richtungsableitung Df(Iy)(T) € R von f im Punkt
Iy € X in Richtung T € L(V; V), die man auch Spur tr(T) € R von T nennt!

2. Man weise nach, daB die Richtungsableitung Df(7y)(T) € R von f im Punkt
To € X in Richtung T € L(V; V) existiert und Df(To)(T) = det(Tp) tr(T; ' T) gilt!

Losung. 1. Sei F : V" — R eine alternierende n-Linearform mit F(uq,...,u,) # 0.
Wird T € L(V; V) vorgegeben und definiert man die Funktion # : R — R durch

h(8) = F((Iy +8T)(u1), ..., (Iy +8T)(uy)) fiiré e R,

so liefert die Definition der Determinante fiir alle § € R, § # 0 die Beziehung
h(8) —h(0)  det({y +68T) — det(ly)

) B )
die Ausgangspunkt fiir die Untersuchung des Grenzprozesses § — 0 sein soll:

F(uy,...,uy),

2. Da die n-Linearform F : V" — R die Richtungsableitung
DF(wq,...,wy)(vy,...,v,) = ZF(wl,...,wg_l,vg,wgﬂ,...,wn)
t=1

fir alle (wy, ..., wy), (vy,...,v,) € V" besitzt, liefert die Kettenregel somit

Dh(0) = DF(uy,...,un)(T(u1), ..., T(uy))
= Z Fuy,...,up—1, T(ug), Ugs1,...,Up).
(=1

Stellt man fiir jedes £ € {1,...,n} das Bild T'(us) = Y ;_, etx € V mit Hilfe
der Koordinaten ty¢, ..., 7,¢ € R bzgl. der Basis B dar, so ergibt sich aufgrund der
Eigenschaften alternierender n-Linearformen

n n n
Dh(0) = ) Y ke F (1, .o tgmy U gsn, oo ) = ) Tt F (U tty)
=1

{=1k=1

und somit wegen Schritt 1 die Existenz des Grenzwerts
- det(ly + 6T) — det(Iy)

|
81—>0 )

F(uy.....up) = Dh(0) = ) " 1eeF(uy.....up).
=1

Die gesuchte Richtungsableitung in Richtung 7" € L(V; V) ist folglich

tr(T) = Df(Iy)(T) = lim

det(Iy +8T) —det(Iy)
5 = ; Tyy € R.



3.Fiuralle To € X und T € L(V; V) ergibt sich daraus die Richtungsableitung
det(Ty + 6T) — det(T,
Df(To)(T)zgim et(To + 5) et(7o)
—0
det(Iy + 8T, 'T) — det(Iy)
)
aufgrund der Produktregel fiir Determinanten.

= det(To) tr(Ty ' T)

— det(Tp) lim
5§—0



