Ubungsaufgaben 9
Kurven und Fliachen im Raume

Aufgabe 1. Man weise nach, daf3 durch

yi+ 2
U(y)= |y -y | fiiryeR?
4y1y2
eine globale Parametrisierung (R2?, W) der zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit
P = {x € R? | x3 = x} — x3} von R? definiert wird, die man als hyperbolisches
Paraboloid bezeichnet! ®

Losung. 1. Zunichst soll gezeigt werden, daBl W[R?] C P gilt: Wird y € R? beliebig
vorgegeben, dann ergibt sich fiir x = W(y) tatsdchlich die Beziehung

xi—x3 =1+ 2> — (1 —y2)? =4y1y2 = x3.

2. Um einzusehen, daB umgekehrt auch P C W[R?] gilt, sei x € P willkiirlich
vorgegeben. Fiir alle Punkte y € R? mit W(y) = x gilt stets y; + y, = x; sowie
y1— y2 = xp und somit y; = 3(x1 + x2) sowie y, = 3(x; — x). Da auBerdem die
Beziehung 4y;y, = xi — x5 = x; erfillt ist, gilt somit auch P C W[R?]. Ferner hat
die zu ¥ : R? — P inverse Abbildung ¥~! : P — R? die Gestalt

1
vl(x) = (Z(XI " x2)> fiir x € P.

%(x 1 — X2)
AuBerdem ist sowohl die Abbildung ¥ : R? — P als auch ihre inverse Abbildung
vl P — R? stetig.
3. Die stetig differenzierbare Abbildung ¥ : R?> — R3 besitzt in jedem Punkt
y € R? die Ableitung

1 1
D¥(y)y=11 —-1],
4y, 4yq

woraus sich ergibt, daB DW¥(y) € L(R?;R?) fiir jedes y € R? injektiv und (R?, ¥)
somit eine globale Parametrisierung der zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit P
von R3? ist, die auf zwei Arten durch eine Schar von Geraden parametrisiert wird. [
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Aufgabe 2. Seien die Oberfliche S = {x € R"*! | |x||> = 1} der Einheitskugel im
euklidischen Raum R”*! sowie die jeweils um einen Punkt reduzierten Teilmengen

S@Z{XGS|Xn+1<1} sowie S@:{XES|X,1+1>—1}

von S gegeben. Man zeige, daB fiir y € R” durch

2 y 2 y
Vg (y) = ———— d Uo(y) = —>—
o) Iyl2+1 (%(||y||2— 1)) nad ¥o(7) IyI?+1 (%(1 - ||y||2))

eine lokale Parametrisierung (R”, Wg) von S nahe x € Sg sowie eine lokale Parame-
trisierung (R”, W) von S nahe x € Sg definiert wird! ®

Losung. 1. Zunichst soll gezeigt werden, daB fiir jede Wahl des Parameters y € R”
stets x = Wg(y) € Sg sowie £ = Wg(y) € Sg gilt: Tatsachlich erhalt man

PP (1 V(1 R G ] e Y
(IyI? + 12 (yIP+ 12 Iy +1

R o G (51 G SR K 1 GO
(IyIP+1)2 (IyIP+ 12 2 +1

2.1. Seien umgekehrt beliebige Punkte x € Sg und £ € Sg vorgegeben. Fiir alle
Punkte yg € R” und yg € R” mit Wg(yg) = x und Vg (yg) = £ gilt zundchst

oo elP =t 1=l
n = . n =
Iyell? + 1 Iyell? +1
und somit
2 2
1 —Xn4+1 = 75— bzw. 1 + $n+1 = —0.
Iyell* + 1 Iyell> + 1
Daraus folgt
X1 El
= (I = xu41)ye €R" sowie =0 +&+1)ye €R”
Xn En

und somit wegen x,4+; < 1 und &,4; > —1 die Existenz der inversen Abbildungen
V! Se — R" und W' : Sg — R”, die durch

1 X1 1 51
| eR” sowie UI'(§)=—F—|:
o ® 1+ &1

xi’l n

wgl(x) = e R",

1 — Xp41

fir x € S¢ sowie £ € Sg gegeben sind.
2.2. Offenbar sind die Abbildungen Vg : R” — Sg und Vg : R” — Sg sowie auch
deren inverse Abbildungen stetig und somit Homdomorphismen.



3.1. Die stetig differenzierbare Abbildung Wg : R” — R"*! besitzt die Ableitung

2(yl1*> + 1) — 4y —4y1y2 —4y1yp
{ —4ys2y1 2(IylI*>+ 1) — 4y3 - —4y2y,
(Iy]12 + 1)2 ' ' ' :
—4yny1 —4yny2 e 2(IyIIP 1) — 4y
4y, 4y, dyn

in jedem Punkt y € R”. Addiert man fiir jedes k € {1,...,n} jeweils das yi-fache

der letzten Zeile zur k-ten Zeile, so ergibt sich, daB DWq(y) € L(R"; R"*!) fiir jedes

y € R” injektiv und (R”, Wg) eine lokale Parametrisierung von S nahe x € Sg ist.
3.2. Die stetig differenzierbare Abbildung Wg : R” — R"*! besitzt die Ableitung

2(lyII> + 1) — 4y¢ —4y1)2 ~4y1yn
{ —4y2)1 2(Ip117 + 1) —4y3 - —4y2¥n
(Iyl? + 1)? ' ' ' '
—4yny1 ~4yny2 e 21012+ 1) — 4y
—4y1 —4y2 e —4yn
in jedem Punkt y € R”. Subtrahiert man fiir jeden Index k € {1,...,n} jeweils das

yi-fache der letzten Zeile von der k-ten Zeile, so folgt, daB DWg(y) € L(R";R"t1)
fiir jedes y € R” injektiv und damit (R”, ¥g) eine lokale Parametrisierung von S
nahe x € Sg ist. [
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Aufgabe 3. Man zeige, dal3 sich fiir jede Wahl der reellen Parameter oy # 1, oy # 0,
a3 # 0 die drei Kugeloberflichen

Si={x eR’| (xi —a)® + x5 + x5 = (1 —1)?},
S, ={x eR*| (x; = 1)> + (x2 —x)* + x5 = a3},
S3 = {x eR? | (x1 — 1) + x5+ (x3 —a3)* = oz%}
jeweils paarweise senkrecht schneiden!

Lisung. 1. Sei § = {x € R® | ||x — al|* = r?} die Oberfliche der Kugel mit dem
Mittelpunkt ¢ € R3 und dem Radius r > 0. Erklirt man durch F(x) = ||x —a|*—r?
fir x € R3? die stetig differenzierbare Funktion F : R® — R, so erhilt man die
Darstellung S = {x € R* | F(x) = 0}. Da die Funktion F in x € S die Ableitung

(DF(x),£) =2(x —al€) in Richtung £ € R"*! besitzt,

folgt aus x —a # 0 die Surjektivitit von DF(x) € L(R?*;R). Demnach ist S eine
zweidimensionale Untermannigfaltigkeit von R3. Der Tangentialraum an S inx € S
ist die zum Radiusvektor x — a € R? orthogonale Hyperebene

TS(x) = {§ e R"*! | (x —alg) = 0}.

2. Zwei Kugeloberflichen schneiden sich, wenn der Abstand der Kugelmittelpunk-
te kleiner ist als die Summe der beiden Kugelradien. Sie schneiden sich iiberall senk-
recht, wenn sich jeweils die Tangentialriume an beide Kugeloberflichen in jedem
Schnittpunkt senkrecht schneiden. Dies ist gleichbedeutend damit, daf3 die Radius-
vektoren der beiden Kugeln in jedem Schnittpunkt orthogonal zueinander sind.

3.1. Der Abstand ||a; — a,|| > 0 der Mittelpunkte

o1 1
a; = 0 € R3, a, = |y | € ]R3
0 0

der Kugeloberflichen S; und S, ist kleiner als die Summe der Radienr; = |o;—1| > 0
und r, = |az| > 0, denn es gilt

lay —az|® = (&g — 1)? ‘ng = ’”12 +”22 < (r1+r)*
Somit schneiden sich die Kugeloberflichen S; und S,. Liegt x € S; NS, im Durch-
schnitt dieser Flachen, so folgt
20 —arlx —a) = | —ai P + ¥ — asl? = flas — s> = 13 + 73 — lay — > = 0.

Damit stehen die Radiusvektoren x — a; € R3 und x — a, € R? der beiden Kugel-
oberflichen S; bzw. S5 in jedem Schnittpunkt x € §; NS, senkrecht aufeinander, das
heiB3t, die Kugeloberflichen S; und S, schneiden sich iiberall senkrecht.



3.2. Der Abstand |a; — as|| > 0 der Mittelpunkte

(03] 1
ar=]0|eR? az=]|0]eR?
0 03

der Kugeloberflachen S; und S; ist kleiner als die Summe der Radien r; = |o;—1| > 0
und r; = |a3| > 0, denn es gilt

lay —as|? = (@1 = 1)> + a3 = r{ + 73 < (r1 +1r3).
Somit schneiden sich die Kugeloberflichen S; und S5. Liegt x € S; N S3 im Durch-
schnitt dieser Flachen, so folgt
2(x —aylx —as) = lx —a > + |x —as)* = lay —as|® = 712 + r32 — llay —as]> = 0.

Damit stehen die Radiusvektoren x —a; € R3 und x — a3 € R? der beiden Kugel-
oberflichen S; bzw. S3 in jedem Schnittpunkt x € §; N S3 senkrecht aufeinander, das
heiBt, die Kugeloberflichen S; und S3 schneiden sich iiberall senkrecht.

3.3. Der Abstand ||a; — as|| > 0 der Mittelpunkte

1 1
a = 1oy | € R3, asz = 0 € R3
0 03

der Kugeloberflichen S, und Sj; ist kleiner als die Summe der Radien r, = |ap| > 0
und r; = |a3| > 0, denn es gilt

laz —as|? = &F + a3 = r7 4+ 13 < (r2 +1r3).
Somit schneiden sich die Kugeloberflichen S, und S3. Liegt x € S, N S3 im Durch-
schnitt dieser Flachen, so folgt
2(x — az|x —az) = ||x — ax||® + [lx —as)|* — llaz — as||> = 3 + 3 — |laz —a3]*> = 0.

Damit stehen die Radiusvektoren x — a, € R3 und x — a3 € R? der beiden Kugel-
oberflichen S, bzw. S3 in jedem Schnittpunkt x € S, N S3 senkrecht aufeinander, das
heilt, die Kugeloberflichen S, und S3 schneiden sich iiberall senkrecht. O
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Aufgabe 4. Sei ¢ € R beliebig vorgegeben. Man weise nach, dal3 durch

COS 1 —sin yq COS V1 sin yq
We(y) = [sinyr [ +y2| cosyr |, We(y)=|sinys | +y2| —cosy
0 1 0 1

firy e Y =g, ¢ + 27 xR zwei lokale Parametrisierungen (Y, Wg) und (Y, Wg) der
zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit H = {x € R? | x} + x3 —x% = 1} von R?
definiert werden, die man als einschaliges Hyperboloid bezeichnet!

7 W
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Losung. 1. Zunachst wird Uberpriift, daB fiir jede Wahl des Parameters y € Y die
Punkte x = Wg(y), § = Wg(y) in H liegen: In der Tat gilt

x? 4+ x5 — x3 = (cos y; — ypsin y1)* + (sin y; + yacos y1)* — y3 = 1,
7+ & — €5 = (cosy1 + yasinyy)® + (siny; — yacos y1)> — y; = 1.

2. Seien die Gerade G = {y € R? | y; = ¢} und beliebige Punkte x € H \ Wg[G]
sowie § € H \ Wg[G] gegeben. Dann werden die Winkel a4, B; € |—Z, Z[ durch

1=1+x2cosa;, 1=+/1+E&cosp,
x3 =1+ x3sina;, & = /1+&sinp,
sowie die Winkel a,, 5 € [¢, ¢ + 27| durch
x1 = x7+xZ cos(er +ar). & = VE +E cos(Br— B).
xo = xP+xZsin(or + 1), & = VE +E sin(Br— B1)
eindeutig festgelegt. Wegen x, £ € H folgt daraus
X = \/Txg(cosaz Ccosa; — Sin, SiN () = COSy — X3 SNy,
Xy = \/Tx%(sinaz COS®] + COStp SiN () = Siny + X3 COS 2,
&1 = /1 + &2 (cos B2 cos By + sin B2 sin f1) = cos B, + £3 sin o,
& = /1 + &2 (sin B, cos By — cos B, sin B1) = sin B, — &3 cos B

Damit sind die beiden Parameter yg = (az,x3) € Y und yg = (B2,&3) € Y mit
Vg (yg) =x € H\ Yg[G] und Yg(yg) = £ € H \ Yo[G] eindeutig bestimmt.



3. Fiir die durch die Vorschrift

Fo(r,y) =r¥g(y), Fol(r,y) =r¥e(y) fur(r,y)€]0,00]xY
fortgesetzten stetig differenzierbaren Abbildungen Fg, Fg : ]0,00[ x Y — R3 ist die
Ableitung

COS Y1 — yasiny; —rsiny; —ry,cosy; —r siny;
DFg(r,y) = | siny; 4+ y,cosy; rcosy; —ry,siny; rcosy; | € L(R*R?)
Y2 0 r

bzw.
COS Y1 + y28iny; —rsiny; + y,rcosy; rsiny;
DFg(r,y) = | siny; — yocos y;  rcosy; + y,rsiny; —rcosy; | € L(R*R?)
V2 0 r

in jedem Punkt (r,y) € ]0,00] x Y jeweils ein Isomorphismus. Der Satz {iber den
lokalen Diffeomorphismus liefert somit fiir jedes (r, y) € ]0,00[ x Y offene Men-
gen Yy C ]0,00[ x Y mit (r,y) € Y, sowie Xg, Xog C R3 mit Fg(r,y) € Xg und
Fg(r,y) € Xg, so dall Fg ein Homdomorphismus von Y, auf Xg sowie Fg ein Ho-
moomorphismus von Y, auf Xg ist.

Damit sind (Y, ¥g) und (Y, Wg) lokale Parametrisierungen der zweidimensionalen
Untermannigfaltigkeit H von R3, die somit auf zweierlei Art durch eine Schar von
Geraden parametrisiert wird. OJ
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Aufgabe 5. Sei IV = R™*” der lineare normierte Raum der (n x n)-Matrizen sowie
desweiteren M = {Q eV ]Q0Q0T = En} die Teilmenge der orthogonalen Matrizen.
1. Man zeige, daBl M eine ()-dimensionale Untermannigfaltigkeit von V ist!
2. Man weise nach, da3 der Tangentialraum an M im Punkt Q € M der lineare
Teilraum TM(Q) = {4,Q € V | Ay € V, A] = —A;} von V ist!

Losung. 1. Wie bereits in der Matrizentheorie gezeigt wurde, ist der lineare Raum
V =V, + V; die direkte Summe der beiden linearen Teilriume

Vo={Ao €V |AJ = Ao} und V; = {4, €V | A] = —A,}

von V, welche die Dimensionen dim V, = (”erl) sowie dim V; = (}) haben.

2. Definiert man die stetig differenzierbare Abbildung F : V' — V, durch
F(A)=AAT—E, eV, fird eV,
so ergibt sich einerseits die formale Darstellung M = {A eV | F(A) = 0} und
andererseits die Ableitung von F im Punkt Q € M in Richtung A € V als
DF(Q)(4) = lim £((Q +84)(Q +84)T — 007)
= (%1_{% (AQT + QAT + SAAT) = AQT + QAT € V.

3. Um einzuschen, dal M eine Untermannigfaltigkeit von V' der Dimension (})
ist, geniligt der Nachweis, dal3 der Bildraum DF(Q)[V] ein Teilraum von V, der Di-

mension dim V — (}) = ("}") ist. Dies ist dquivalent dazu, daB man nachweist, daB

der Kern

U={4€V |DF(Q)(A) =0} ={AeV |AQT + QAT =0}

n+1)

die Dimension dim V — ("}

= () besitzt. Fiir A € V gilt genau dann 4 € U, wenn

AQT = —QAT = —(AQT)T
und somit AQT e V; gilt. Dies ist jedoch gleichbedeutend damit, daB3 ein A; € V; mit
AQT = Ay, also A = A, Q existiert, woraus sich die Darstellung

U= {AlQ eV | A1 € Vl} erglbt

Da die durch G(A4) = AQ fiir A € V definierte Abbildung G € L(V; V) ein [somor-
phismus von V auf V ist, folgt schlieBlich dim U = dim G[V;] = dim V; = (). Somit
ist M eine Untermannigfaltigkeit von V' der Dimension (’;) mit

TM(Q)={A €V |DF(Q)A) =0} =U ={A1Q €V | A; € V}}

als Tangentialraum an M im Punkt Q € M. O



Aufgabe 6. Man zeige, da3 der Durchschnitt des Doppelkegels
{x eR’ | x] + x5 =x3}
und der affinen Hyperebene
{x€R3|x1+x2+X3=2}

eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit M von R? ist und bestimme den Tan-
gentialraum an M inx € M!

Lésung 1. Erklirt man die stetig differenzierbare Funktion F : R?® — R? durch

2 2 2
Foy=( 125 ) firxer?
X1+ x2+x3—2

so erhilt man einerseits die formale Darstellung M = {x e R | F(x) = O} und
andererseits als Ableitung von F in x € M die Funktionalmatrix

2x1 2xy =2
DF(x) = [ 2 7% e LR R?)
1 1 1
Wiirde es einen Punkt x € M mit x; = x, = —x3 geben, so miilite x = 0 wegen

xf +x§ = x§ gelten, was aber im Widerspruch zu x; +x, +x3 = 2 stiinde. Es gibt also
keinen Punkt x € M mit x; = x, = —x3, woraus folgt, daB DF(x) € L(R?;R?) fiir
alle x € M surjektiv und demzufolge M eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit
von R3 ist.

2. AuBerdem erhilt man die Gerade

TM(x) = {§ €R® | xié1 + 26, —x383 = 0, &1 + 62 + & = 0}

als Tangentialraum an M in x € M ist. Sucht man fiir einen beliebig vorgegebenen
Punkt x € M nach den Losungen des homogenen Gleichungssystems

X161 + X286 + (x1+x2—-2)5 =0
&1+ &+ &3 = 0,
so liefert die Subtraktion des x;-fachen bzw. des x,-fachen der zweiten von der ersten
Zeile das System
(2 —x1)é2 + (x2—2)83 = 0
(x1 —x2)61 + (x1—2)& = 0,
woraus sich der Tangentialvektor

X1—2
gZ 2— x5 €R3
X2 — X1

an M in x € M mit der Eigenschaft 7M (x) = lin{&} ergibt. O



