Vorlesung 1
Lineare Gleichungssysteme

Ist K ein Korper, so soll die Losbarkeit von Systemen von m € N linearen Gleichungen
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anxi + -+ awxe + o+ dinXe = ¥ ]

Ag1X1 + -+ + QreXe + -+ + AgpXn = Yk

AmX1 + =+ + QuuXe + -+ AGmnXn = Ym
mit n € N Unbekannten xq,...,x¢,...,x, € K zu vorgegebenen rechten Seiten
Viseoos Vier- - Ym € K und Koeffizienten agy € K firk € {1,...,m}, £ € {1,...,n}
untersucht werden. Gilt dabei y;, = 0 fiir alle k € {1,...,m}, so heil}t das lineare
Gleichungssystem homogen, anderenfalls wird es als inhomogen bezeichnet.

GauB-Algorithmus. Um die Losungen des linearen Gleichungssystems zu bestim-
men, benotigt man folgende elementare Aquivalente Umformungen:

1. Multiplikation einer Gleichung mit einem von 0 verschiedenen Faktor

2. Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung

3. Vertauschung zweier Gleichungen

4. Vertauschung zweier Spalten von Summanden auf der linken Seite.

Schritt 1.1. Wahlvon k € {1,...,m}und £ € {1,...,n} mit agy # 0, falls moglich.

Schritt 1.2. Vertauschung der Gleichungen 1 und k sowie der Spalten 1 und £.
AgeXe + - + agp1X1 + o+ + QpXn = Vi | ke - (a1e) 7 (—ame)
ayxe + -+ anxy + -+ awXn = N JJF

AmeXe + - + A X1 + - + AmaXn = Ym +

Schritt 1.3. Ausrdumung von Spalte 1 durch Addition geeigneter Vielfacher von
Gleichung 1 zu allen anderen Gleichungen.
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Schritt 2.1. Wahlvonk € {2,...,mjund £ € {2,...,n} mita;, # 0, falls moglich.
Schritt 2.2. Vertauschung der Gleichungen 2 und k sowie der Spalten 2 und £.
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Schritt 2.3. Ausrdumung von Spalte 2 durch Addition geeigneter Vielfacher von
Gleichung 2 zu allen anderen Gleichungen.
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ApaXy + oo+ QeXy + 0t A, X, = Vg
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Ap3X3 + oo+ AeXy T A Xy = Yy

Fortsetzung und Abbruchkriterium. Kann nach r € {0,..., min{m,n}} analogen
Schritten des Eliminationsverfahrens keink € {r + 1,...,m}und £ € {r +1,...,n}
mit a;, # 0 mehr gewihlt werden, erhélt man ein d4quivalentes System mit r nichttri-
vialen und m — r trivialen Gleichungen in gestaffelter Endform
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Losbarkeit. 1. Das obige lineare Gleichungssystem besitzt genau dann eine Losung
mit den Komponenten x7,...,x, € K, wenn y = 0flrallek € {r + 1,...,mj} gilt.

2. Sei die Bedingung y; = 0 fiir jedes k € {r + 1,...,m} erfiillt. Das obige System
linearer Gleichungen ist genau dann eindeutig losbar, wenn r = n gilt.



Losungsmenge. Sei die Bedingung y; = 0 fiir jedes k € {r + 1, ..., m} erfillt.
1. Jede Losung des obigen Systems linearer Gleichungen mit den Komponenten
X7, ...,x, € Kist darstellbar als Summe

o __ &o o o __ o o
x, =86 +z7, ... .x,=§, +z, €K
aus irgendeiner Losung des linearen inhomogenenen Gleichungssystems

&7 + al,1&re o Hangn =07
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gr + arr-i—lgr-i-l ++ arngn =V
mit den Komponenten &7,...,&, € K und einer Losung des linearen homogenen

Gleichungssystems
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21 + @l % T ay,z, =0
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mit den Komponenten z7, ..., z, € K.
2. Eine spezielle Losung des linearen inhomogenen Gleichungssystems ist stets

=y 5=y €K, &.,... .5 =0
3. Jede Losung des linearen homogenen Gleichungssystems hat die Gestalt

n n
z] =— Za‘fgzg,...,zfz— E ayzp €K, z2. ...z, €K,
l=r+1 {=r+1

wobei die n — r Komponenten z;_ .. .., z, € K der Losung frei wihlbar sind.



