
Vorlesung 11

Symmetrische und orthogonale Operatoren
Sei V ein euklidischer Raum mit dem Skalarprodukt . j / W V � V ! R sowie
B D fv1; : : : ; vng eine Orthonormalbasis von V .

Dualitätsabbildung. 1. Diejenige lineare Abbildung JV 2 L.V IV
�/, welche jedem

Vektor u 2 V die durch hJV .u/; vi D .ujv/ für alle v 2 V definierte Linearform
JV .u/ 2 V

� zuordnet, heißt Dualitätsabbildung von V .
2. Die Dualitätsabbildung JV 2 L.V IV

�/ ist ein Isomorphismus von V auf V �,
wobei F D

˚
JV .v1/; : : : ; JV .vn/

	
die zu B D fv1; : : : ; vng duale Basis von V � ist. Die

Koordinatendarstellung ˆF JVˆ
�1
B 2 L.R

nIRn/ wird durch En 2 Rn�n realisiert.
3. Durch .f jg/� D

�
J�1

V .f /jJ�1
V .g/

�
für f , g 2 V � wird ein Skalarprodukt

. j /� W V � � V � ! R in V � und somit eine euklidische Struktur auf V � definiert.

Symmetrische Operatoren. 1. Ein linearer Operator T 2 L.V IV / heißt symme-
trisch, wenn .T .u/jv/ D .ujT .v// für alle u, v 2 V gilt.

2. Ein Operator T 2 L.V IV / ist genau dann symmetrisch, wenn für den dualen
Operator T � 2 L.V �IV �/ die Beziehung T �JV D JV T gilt.

Matrixdarstellung symmetrischer Operatoren. Sei T 2 L.V IV / ein symmetri-
scher Operator und A 2 Rn�n die zur Koordinatendarstellung ˆBTˆ

�1
B 2 L.R

nIRn/

gehörende Matrix. Da F D
˚
JV .v1/; : : : ; JV .vn/

	
die zu B D fv1; : : : ; vng duale Ba-

sis von V � und A| 2 Rn�n die zur Koordinatendarstellung ˆF T
�ˆ�1

F 2 L.R
nIRn/

gehörende Matrix ist, folgt aus T �JV D JV T die Beziehung A| D A.

Symmetrische und antisymmetrische Matrizen. 1. Eine Matrix A 2 Rn�n heißt
symmetrisch bzw. antisymmetrisch, wenn A| D A bzw. A| D �A gilt.

2. Jede Matrix A 2 Rn�n läßt sich in eine Summe aus einer symmetrischen Matrix
1
2
.AC A|/ 2 Rn�n und einer antisymmetrischen Matrix 1

2
.A � A|/ 2 Rn�n zerlegen.

Diagonalisierbarkeit symmetrischer Operatoren. Sei T 2 L.V IV / symmetrisch.
1. Das durch �.�/ D det.T � �IV / für � 2 R definierte charakteristische Polynom

� W R! R von T zerfällt für alle � 2 R in ein Produkt

�.�/ D det.T � �IV / D

nY
`D1

.�` � �/ D .�1 � �/ � � � .�n � �/

von Linearfaktoren mit n nicht notwendig voneinander verschiedenen reellen Nullstel-
len �1; : : : ; �n 2 R, das heißt, alle Eigenwerte �1; : : : ; �n von T sind reell.

2. Der Operator T 2 L.V IV / ist diagonalisierbar: Es existiert eine Orthonormal-
basis fu1; : : : ; ung von V aus Eigenvektoren u1 2 U1.�1/; : : : ; un 2 U1.�n/ von T , das
heißt, die Eigenräume zu verschiedenen Eigenwerten sind zueinander orthogonal.
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Orthogonale Operatoren. 1. Ein linearer Operator T 2 L.V IV / heißt orthogonal
oder isometrisch, wenn .T .u/jT .v// D .ujv/ für alle u, v 2 V gilt. Die Verkettung
ST 2 L.V IV / zweier orthogonaler Operatoren S , T 2 L.V IV / ist orthogonal.

2. Jeder orthogonale Operator T 2 L.V IV / ist ein Isomorphismus, und seine In-
verse T �1 2 L.V IV / ist ebenfalls orthogonal. Ein Isomorphismus T 2 L.V IV / ist
genau dann orthogonal, wenn für den dualen Operator T � 2 L.V �IV �/ die Bezie-
hung T �JV D JV T

�1 gilt.
3. Ein Operator T 2 L.V IV / ist genau dann orthogonal, wenn

˚
T .v1/; : : : ; T .vn/

	
für jede Orthonormalbasis fv1; : : : ; vng von V ebenfalls eine Orthonormalbasis ist.

Matrixdarstellung orthogonaler Operatoren. Sei T 2 L.V IV / ein orthogonaler
Operator und A 2 Rn�n die zur Koordinatendarstellung ˆBTˆ

�1
B 2 L.RnIRn/ ge-

hörende Matrix. Da F D
˚
JV .v1/; : : : ; JV .vn/

	
die zu B D fv1; : : : ; vng duale Basis

von V � und A| 2 Rn�n die zur Koordinatendarstellung ˆF T
�ˆ�1

F 2 L.R
nIRn/ ge-

hörende Matrix ist, folgt aus T �JV T D JV die Beziehung A|A D En.

Orthogonale Matrizen. 1. Eine Matrix A 2 Rn�n heißt orthogonal, wenn die Bezie-
hung .A�/|.Ax/ D �|x für alle �, x 2 Rn gilt.

2. Jede orthogonale Matrix T 2 Rn�n ist invertierbar, und ihre Inverse A�1 2 Rn�n

ist ebenfalls orthogonal. Umgekehrt ist eine invertierbare Matrix A 2 Rn�n genau
dann orthogonal, wenn A| D A�1 gilt.

3. Für orthogonale Matrizen A 2 Rn�n gilt j det.A/j2 D det.A|A/ D det.En/ D 1.
4. Jede orthogonale Matrix A 2 Rn�n mit det.A/ D 1 ist das Produkt von höch-

stens
�

n

2

�
D

1
2
n.n � 1/ Matrizen Ak`.'/ 2 Rn�n der Form

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 k ` n

1 � � � 0 0 0 � � � 0 0 0 � � � 0
:::
: : :

:::
:::

:::
:::

:::
:::

:::

0 � � � 1 0 0 � � � 0 0 0 � � � 0

0 � � � 0 cos' 0 � � � 0 � sin' 0 � � � 0

0 � � � 0 0 1 � � � 0 0 0 � � � 0
:::

:::
:::

:::
: : :

:::
:::

:::
:::

0 � � � 0 0 0 � � � 1 0 0 � � � 0

0 � � � 0 sin' 0 � � � 0 cos' 0 � � � 0

0 � � � 0 0 0 � � � 0 0 1 � � � 0
:::

:::
:::

:::
:::

:::
:::
: : :

:::

0 � � � 0 0 0 � � � 0 0 0 � � � 1
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mit geeigneten Drehwinkeln ' 2 Œ0; 2��.


