
Vorlesung 12

Stetige Abbildungen
Sind V , W und U endlichdimensionale lineare normierte Räume, so werden der
Grenzwert- und Stetigkeitsbegriff auf Abbildungen f W X ! W übertragen, wobei
der Definitionsbereich X von f eine Teilmenge von V ist.

Konvergenz von Folgen. 1. Eine Folge .xk/ in V heißt konvergent, wenn ein Punkt
x 2 V existiert, so daß es für jedes " > 0 ein k0 2 N derart gibt, daß kxk � xk � " für
alle k 2 N mit k � k0 gilt. In diesem Falle wird der (dadurch eindeutig bestimmte)
Punkt x 2 V Grenzwert der Folge genannt, und man schreibt limk!1 kxk � xk D 0.

2. Eine Folge in V heißt divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Cauchy-Kriterium. Eine Folge .xk/ in V konvergiert genau dann, wenn für jedes
" > 0 ein k0 2 N existiert, so daß kxk � x`k � " für alle k, ` 2 N mit k, ` � k0 gilt.

Teilfolgen. Ist .k`/ eine Folge natürlicher Zahlen, so daß k` < k`C1 für alle ` 2 N

gilt und .xk/ eine Folge in V , dann nennt man .xk`
/ eine Teilfolge von .xk/.

Häufungswerte. Sei .xk/ eine Folge in V und x 2 V . Dann sind die Aussagen
1. Es gibt eine konvergente Teilfolge .xk`

/ von .xk/ mit lim`!1 kxk`
� xk D 0.

2. Für jedes " > 0 existieren unendlich viele verschiedene k 2 N mit kxk � xk � ".
äquivalent. In diesem Falle nennt man x 2 V einen Häufungswert der Folge .xk/.

Satz von Bolzano-Weierstraß. 1. Eine Folge .xk/ in V heißt beschränkt, wenn es
ein c 2 R, c � 0 gibt, so daß kxkk � c für alle k 2 N gilt.

2. Jede konvergente Folge in V ist beschränkt.
3. Jede beschränkte Folge in V besitzt mindestens einen Häufungswert.

Häufungspunkte und abgeschlossene Mengen. 1. Ein Punkt x0 2 V wird Häu-
fungspunkt von X genannt, wenn für jedes ı > 0 ein x 2 X mit 0 < kx � x0k � ı

existiert, das heißt, eine Folge .xk/ in X n fx0g mit limk!1 kxk � x0k D 0 existiert.
2. Ein Punkt x0 2 X heißt isoliert, wenn er kein Häufungspunkt von X ist.
3. Die Menge X heißt abgeschlossen, wenn X alle Häufungspunkte von X enthält.
4. Die Menge fx 2 V j kx � x0k � ıg heißt abgeschlossene Kugel um x0 2 V mit

dem Radius ı > 0.

Innere Punkte und offene Mengen. 1. Ein Punkt x0 2 X wird innerer Punkt vonX
genannt, wenn es ein ı > 0 derart gibt, daß jedes x 2 V mit kx�x0k < ı zuX gehört.

2. Jeder innere Punkt x0 2 X ist ein Häufungspunkt von X .
3. Die Menge X heißt offen, wenn jedes x0 2 X ein innerer Punkt von X ist.
4. Man nennt fx 2 V j kx�x0k < ıg die offene Kugel um x0 2 V mit Radius ı > 0.
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Konvergenz einer Abbildung. Sind x0 2 V ein Häufungspunkt vonX , desweiteren
y0 2 W sowie f W X ! W eine Abbildung, dann gilt die Äquivalenz:

1. Für jedes " > 0 existiert ein ı > 0, so daß für alle x 2 X mit 0 < kx � x0k � ı

stets kf .x/ � y0k � " gilt.
2. Für jede beliebige Folge .xk/ in X n fx0g mit limk!1 kxk � x0k D 0 gilt stets

limk!1 kf .xk/ � y0k D 0.
In diesem Falle sagt man, daß f für x gegen x0 gegen den Grenzwert y0 konvergiert

und schreibt limx!x0
kf .x/ � y0k D 0.

3. Man beachte, daß die Konvergenzbedingungen weder davon abhängen, ob f im
Punkt x0 2 V definiert ist oder nicht, das heißt, ob x0 2 X oder x0 … X gilt, noch
vom Wert f .x0/ 2 W im Falle x0 2 X abhängen.

Stetigkeit einer Abbildung. Sei f W X ! W eine Abbildung.
1. Man nennt f in x0 2 X stetig, wenn für jedes " > 0 ein ı > 0 existiert, so daß

für alle x 2 X mit kx � x0k � ı stets kf .x/ � f .x0/k � " gilt.
2. Die Abbildung f ist genau dann in einem Häufungspunkt x0 2 X von X stetig,

wenn limx!x0
kf .x/ � f .x0/k D 0 gilt.

3. Ist x0 2 X ein isolierter Punkt, also kein Häufungspunkt von X , dann ist jede
Abbildung f W X ! W stetig in x0 2 X .

4. Man nennt f W X ! W stetig, wenn f in jedem Punkt x0 2 X stetig ist.

Stetigkeit der Verkettung. Sei Y eine Teilmenge von W .
1. Ist f W X ! W eine in x0 2 X stetige Abbildung mit f ŒX� � Y und g W Y ! U

eine in f .x0/ 2 Y stetige Abbildung, so ist g ı f W X ! U in x0 2 X stetig.
2. Sei f W X ! Y eine bijektive Abbildung. Sind f W X ! Y und die Inverse

f �1 W Y ! X stetig, so nennt man f einen Homöomorphismus von X auf Y .

(Einfach) zusammenhängende Mengen. 1. Man bezeichnet eine Menge X � V

als zusammenhängend, wenn für alle x, � 2 X eine stetige Abbildung ' W Œ0; 1� ! X

existiert, so daß '.0/ D x und '.1/ D � gilt.
2. Eine zusammenhängende Menge X � V heißt einfach zusammenhängend, wenn

für jede stetige Abbildung ' W fu 2 V j kuk D 1g ! X eine stetige Fortsetzung
 W fu 2 V j kuk � 1g ! X von ' existiert.

3. Die Kugel fx 2 V j kx � x0k � rg um x0 2 V mit r > 0 ist einfach zusammen-
hängend. Die Hohlkugel fx 2 V j � � kx � x0k � rg um x0 2 V mit dem inneren
Radius � > 0 und dem äußeren Radius r > � ist (nicht einfach) zusammenhängend.

Stetige Bilder zusammenhängender Mengen. Ist die Menge X � V (einfach) zu-
sammenhängend und f W X ! W eine stetige Abbildung, dann ist auch die Bild-
menge f ŒX� � W (einfach) zusammenhängend.
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Stetige Bilder abgeschlossener beschränkter Mengen. IstX � V eine abgeschlos-
sene beschränkte Menge und f W X ! W eine stetige Abbildung, dann gilt:

1. Die Bildmenge f ŒX� � W ist ebenfalls beschränkt und abgeschlossen.
2. Im Falle W D R besitzt die Bildmenge f ŒX� � R Maximum und Minimum.
3. Die Abbildung f ist gleichmäßig stetig: Es gibt für jedes " > 0 ein ı > 0, so daß

für alle x, x0 2 X mit kx � x0k � ı stets kf .x/ � f .x0/k � " gilt.

Stetigkeit der Koordinatenabbildung. Sei B D fv1; : : : ; vng eine Basis des linearen
normierten Raums V . Dann sind die Koordinatenabbildung ˆB 2 L.V IR

n/ sowie
deren Inverse ˆ�1

B 2 L.R
nIV / stetig, und es gibt Konstanten c, d > 0, so daß

kˆB.u/k � ckuk für alle u 2 V ; kˆ�1
B .x/k � dkxk für alle x 2 Rn gilt:

Stetigkeit multilinearer Abbildungen. 1. Sei für jedes k 2 f1; : : : ; rg ein linearer
normierter Raum Vk mit einer Basis Bk D fvk1; : : : ; vknk

g vorgegeben sowie ck > 0

eine Konstante, so daß kˆBk
.uk/k � ckkukk für alle uk 2 Vk gilt.

Für r-lineare Abbildungen F W V1 � � � � � Vr ! W und .u1; : : : ; ur/ 2 V1 � � � � � Vr

mit den Koordinaten .x1; : : : ; xr/ D
�
ˆB1

.u1/; : : : ; ˆBr
.ur/

�
2 Rn1 � � � � �Rnr liefert

die Dreiecksungleichung

kF.u1; : : : ; ur/k �

n1X
`1D1

� � �

nrX
`rD1

jx1`1
j � � � jxr`r

j � kF.v1`1
; : : : ; vr`r

/k

� c1 � � � cr � ku1k � � � kurk

n1X
`1D1

� � �

nrX
`rD1

kF.v1`1
; : : : ; vr`r

/k;

woraus sich die Stetigkeit der r-linearen Abbildung F W V1 � � � � � Vr ! W ergibt.
2. Im Raum der r-linearen Abbildungen F W V1 � � � � � Vr ! W wird durch

kF k D sup
˚
kF.u1; : : : ; ur/k 2 R j .u1; : : : ; un/ 2 V1 � � � � � Vr ; ku1k; : : : ; kurk � 1

	
die Struktur eines linearen normierten Raums eingeführt.

3. Für r D 1 und T 2 L.V IW / gilt kT k D sup
˚
kT .u/k 2 R j u 2 V; kuk � 1

	
.


