Vorlesung 12
Stetige Abbildungen

Sind V, W und U endlichdimensionale lineare normierte Riaume, so werden der
Grenzwert- und Stetigkeitsbegrift auf Abbildungen f : X — W {ibertragen, wobei
der Definitionsbereich X von f eine Teilmenge von V ist.

Konvergenz von Folgen. 1. Eine Folge (xz) in V heil3t konvergent, wenn ein Punkt

x € V existiert, so daB3 es fiir jedes ¢ > 0 ein ko € N derart gibt, daB} ||xx — x|| < e fiir

alle k € N mit k > kg gilt. In diesem Falle wird der (dadurch eindeutig bestimmte)

Punkt x € V Grenzwert der Folge genannt, und man schreibt limg_. o ||xx — x|| = 0.
2. Eine Folge in V heil3t divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

Cauchy-Kriterium. Eine Folge (xz) in V konvergiert genau dann, wenn fiir jedes
e > 0ein ko € N existiert, so daB ||x; — x¢|| < efiirallek, £ € N mitk, £ > k, gilt.

Teilfolgen. Ist (k¢) eine Folge natiirlicher Zahlen, so dal3 ky < k¢4 fiiralle { € N
gilt und (xx) eine Folge in V', dann nennt man (x,) eine Teilfolge von (xi).

Haufungswerte. Sei (xx) eine Folge in 1V und x € V. Dann sind die Aussagen

1. Es gibt eine konvergente Teilfolge (xx,) von (xx) mit limy_, o ||xx, — x| = 0.

2. Fir jedes ¢ > 0 existieren unendlich viele verschiedene k € N mit ||x;z — x|| < e.
aquivalent. In diesem Falle nennt man x € V einen Hdufungswert der Folge (xx).

Satz von Bolzano-Weierstra3. 1. Eine Folge (xi) in V heil3t beschrinkt, wenn es
einc € R, ¢ > 0 gibt, so daB ||xx| < c fur alle k € N gilt.

2. Jede konvergente Folge in V' ist beschrankt.

3. Jede beschrinkte Folge in V' besitzt mindestens einen Haufungswert.

Haufungspunkte und abgeschlossene Mengen. 1. Ein Punkt xo € V wird Hdu-
fungspunkt von X genannt, wenn fiir jedes § > Oein x € X mit 0 < ||lx — xo|| < 6
existiert, das heil3t, eine Folge (xx) in X \ {xo} mit limg_ o ||Xx — Xo| = O existiert.
2. Ein Punkt xo € X heil3t isoliert, wenn er kein Hiufungspunkt von X ist.
3. Die Menge X heilBt abgeschlossen, wenn X alle Haufungspunkte von X enthilt.
4. Die Menge {x € V | ||x — xo|| < 8} heiB3t abgeschlossene Kugel um xo € V mit
dem Radius § > 0.

Innere Punkte und offene Mengen. 1. Ein Punkt xo € X wird innerer Punkt von X
genannt, wenn es ein 6 > 0 derart gibt, dal3 jedes x € V mit | x —x¢|| < 6 zu X gehort.
2. Jeder innere Punkt xo € X ist ein Hiufungspunkt von X.
3. Die Menge X heil3t offen, wenn jedes xo € X ein innerer Punkt von X ist.
4. Man nennt {x € V | ||x —xo| < 6} die offene Kugel um x, € V mit Radius § > 0.
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Konvergenz einer Abbildung. Sind x, € V ein Hiufungspunkt von X, desweiteren
yo € W sowie f : X — W eine Abbildung, dann gilt die Aquivalenz:

1. Fiir jedes ¢ > 0 existiert ein § > 0, so daB fiir alle x € X mit 0 < ||x — xo]| < &
stets || f(x) — yo|l < e gilt.

2. Fiir jede beliebige Folge (xz) in X \ {xo} mit limg_, ||Xx — Xxo|| = O gilt stets
limg— o0 || f(xk) — yol = 0.

In diesem Falle sagt man, dal3 f fiir x gegen xo gegen den Grenzwert yo konvergiert
und schreibt limy_, », || f(x) — yo|| = 0.

3. Man beachte, da3 die Konvergenzbedingungen weder davon abhingen, ob f im
Punkt xo € V definiert ist oder nicht, das heil}t, ob xo € X oder xo ¢ X gilt, noch
vom Wert f(xo) € W im Falle xo € X abhidngen.

Stetigkeit einer Abbildung. Sei f : X — W eine Abbildung.

1. Man nennt f in xo € X stetig, wenn fur jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dal3
fiir alle x € X mit ||x — xo|| < § stets || f(x) — f(x0)| < e gilt.

2. Die Abbildung f ist genau dann in einem Haufungspunkt xo € X von X stetig,
wenn limy—x, || f(x) — f(xo)|| = 0 gilt.

3. Ist xo € X ein isolierter Punkt, also kein Haufungspunkt von X, dann ist jede
Abbildung f : X — W stetigin xo € X.

4. Man nennt f : X — W stetig, wenn f in jedem Punkt xo € X stetig ist.

Stetigkeit der Verkettung. Sei Y eine Teilmenge von W.

I.Ist f: X — W einein xy € X stetige Abbildung mit f[X]C Y undg:Y - U
eine in f(xg) € Y stetige Abbildung, soistgo f : X — U in xo € X stetig.

2.8Sei f : X — Y eine bijektive Abbildung. Sind f : X — Y und die Inverse
f~1:Y — X stetig, so nennt man f einen Homdomorphismus von X auf'Y .

(Einfach) zusammenhingende Mengen. 1. Man bezeichnet eine Menge X C V
als zusammenhdingend, wenn fiir alle x, £ € X eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X
existiert, so dall ¢(0) = x und ¢(1) = £ gilt.

2. Eine zusammenhédngende Menge X C V heil3t einfach zusammenhdingend, wenn
fiir jede stetige Abbildung ¢ : {u € V | |lu]|| = 1} — X eine stetige Fortsetzung
Vvi{ueV||u|l| <1} - X von ¢ existiert.

3. Die Kugel {x € V | ||x — xo|| < r}um xo € V mitr > 0 ist einfach zusammen-
hiangend. Die Hohlkugel {x € V | p < ||x — x¢|| < r} um xo € V mit dem inneren
Radius p > 0 und dem duBleren Radius r > p ist (nicht einfach) zusammenhéngend.

Stetige Bilder zusammenhidngender Mengen. Ist die Menge X C V (einfach) zu-
sammenhdngend und f : X — W eine stetige Abbildung, dann ist auch die Bild-
menge f[X] C W (einfach) zusammenhingend.
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Stetige Bilder abgeschlossener beschrankter Mengen. Ist X C V eine abgeschlos-
sene beschriankte Menge und f : X — W eine stetige Abbildung, dann gilt:

1. Die Bildmenge f[X] C W ist ebenfalls beschrankt und abgeschlossen.

2. Im Falle W = R besitzt die Bildmenge f[X] C R Maximum und Minimum.

3. Die Abbildung f ist gleichmdifig stetig: Es gibt flr jedes ¢ > 0 ein § > 0, so dal
fir alle x, xo € X mit ||x — x| < é stets || f(x) — f(x0)| < ¢ gilt.

Stetigkeit der Koordinatenabbildung. Sei B = {vy, ..., v,} eine Basis des linecaren
normierten Raums V. Dann sind die Koordinatenabbildung ®p € L(V;R") sowie
deren Inverse ®3' € L(R"; V) stetig, und es gibt Konstanten ¢, d > 0, so daB

|®pu)| <cllul| firalleu eV, |®5'(x)| <d|x| fiirallex € R" gilt.

Stetigkeit multilinearer Abbildungen. 1. Sei fiir jedes k € {1,...,r} ein linearer
normierter Raum Vi mit einer Basis Bx = {vki, ..., Vkn, } vorgegeben sowie ¢x > 0
eine Konstante, so daB || ®p, (ux)|| < ck|lukll fir alle ux € Vi gilt.

Fiir r-lineare Abbildungen F : Vi x---x V, — Wund (uy,...,u,) € Vi x---x V,
mit den Koordinaten (xi,...,x;) = (®p, (1), ..., Pp, (u;)) € R" x--- x R™ liefert
die Dreiecksungleichung
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woraus sich die Stetigkeit der r-linearen Abbildung F : V; x --- x V, — W ergibt.
2. Im Raum der r-linearen Abbildungen F : V; x --- x V, — W wird durch
|FIl =sup {I|F(ur,....ur)| €R| (uy,....un) € Vi x - X Vo, uqll,.... |lur| <1}

die Struktur eines linearen normierten Raums eingefiihrt.
3.Firr=1und T € L(V; W) gilt |T|| = sup{||IT@)|| eR |u €V, |Ju| <1}.



