Vorlesung 15
Extremwertprobleme

Seien V und W endlichdimensionale lineare normierte Rdume und X eine offene
Teilmenge von V.

Zweimal differenzierbare Abbildungen. Sei f : X — W stetig differenzierbar.

1. Man nennt f in xo € X zweimal differenzierbar, wenn die stetige Abbildung
Df : X — L(V;W) in x, differenzierbar ist. In diesem Falle bezeichnet man die
Ableitung von Df in xq als zweite Ableitung D*f(xo) € L(V; L(V;W)) von f in x,.

2. Da jede Abbildung G € L(V; L(V; W)) mittels F(vy,v3) = G(vy)(vy) € W flr
v1, U2 € V mit einer bilinearen Abbildung F : V x V — W identifiziert werden kann,
wird die zweite Ableitung D2f(xg) € L,(V; W) einer in xo € X zweimal differen-
zierbaren Abbildung f fortan als ein Element des linearen Raumes L, (V; W) aller
bilinearen Abbildungen F : V x V — W angesehen.

3.Sei f in xo € X zweimal differenzierbar. Definiert man fiir vorgegebenes v, € V
die Abbildung i : X — W durch h(x) = Df(x)(v,) fir x € X, dann besitzt / in x,
die durch Dh(xg)(v1) = D?f(xo)(v1,v2) fiir v; € V gegebene Ableitung.

4. Die Abbildung f : X — W heil3t zweimal differenzierbar, wenn sie in jedem
Punkt xo € X zweimal differenzierbar ist. Jene Abbildung D?f : X — L,(V; W),
welche jedem xy € X die zweite Ableitung D?f(xo) € L,(V;W) zuordnet, wird
zweite Ableitung von f genannt. Ist diese Abbildung D?f : X — L,(V; W) stetig, so
heil3t f zweimal stetig differenzierbar.

Zweite partielle Ableitungen. Sei f : X — W in xy € X zweimal differenzierbar.
1. Die bilineare Abbildung D?f(xo) : V x V — W ist symmetrisch, es gilt also

D?f(x0)(v1,v2) = D?*f(x0)(va,v1) € W fiir alle vy, v, € V.

2. Im Spezialfall V' = R” ist die partielle Ableitung D, f : X — W fiir jedes
¢ € {l,...,n}in x( differenzierbar, und es gelten die Beziechungen

DkDgf(XO) = Dngf(xo) e W furalle k, { e {1, ce ,I’l},

D>f(xo)(E.m) = ) ) DiDef(xo)fine € W fiiralle £, 17 € R”.

k=1(=1
Gilt auBerdem W = R, so heil3t (D Dy f(x0)) € R™" Hesse-Matrix von f in x.

3. Im Falle V = R” ist die Abbildung f : X — W genau dann zweimal stetig dif-
ferenzierbar, wenn f in jedem x € X fiir jedes £ € {1,...,n} nach der £-ten Variablen
differenzierbar ist, die partiellen Ableitungen Dy f : X — W injedem x € X fiir alle
k,€ € {1,...,n} nach der k-ten Variablen differenzierbar sind und dabei die zweiten
partiellen Ableitungen Dy D, f : X — W stetig sind.



2

Seien V und W euklidische Rdume der Dimension dimV = n bzw. dimW =r <n,
ferner X eine offene Teilmenge von V sowie f : X — R eine Funktion, deren lokale
Extrempunkte xo € X gesucht werden sowie g : X — W eine Funktion, welche dabei
zu beachtende Nebenbedingungen xo € M fir M = {x € X | g(x) = 0} beschreibt.
Insbesondere sind im Falle r = 0 keine Nebenbedingungen zu beriicksichtigen.

Lokale Extrempunkte. 1. Ein Punkt xo € X heiBt lokaler Minimumpunkt (bzw.
Maximumpunkt) von f unter der Nebenbedingung xo € M, wenn es ein § > 0 gibt, so
daB fir alle x € M mit || x — x| < & stets f(x) > f(xo) (bzw. f(x) < f(xo)) gilt.

2. Ein Punkt xo € X heil3t strenger lokaler Minimumpunkt (bzw. Maximumpunkt)
von f unter der Nebenbedingung xo € M, wenn ein § > 0 existiert, so daB} fir alle
x € M mit0 < ||x —xo|| < stets f(x) > f(xo) (bzw. f(x) < f(x0)) gilt.

Globale Extrempunkte. 1. Ein Punkt xo € X heiBt globaler Minimumpunkt (bzw.
Maximumpunkt) von [ unter der Nebenbedingung xo € M, wenn f(x) > f(xo) (bzw.
f(x) < f(xp)) fur alle x € M gilt.

2. Ein Punkt xo € X heil3t strenger globaler Minimumpunkt (bzw. Maximumpunkt)
von f unter der Nebenbedingung xo € M, wenn f(x) > f(xo) (bzw. f(x) < f(xo))
fliralle x € M \ {xo} gilt.

Notwendige Bedingungen fiir lokale Extrempunkte. Seien f und g stetig diffe-
renzierbar sowie xo € X ein Punkt, fiir den die Ableitung Dg(x¢) € L(V; W) surjek-
tiv ist. Ist xo € X ein lokaler Extrempunkt von f unter der Nebenbedingung xo € M,
dann existiert ein Lagrange- Multiplikator A € L(W;R) mit

Df(xo) —ADg(xo) = 0 € L(V;R).

Definitheit symmetrischer Bilinearformen. 1. Sei U ein linearer Teilraum von V
der Dimension dimU = m und F : U x U — R eine symmetrische Bilinearform.
Dann existiert ein symmetrischer Operator 7 € L(U; U) derart, daB3

F(Ml, Mz) = (T(ul)luz) fir alle Ui, Up € U gllt

2.8ind A4, ..., A, € R die Eigenwerte des symmetrischen Operators 7 € L(U; U),
wobei A, = minj<¢<, A¢ der kleinste und A* = max;<¢<m A¢ der groBte Eigenwert
von T sein soll, so gilt

Asllull? < FQu,u) = (T@)lu) < A*|u|? firalleu € U.

3. Die symmetrische Bilinearform F : U x U — R und der zugehorige symmetri-
sche Operator T € L(U;U) heiBen im Falle A, > 0 positiv definit, im Falle A* < 0
negativ definit und im Falle A, < 0 < A* indefinit.
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Hinreichende Bedingungen fiir strenge lokale Extrempunkte. Seien f und g
zweimal stetig differenzierbar, desweiteren xo € X ein Punkt, fiir den die Ableitung
Dg(xg) € L(V; W) surjektiv ist sowie A € L(W;R) ein Lagrange-Multiplikator mit

Df(x9) —ADg(xg) =0¢€ L(V;R).
Sei ferner U = {v € V | Dg(xo)(v) = 0} der (n — r)-dimensionale Kern der Ablei-
tung Dg(xo) € L(V:W)und F : U x U — R die durch
F(uy. up) = D?f(x0)(uy, uz) — AD?g(x0) (uy, up) fiir uy, up € U

definierte symmetrische Bilinearform. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Ist F positiv (bzw. negativ) definit, so ist xo € X ein strenger lokaler Minimum-
punkt (bzw. Maximumpunkt) von f unter der Nebenbedingung xo € M.

2. Ist F indefinit, so ist xo € X kein lokaler Extrempunkt von f unter der Neben-
bedingung xo € M.



