Vorlesung 16
Mehrdimensionale Integration

Es wird das System £, aller meBbaren Teilmengen E des euklidischen Raums R”
eingefiithrt, denen ein bzgl. isometrischen Abbildungen invariantes Mal} sowie das
Integral iiber eine integrierbare Funktion mit Werten im Koérper K € {R,C} zuge-
ordnet werden kann.

Inhalt von Quadern und deren Vereinigungen. 1. Eine Teilmenge Q C R” wird
als halboffener Quader bezeichnet, wenn es Intervallgrenzen —oo < ay,...,a, < o©
sowie —00 < by,...,b, < oo gibt,so daBa, < b, furalle £ € {1,...,n} sowie

O =la1.bi[x---x[a,. by| gilt.

Dabei wird u,(Q) = []y—,(be — ag) als Inhalt von Q definiert, wobei u,(Q) = 0 gilt,
falls Q (und damit mindestens ein Intervall [ay, b¢[) leer ist.

2. Man bildet das Mengensystem 2, aller Vereinigungen £ = U}"_, O C R” be-
liebig vieler paarweise disjunkter Quader Qy,..., @, C R” und definiert den Inhalt

von E durch p,(E) = Y 7 n(Qp).

MaB meBbarer Mengen. 1. Eine Folge (Ex) von Teilmengen E; € %, heit Uber-
deckung von E C R" durch Quader, wenn E C U2 | Ey gilt. Das duflere Mafi A}, (E)
yon E C R" wird durch das Infimum tiber alle Summen Y ;7 , . (Ex) erklart, wobei
als Folgen (Ey) alle Uberdeckungen von E durch Quader zugelassen sind.

2. Um pathologische, nicht meBbare Teilmengen £ C R” auszuschlieBen, definiert
man schlieBlich das Mengensystem £, aller mefbaren Teilmengen E C R” durch

g, = {E CR"|A(G)=A,(GNE)+ A, (GN[R"\ E)) firalle G C R”}
sowie A, (E) = A} (E) alsdas Maf3von E € &,.

Eigenschaften mefbarer Mengen. Das Mengensystem 2, ist in £, enthalten.
1. Fiir die leere Menge gilt @ € £,,.
2. Aus E € &, folgt stets R" \ E € &,,.
3. Fir jede Folge (Ex) meBbarer Mengen Ey € £, gilt UP2 | Ex € £,.

Eigenschaften des MafBles. Es gilt 1,(E) = u,(E) furalle E € %,,.

1. Es gilt A,,(&) = 0 sowie A,(E) > O fiir alle E € &,,.

2.Firalle £,G € &, mit E C G gilt 1,,(E) < 1,(G).

3.Aus E € £,, Ax(E) = 0und E, C E folgt stets Eg € £, und A,(Ey) = 0.

4. Fiir jede Folge (Ey) paarweise disjunkter Mengen E; € £, gilt die Beziehung
An (UIZO=1Ek) = leo=1 An(Ek).

5. Es gibt eine Zerlegung von R"” = U2 | E} in eine Folge (Ey) paarweise disjunk-
ter Mengen Ej € £, endlichen Mal3es.



2

Einfache Funktionen. Sei E € £, eine meB3bare Menge. Man nennt eine Funktion
S+ E — K einfach, wenn es eine Zerlegung von E = U2 Ey in eine Folge (Ey)
paarweise disjunkter Mengen E; € £, endlichen MaBes und eine Folge (c¢;) von
Zahlen ¢; € K gibt, so dall f(x) = ¢, fiir alle x € E; und £ € N gilt.

MegBbare Funktionen. Seien f, g : E — K Funktionenin E € £,,.

1. Eine Eigenschaft ist fiir fast alle x € E erfiillt, wenn es eine Menge E, € £, mit
An(Eo) = 0 gibt, so daB die Eigenschaft fiir alle x € E \ Ej gilt.

2. Gilt f(x) = g(x) fiir fast alle x € E, so heilen f und g dquivalent.

3. Die Funktion f wird mefibar genannt, wenn es eine Folge ( fx) einfacher Funk-
tionen f : E — K gibt, so daB ( fx(x)) fiir fast alle x € E gegen f(x) konvergiert.

Integrierbare Funktionen. Sei f : E — K eine Funktionin E € £,,.

1. Eine einfache Funktion f wird als integrierbar bezeichnet, wenn es eine Zerle-
gung von E = U2 Ey in eine Folge (E¢) paarweise disjunkter Teilmengen E; € £,
endlichen MafBes sowie eine Folge (c¢) von Zahlen ¢; € K gibt, so dall f(x) = ¢, fir
alle x € E;und ¢ € N gilt und die Reihe (Y _y_, ¢, A,(E¢)) absolut konvergiert. In
diesem Falle definiert man das Integral iiber f als Grenzwert

/E S(xX)dAn(x) = Zce A (Eo) € K.
=1

2. Eine meBbare Funktion f heil3t integrierbar, wenn es eine Folge ( f) integrier-
barer einfacher Funktionen f; : £ — K gibt, so daBB ( fx(x)) fiir fast alle x € E
gegen f(x) konvergiert und fiir jedes ¢ > 0 ein ko € N existiert, so dal3

/ | fe(x) — fe(x)|dAn(x) <e firallek,{ e Nmitk, {> ko gilt.
E
In diesem Falle definiert man das Integral von f als Grenzwert

[ F() dn(x) = Tim / F) iy () € K.
E k—o0 E

Integral von Linearkombinationen. Sind f, g : £ — K integrierbare Funktionen
in E € £,,soistaf + g : E — K fiir alle @, 8 € K integrierbar, wobei

[ (@f () + Bg(x)) dAn(x) = a / F(0) dn(x) + B / () dAn(x).
E E E

Vergleichsprinzip. Sind f : E — K und g : E — R integrierbare Funktionen in
E € &, und gilt | f(x)| < g(x) fiir fast alle x € E, so erhdlt man

/f(X)d)tn(X) 5/ If(X)Idkn(X)S/g(X)dkn(X)-
E E E
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Majorantenkriterium von Lebesgue. Seien f : £ — K eine meBbare Funktion
sowie ( fx) eine Folge meBbarer Funktionen fx : E — K in E € £,, so daB3 (fx(x))
fiir fast alle x € E gegen f(x) konvergiert. Ist g : £ — R eine integrierbare Funk-
tion, so daB | fx(x)| < g(x) fir fast alle x € E und jedes k € N gilt, dann ist die
Grenzfunktion f : E — K integrierbar. In diesem Falle gilt

Jim /E () = £(0)] dAn(x) = 0 und /E @) dha() = lim /E i) dn(x).

Vertauschbarkeit von Grenzprozessen. Ist ( fx) eine Folge integrierbarer Funktio-
nen fi : E — K derart, daBl die Reihe (37, [ | fie(x)| dAn(x)) konvergiert, dann
gibt es eine integrierbare Grenzfunktion f : E — K, so daB3 die Reihe (ZZLI Jr (x))
fir fast alle x € E absolut gegen f(x) konvergiert. In diesem Falle konvergiert die
summandenweise integrierte Reihe (ZZ’ZI Jg Je(x)dA, (x)) gegen die Summe

/E f(x)dxn(x)=; /E i) dn().

Stetige Abhingigkeit vom Parameter. Seien eine Teilmenge X C K, ein Punkt
&0 € X sowie eine Funktion f : E x X — K gegeben, so daB fiir jedes £ € X jeweils
die durch g¢(x) = f(x,§) fir x € E definierte Funktion g¢ : £ — K integrierbar
und fiir fast alle x € E jeweils die durch /,(§) = f(x, §) fir £ € X erklarte Funktion
hy: X - Kin§y € X stetig ist.

Existiert eine integrierbare Funktion g : E — R derart, daB3 | f(x, §)| < g(x) fir
fast alle x € E und jedes £ € X gilt, so ist die durch

he) = / f.§) () firg e X
E
definierte Funktion /2 : X — K in & stetig.

Differenzierbare Abhingigkeit vom Parameter. Seien ein Intervall X C R sowie
eine Funktion f : E x X — R derart gegeben, dalB} fiir fast alle x € E jeweils die
durch h,(§) = f(x,§) fiir § € X erklarte Funktion 4, : X — R differenzierbar ist.

Existiert eine integrierbare Funktion g : £ — R derart, daB3 | D, f(x,§)| < g(x)
fiir fast alle x € FE und jedes § € X gilt, so wird durch

b6 = [ 8 dr o firgex
E
eine differenzierbare Funktion 4 : X — R definiert, deren Ableitung die Gestalt

Dh(£) = /E Dy f(x,8)dAn(x) fiir jedes & € X besitzt.
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Analytische Abhingigkeit vom Parameter. Seien eine offene Menge U C C sowie
eine Funktion f : E x U — C derart gegeben, dal} fiir fast alle x € E jeweils die
durch i, (§) = f(x,§) fiir £ € U erklarte Funktion %, : U — R analytisch ist.

Existiert eine integrierbare Funktion g : £ — R derart, daB3 | f(x, )| < g(x) fiir
fast alle x € E und jedes & € U gilt, dann wird durch

b6 = [ S § a0 firgeU
E
eine analytische Funktion 4 : U — R definiert, deren k-te Ableitung die Gestalt
D¥h(§) = / DX f(x.€)dr,(x) fiirjedes £ € X und k € N besitzt.
E

Produktmafe. Seienr,q € N mitn = r + ¢ und somit R” = R” x R? gegeben.
l.FiralleG € & und H € &, gilt G x H € &, und 1,(G x H) = A,(G) A,(H).
2.Firalle E € £, und x € R" gilt {§ e R? | (x,£) € E} € £, sowie

Jn(E) = /R A({E €RY | (x.6) € EY) dA, (x).
3.Firalle E € 8, und £ € RY gilt {x e R" | (x,£) € E} € &, sowie

M(B) = [ A(fr R (.0 € B) dAy(©),

Vertauschbarkeit der Integration. Seien r, ¢ € N mitn = r + g sowie G € &,
und H € &, gegeben. Eine mefBbare Funktion f : G x H — R ist genau dann
integrierbar, wenn das Integral

/ 1 (x.)] dAn(x. )
GxH

bzgl. des Produktmales oder eines der beiden mehrfachen Integrale

/G ( /H If(x,é)ldlq(é)) dh(x) oder /H ( /G |f(x,s>|dxr(x)) d3g(E)

konvergiert. In diesem Falle haben alle drei Integrale denselben Wert, und man erhalt
auBerdem die Darstellung

FEx) ddn(x.8) = /G ( /H f(x,@dxq@)) ()

_ / ( / f(x,é)dkr(X)) dAg(E).
H G

GxH



