
Vorlesung 16

Mehrdimensionale Integration
Es wird das System Ln aller meßbaren Teilmengen E des euklidischen Raums Rn

eingeführt, denen ein bzgl. isometrischen Abbildungen invariantes Maß sowie das
Integral über eine integrierbare Funktion mit Werten im Körper K 2 fR;Cg zuge-
ordnet werden kann.

Inhalt von Quadern und deren Vereinigungen. 1. Eine Teilmenge Q � Rn wird
als halboffener Quader bezeichnet, wenn es Intervallgrenzen �1 � a1; : : : ; an < 1
sowie �1 < b1; : : : ; bn � 1 gibt, so daß a` � b` für alle ` 2 f1; : : : ; ng sowie

Q D Œa1; b1Œ � � � � � Œan; bnŒ gilt:

Dabei wird �n.Q/ D
Qn
`D1.b` � a`/ als Inhalt von Q definiert, wobei �n.Q/ D 0 gilt,

falls Q (und damit mindestens ein Intervall Œa`; b`Œ) leer ist.
2. Man bildet das Mengensystem An aller Vereinigungen E D [m

kD1
Qk � Rn be-

liebig vieler paarweise disjunkter Quader Q1; : : : ;Qm � Rn und definiert den Inhalt
von E durch �n.E/ D

Pm
kD1 �n.Qk/.

Maß meßbarer Mengen. 1. Eine Folge .Ek/ von Teilmengen Ek 2 An heißt Über-
deckung von E � Rn durch Quader, wenn E � [1

kD1
Ek gilt. Das äußere Maß ��n.E/

von E � Rn wird durch das Infimum über alle Summen
P1
kD1 �n.Ek/ erklärt, wobei

als Folgen .Ek/ alle Überdeckungen von E durch Quader zugelassen sind.
2. Um pathologische, nicht meßbare Teilmengen E � Rn auszuschließen, definiert

man schließlich das Mengensystem Ln aller meßbaren Teilmengen E � Rn durch

Ln D
˚
E � Rn

j ��n.G/ D �
�
n.G \E/C �

�
n.G \ .R

n
nE// für alle G � Rn

	
sowie �n.E/ D ��n.E/ als das Maß von E 2 Ln.

Eigenschaften meßbarer Mengen. Das Mengensystem An ist in Ln enthalten.
1. Für die leere Menge gilt ¿ 2 Ln.
2. Aus E 2 Ln folgt stets Rn nE 2 Ln.
3. Für jede Folge .Ek/ meßbarer Mengen Ek 2 Ln gilt [1

kD1
Ek 2 Ln.

Eigenschaften des Maßes. Es gilt �n.E/ D �n.E/ für alle E 2 An.
1. Es gilt �n.¿/ D 0 sowie �n.E/ � 0 für alle E 2 Ln.
2. Für alle E, G 2 Ln mit E � G gilt �n.E/ � �n.G/.
3. Aus E 2 Ln, �n.E/ D 0 und E0 � E folgt stets E0 2 Ln und �n.E0/ D 0.
4. Für jede Folge .Ek/ paarweise disjunkter Mengen Ek 2 Ln gilt die Beziehung

�n
�
[1
kD1

Ek
�
D
P1
kD1 �n.Ek/.

5. Es gibt eine Zerlegung von Rn D [1
kD1

Ek in eine Folge .Ek/ paarweise disjunk-
ter Mengen Ek 2 Ln endlichen Maßes.
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Einfache Funktionen. Sei E 2 Ln eine meßbare Menge. Man nennt eine Funktion
f W E ! K einfach, wenn es eine Zerlegung von E D [1

`D1
E` in eine Folge .E`/

paarweise disjunkter Mengen E` 2 Ln endlichen Maßes und eine Folge .c`/ von
Zahlen c` 2 K gibt, so daß f .x/ D c` für alle x 2 E` und ` 2 N gilt.

Meßbare Funktionen. Seien f , g W E ! K Funktionen in E 2 Ln.
1. Eine Eigenschaft ist für fast alle x 2 E erfüllt, wenn es eine Menge E0 2 Ln mit

�n.E0/ D 0 gibt, so daß die Eigenschaft für alle x 2 E nE0 gilt.
2. Gilt f .x/ D g.x/ für fast alle x 2 E, so heißen f und g äquivalent.
3. Die Funktion f wird meßbar genannt, wenn es eine Folge .fk/ einfacher Funk-

tionen fk W E ! K gibt, so daß .fk.x// für fast alle x 2 E gegen f .x/ konvergiert.

Integrierbare Funktionen. Sei f W E ! K eine Funktion in E 2 Ln.
1. Eine einfache Funktion f wird als integrierbar bezeichnet, wenn es eine Zerle-

gung von E D [1
`D1
E` in eine Folge .E`/ paarweise disjunkter Teilmengen E` 2 Ln

endlichen Maßes sowie eine Folge .c`/ von Zahlen c` 2 K gibt, so daß f .x/ D c` für
alle x 2 E` und ` 2 N gilt und die Reihe

�Pm
`D1 c` �n.E`/

�
absolut konvergiert. In

diesem Falle definiert man das Integral überf als GrenzwertZ
E

f .x/ d�n.x/ D

1X
`D1

c` �n.E`/ 2 K:

2. Eine meßbare Funktion f heißt integrierbar, wenn es eine Folge .fk/ integrier-
barer einfacher Funktionen fk W E ! K gibt, so daß .fk.x// für fast alle x 2 E
gegen f .x/ konvergiert und für jedes " > 0 ein k0 2 N existiert, so daßZ

E

jfk.x/ � f`.x/j d�n.x/ � " für alle k, ` 2 N mit k, ` � k0 gilt:

In diesem Falle definiert man das Integral vonf als GrenzwertZ
E

f .x/ d�n.x/ D lim
k!1

Z
E

fk.x/ d�n.x/ 2 K:

Integral von Linearkombinationen. Sind f , g W E ! K integrierbare Funktionen
in E 2 Ln, so ist f̨ C ˇg W E ! K für alle ˛, ˇ 2 K integrierbar, wobeiZ

E

�
f̨ .x/C ˇg.x/

�
d�n.x/ D ˛

Z
E

f .x/ d�n.x/C ˇ

Z
E

g.x/ d�n.x/:

Vergleichsprinzip. Sind f W E ! K und g W E ! R integrierbare Funktionen in
E 2 Ln und gilt jf .x/j � g.x/ für fast alle x 2 E, so erhält manˇ̌̌̌Z

E

f .x/ d�n.x/

ˇ̌̌̌
�

Z
E

jf .x/j d�n.x/ �

Z
E

g.x/ d�n.x/:
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Majorantenkriterium von Lebesgue. Seien f W E ! K eine meßbare Funktion
sowie .fk/ eine Folge meßbarer Funktionen fk W E ! K in E 2 Ln, so daß .fk.x//
für fast alle x 2 E gegen f .x/ konvergiert. Ist g W E ! R eine integrierbare Funk-
tion, so daß jfk.x/j � g.x/ für fast alle x 2 E und jedes k 2 N gilt, dann ist die
Grenzfunktion f W E ! K integrierbar. In diesem Falle gilt

lim
k!1

Z
E

jfk.x/ � f .x/j d�n.x/ D 0 und
Z
E

f .x/ d�n.x/ D lim
k!1

Z
E

fk.x/ d�n.x/:

Vertauschbarkeit von Grenzprozessen. Ist .fk/ eine Folge integrierbarer Funktio-
nen fk W E ! K derart, daß die Reihe

�Pm
kD1

R
E
jfk.x/j d�n.x/

�
konvergiert, dann

gibt es eine integrierbare Grenzfunktion f W E ! K, so daß die Reihe
�Pm

kD1 fk.x/
�

für fast alle x 2 E absolut gegen f .x/ konvergiert. In diesem Falle konvergiert die
summandenweise integrierte Reihe

�Pm
kD1

R
E
fk.x/ d�n.x/

�
gegen die SummeZ

E

f .x/ d�n.x/ D

1X
kD1

Z
E

fk.x/ d�n.x/:

Stetige Abhängigkeit vom Parameter. Seien eine Teilmenge X � K, ein Punkt
�0 2 X sowie eine Funktion f W E � X ! K gegeben, so daß für jedes � 2 X jeweils
die durch g�.x/ D f .x; �/ für x 2 E definierte Funktion g� W E ! K integrierbar
und für fast alle x 2 E jeweils die durch hx.�/ D f .x; �/ für � 2 X erklärte Funktion
hx W X ! K in �0 2 X stetig ist.

Existiert eine integrierbare Funktion g W E ! R derart, daß jf .x; �/j � g.x/ für
fast alle x 2 E und jedes � 2 X gilt, so ist die durch

h.�/ D

Z
E

f .x; �/ d�n.x/ für � 2 X

definierte Funktion h W X ! K in �0 stetig.

Differenzierbare Abhängigkeit vom Parameter. Seien ein Intervall X � R sowie
eine Funktion f W E � X ! R derart gegeben, daß für fast alle x 2 E jeweils die
durch hx.�/ D f .x; �/ für � 2 X erklärte Funktion hx W X ! R differenzierbar ist.

Existiert eine integrierbare Funktion g W E ! R derart, daß jD2f .x; �/j � g.x/

für fast alle x 2 E und jedes � 2 X gilt, so wird durch

h.�/ D

Z
E

f .x; �/ d�n.x/ für � 2 X

eine differenzierbare Funktion h W X ! R definiert, deren Ableitung die Gestalt

Dh.�/ D

Z
E

D2f .x; �/ d�n.x/ für jedes � 2 X besitzt:
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Analytische Abhängigkeit vom Parameter. Seien eine offene Menge U � C sowie
eine Funktion f W E � U ! C derart gegeben, daß für fast alle x 2 E jeweils die
durch hx.�/ D f .x; �/ für � 2 U erklärte Funktion hx W U ! R analytisch ist.

Existiert eine integrierbare Funktion g W E ! R derart, daß jf .x; �/j � g.x/ für
fast alle x 2 E und jedes � 2 U gilt, dann wird durch

h.�/ D

Z
E

f .x; �/ d�n.x/ für � 2 U

eine analytische Funktion h W U ! R definiert, deren k-te Ableitung die Gestalt

Dkh.�/ D

Z
E

Dk
2f .x; �/ d�n.x/ für jedes � 2 X und k 2 N besitzt:

Produktmaße. Seien r , q 2 N mit n D r C q und somit Rn D Rr �Rq gegeben.
1. Für alle G 2 Lr und H 2 Lq gilt G �H 2 Ln und �n.G �H/ D �r.G/ �q.H/.
2. Für alle E 2 Ln und x 2 Rr gilt

˚
� 2 Rq j .x; �/ 2 E

	
2 Lq sowie

�n.E/ D

Z
Rr

�q
�˚
� 2 Rq

j .x; �/ 2 E
	�
d�r.x/:

3. Für alle E 2 Ln und � 2 Rq gilt
˚
x 2 Rr j .x; �/ 2 E

	
2 Lr sowie

�n.E/ D

Z
Rq

�r
�˚
x 2 Rr

j .x; �/ 2 E
	�
d�q.�/:

Vertauschbarkeit der Integration. Seien r , q 2 N mit n D r C q sowie G 2 Lr

und H 2 Lq gegeben. Eine meßbare Funktion f W G � H ! R ist genau dann
integrierbar, wenn das IntegralZ

G�H

jf .x; �/j d�n.x; �/

bzgl. des Produktmaßes oder eines der beiden mehrfachen IntegraleZ
G

�Z
H

jf .x; �/j d�q.�/

�
d�r.x/ oder

Z
H

�Z
G

jf .x; �/j d�r.x/

�
d�q.�/

konvergiert. In diesem Falle haben alle drei Integrale denselben Wert, und man erhält
außerdem die DarstellungZ

G�H

f .�; x/ d�n.x; �/ D

Z
G

�Z
H

f .x; �/ d�q.�/

�
d�r.x/

D

Z
H

�Z
G

f .x; �/ d�r.x/

�
d�q.�/:


