
Vorlesung 17

Integration längs Kurven und über Flächen
Es wird das System LM aller meßbaren Teilmengen E einer n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit M im euklidischen Raum Rm eingeführt, denen das Integral über
eine integrierbare Funktion f W E ! R zugeordnet werden kann.

Sei
�
.Y`; ‰`/

�
eine Folge lokaler Parametrisierungen von M mit M D [1

`D1
‰`ŒY`�.

Man bildet paarweise disjunkte TeilmengenM` D ‰`ŒY`�n[j<`‰j ŒYj � für ` 2 N und
erhält eine Zerlegung von M D [1

`D1
M` mit M` � ‰`ŒY`�.

Meßbare Teilmengen. Man definiert das Mengensystem LM aller meßbaren Teil-
mengen E von M durch

LM D
˚
E �M j ‰�1` ŒE� 2 Ln für jedes ` 2 N

	
:

Eigenschaften meßbarer Mengen. 1. Für die leere Menge gilt ¿ 2 LM .
2. Aus E 2 LM folgt stets M nE 2 LM .
3. Für jede Folge .E`/ meßbarer Mengen E` 2 LM gilt [1

`D1
E` 2 LM .

Maßverhältnis als Dichte. 1. Sei .Y;‰/ eine lokale Parametrisierung von M nahe
x D ‰.y/ 2 M und der Würfel Qı D Œy1; y1 C ıŒ � � � � � Œyn; yn C ıŒ für ı > 0

in Y enthalten. Approximiert man das vermeintliche Maß �M .‰ŒQı �/ der Bildmenge
‰ŒQı � durch den Inhalt des Spats, der durch die (skalierten) Tangentialvektoren

ıD1‰.y/; : : : ; ıDn‰.y/ 2 TM.x/

aufgespannt wird, so erwartet man im Grenzprozeß ı # 0 das Maßverhältnis

lim
ı#0

�M .‰ŒQı �/

�n.Qı/
D lim

ı#0

p
detG.ıD1‰.y/; : : : ; ıDn‰.y//p

detG.ıe1; : : : ıen/
D
p

detD‰.y/|D‰.y/;

welches somit als Dichte in der Definition des Maßes

�M .E/ D

Z
‰�1ŒE�

p
detD‰.y/|D‰.y/ d�n.y/

einer meßbaren Teilmenge E 2 LM mit E � ‰ŒY � eingesetzt wird.
2. Man definiert �M .E/ D

P1
`D1 �M .E \M`/ als Maß einer Menge E 2 LM .

Eigenschaften des Maßes. 1. Es gilt �M .¿/ D 0 sowie �M .E/ � 0 für E 2 LM .
2. Für alle E, G 2 LM mit E � G gilt �M .E/ � �M .G/.
3. Aus E 2 LM , �M .E/ D 0 und E0 � E folgt stets E0 2 LM und �M .E0/ D 0.
4. Für jede Folge .E`/ paarweise disjunkter Mengen E` 2 LM gilt die Beziehung

�M
�
[1
`D1
E`
�
D
P1
`D1 �M .E`/.

5. Es gibt eine Zerlegung vonM D [1
`D1
E` in eine Folge .E`/ paarweise disjunkter

Mengen E` 2 LM endlichen Maßes.
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Meßbare Funktionen. Seien f , g W E ! R Funktionen in E 2 LM .
1. Gilt

˚
x 2 E j f .x/ � c

	
2 LM für alle c 2 R, so heißt f meßbar.

2. Eine Eigenschaft ist für fast alle x 2 E erfüllt, wenn es eine Menge E0 2 LM mit
�M .E0/ D 0 gibt, so daß die Eigenschaft für alle x 2 E nE0 gilt.

3. Gilt f .x/ D g.x/ für fast alle x 2 E, so heißen f und g äquivalent.

Integrierbare Funktionen. 1. Sei .Y;‰/ eine lokale Parametrisierung von M nahe
x 2 M . Eine meßbare Funktion f W E ! R in E 2 LM mit E � ‰ŒY � heißt
integrierbar, wenn die durch

g.y/ D f .‰.y//
p

detD‰.y/|D‰.y/ für y 2 ‰�1ŒE�

definierte meßbare Funktion g W ‰�1ŒE� ! R integrierbar ist. In diesem Falle defi-
niert man das Integral überf mit Hilfe der TransformationsformelZ

E

f .x/ d�M .x/ D

Z
‰�1ŒE�

f .‰.y//
p

detD‰.y/|D‰.y/ d�n.y/:

2. Eine meßbare Funktion f W E ! R in E 2 LM heißt integrierbar, wenn die
Reihe

�Pm
`D1

R
E\M`

jf .x/j d�M .x/
�

konvergiert. In diesem Falle definiert man das
Integral vonf als SummeZ

E

f .x/ d�M .x/ D

1X
`D1

Z
E\M`

f .x/ d�M .x/:

Integral von Linearkombinationen. Sind f , g W E ! R integrierbare Funktionen
in E 2 LM , so ist f̨ C ˇg W E ! R für alle ˛, ˇ 2 R integrierbar, wobeiZ

E

�
f̨ .x/C ˇg.x/

�
d�M .x/ D ˛

Z
E

f .x/ d�M .x/C ˇ

Z
E

g.x/ d�M .x/:

Vergleichsprinzip. Sind f , g W E ! R integrierbare Funktionen in E 2 LM und
gilt jf .x/j � g.x/ für fast alle x 2 E, so erhält manˇ̌̌̌Z

E

f .x/ d�M .x/

ˇ̌̌̌
�

Z
E

jf .x/j d�M .x/ �

Z
E

g.x/ d�M .x/:

Majorantenkriterium von Lebesgue. Sei f W E ! R eine meßbare Funktion so-
wie .fk/ eine Folge meßbarer Funktionen fk W E ! R in E 2 LM , so daß .fk.x//
für fast alle x 2 E gegen f .x/ konvergiert. Ist g W E ! R eine integrierbare Funk-
tion, so daß jfk.x/j � g.x/ für fast alle x 2 E und jedes k 2 N gilt, dann ist die
Grenzfunktion f W E ! R integrierbar. In diesem Falle gilt

lim
k!1

Z
E

jfk.x/�f .x/j d�M .x/ D 0 und
Z
E

f .x/ d�M .x/ D lim
k!1

Z
E

fk.x/ d�M .x/:
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Invarianz des Maßes gegenüber Isometrien. Sei T W Rm ! Rm eine isometrische
Abbildung, das heißt, es gelte kT .�/ � T .x/k D k� � xk für alle �, x 2 Rm.

1. Dann gibt es einen Verschiebungsvektor x0 2 Rm und eine orthogonale Abbil-
dung A 2 L.RmIRm/, so daß T .x/ D x0 C A.x/ für alle x 2 Rm gilt. Das Bild T ŒM�

ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Rm.
2. Für jede Menge E 2 LM gilt T ŒE� 2 LT ŒM� sowie �T ŒM�.T ŒE�/ D �M .E/.

Länge einer Kurve. Sei .Y;‰/ eine lokale Parametrisierung einer eindimensionalen
UntermannigfaltigkeitM in Rm. Dann hat jedes KurvenstückE 2 LM mitE � ‰ŒY �
die Länge

�M .E/ D

Z
‰�1ŒE�

kD‰.y/k d�1.y/:

Flächeninhalt des Graphen einer Funktion. Sei Y � Rn offen und f W Y ! R

stetig differenzierbar. Definiert man die Funktion ‰ W Y ! RnC1 durch

‰.y/ D

 
y

f .y/

!
2 RnC1 für y 2 Y , so gilt D‰.y/ D

 
En

Df.y/

!
2 L.Rn

IRnC1/

für jedes y 2 Y . Ferner ist .Y;‰/ eine Parametrisierung des Graphen M D ‰ŒY �

von f , und für jede Menge E 2 LM gilt

�M .E/ D

Z
‰�1ŒE�

p
1C kD‰.y/k2 d�n.y/:

Rauminhalt einer Kugel. Definiert man eine lokale Parametrisierung .Y;‰/ einer
Kugel K D

˚
x 2 R3 j kxk2 < r2

	
vom Radius r > 0 mittels Kugelkoordinaten durch

‰.y/ D

0B@y3 cosy2 cosy1
y3 cosy2 siny1
y3 siny2

1CA für y 2 Y D �0; 2�Œ �
�
�
�
2
; �
2

�
� �0; rŒ

so erhält man als Ableitung von ‰ W Y ! R3 die Funktionalmatrix

D‰.y/ D

0B@�y3 cosy2 siny1 �y3 siny2 cosy1 cosy2 cosy1
y3 cosy2 cosy1 �y3 siny2 siny1 cosy2 siny1

0 y3 cosy2 siny2

1CA 2 L.R3
IR3/

und somit
p

detD‰.y/|D‰.y/ D y23 cosy2 für jedes y 2 Y . Daher hat die Kugel K
vom Radius r > 0 den Rauminhalt

�3.K/ D

Z
Y

p
detD‰.y/|D‰.y/ d�3.y/ D

Z 2�

0

Z �=2

��=2

Z r

0

y23 cosy2 dy3 dy2 dy1

D
2�r3

3

Z �=2

��=2

cosy2 dy2 D
2�r3

3
� 2 sin �

2
D
4�r3

3
:


