Vorlesung 17
Integration langs Kurven und tiber Flachen

Es wird das System £, aller meBbaren Teilmengen E einer n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit M im euklidischen Raum R” eingefiihrt, denen das Integral {iber
eine integrierbare Funktion f : E — R zugeordnet werden kann.

Sei ((Yg, \Pg)) eine Folge lokaler Parametrisierungen von M mit M = U7 W,[Y].
Man bildet paarweise disjunkte Teilmengen My = W [Y,]\ U; < ¥;[Y;] fiir £ € N und
erhilt eine Zerlegung von M = UJ2 M, mit My C W,[Y].

MegBbare Teilmengen. Man definiert das Mengensystem £, aller mefbaren Teil-
mengen £ von M durch

Lu ={E CM |V, '[E] € &, fiir jedes £ € N}.

Eigenschaften mebarer Mengen. 1. Fiir die leere Menge gilt @ € £y,.
2. Aus E € &)y folgtstets M \ E € L.
3. Fiir jede Folge (E¢) meBbarer Mengen E, € £y gilt U2 | Ey € £y.

MaBverhaltnis als Dichte. 1. Sei (Y, V) eine lokale Parametrisierung von M nahe
x = W(y) € M und der Wiirfel Qs = [y, y1 + 0] X - X [Vn, yn + [ fUir § > 0
in Y enthalten. Approximiert man das vermeintliche Mal3 A, (¥[Qs]) der Bildmenge
W[Qs] durch den Inhalt des Spats, der durch die (skalierten) Tangentialvektoren

§D1V(Y),...,8D,U(y) € TM(x)

aufgespannt wird, so erwartet man im Grenzprozel3 § | 0 das MaBverhéiltnis

i A WIQsD) _ | v/det GED1Y(y). ... 6D, ¥(y))
80 An(Qs) 840 \/detG(Sel, ...0ey)

welches somit als Dichte in der Definition des Mafes

A (E) = L |y VIDEGYTDR) a2, ()

= /det DU(y)TDY(y),

einer meBbaren Teilmenge £ € £y, mit £ C Y[Y] eingesetzt wird.
2. Man definiert Ay (E) = Y ;2 Am(E N My) als Mafs einer Menge E € .

Eigenschaften des MafBles. 1. Es gilt 13/() = 0sowie Ay (E) > 0 fiir E € L.

2.Firalle £,G € &y mit E C G gilt A\py(E) < Ay (G).

3.Aus E € &y, Ay (E) =0und Ey C E folgt stets Eg € £ und Ay (Ep) = 0.

4. Fir jede Folge (E;) paarweise disjunkter Mengen E, € £, gilt die Beziehung
Am (UgilEﬁ) =21 Au(Ey).

5. Es gibt eine Zerlegung von M = U2 | E; in eine Folge (E¢) paarweise disjunkter
Mengen E; € & endlichen MaBes.
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MefBbare Funktionen. Seien f, g : E — R Funktionenin E € £y,.

1.Gilt {x € E | f(x) <c} € Ly furalle c €R, so heiBt f mefbar.

2. Eine Eigenschaft ist flr fast alle x € E erfiillt, wenn es eine Menge E, € £y mit
Am (Ey) = 0 gibt, so daB die Eigenschaft fiir alle x € E \ E| gilt.

3. Gilt f(x) = g(x) fir fast alle x € E, so heilen f und g dquivalent.

Integrierbare Funktionen. 1. Sei (Y, W) eine lokale Parametrisierung von M nahe
x € M. Eine meBbare Funktion f : £E — Rin E € £y mit E C Y[Y] heil3t
integrierbar, wenn die durch

g(y) = f(¥(y))y/det DU(y)TDY(y) fiiry € U '[E]

definierte meBbare Funktion g : W™![E] — R integrierbar ist. In diesem Falle defi-

niert man das Integral iiber f mit Hilfe der Transformationsformel

/ £ dipg () = [ F(U (1) At DUGYT DY) dn().
E v-1[E]

2. Eine meBbare Funktion f : E — R in E € £y heiBt integrierbar, wenn die
Reihe (3°); [z, |/ ()| dAy(x)) konvergiert. In diesem Falle definiert man das
Integral von f als Summe

/E £ digg () = ; /E ().

Integral von Linearkombinationen. Sind f, g : £ — R integrierbare Funktionen
in E € &y,soistaf + Bg : E — R fiir alle o, B € R integrierbar, wobel

/ (@f () + Bg()) dhng (x) = o f £ At (x) + B / ¢ () g ().
FE E E

Vergleichsprinzip. Sind f, g : E — R integrierbare Funktionen in E € £j, und
gilt | f(x)| < g(x) fiir fast alle x € E, so erhdlt man

] / £ dpg (x)
E

< / G0 g (x) < / () d Ay (x).
E E

Majorantenkriterium von Lebesgue. Sei f : E — R eine meBbare Funktion so-
wie (fx) eine Folge meBbarer Funktionen f; : E — Rin E € £y, so dal3 ( fx(x))
fur fast alle x € E gegen f(x) konvergiert. Ist g : E — R eine integrierbare Funk-
tion, so daB | fx(x)| < g(x) fir fast alle x € E und jedes k € N gilt, dann ist die
Grenzfunktion f : E — R integrierbar. In diesem Falle gilt

lim /E o) =) dApe (x) = 0 und /E F() i (x) = Jim /E Fi () doag ().
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Invarianz des Maf3es gegeniiber Isometrien. Sei 7 : R” — R™ eine isometrische
Abbildung, das hei3t, es gelte ||T(§) — T'(x)|| = ||§ — x|| fur alle &, x € R™.

1. Dann gibt es einen Verschiebungsvektor xo € R” und eine orthogonale Abbil-
dung A € L(R™;R™), sodaB T(x) = xo + A(x) fiir alle x € R™ gilt. Das Bild T[M]
ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

2. Fiir jede Menge E € £y gilt T[E] € &7y sowie Aty (T [E]) = Am(E).

Lange einer Kurve. Sei (Y, V) eine lokale Parametrisierung einer eindimensionalen
Untermannigfaltigkeit M in R”. Dann hat jedes Kurvenstiick £ € £y mit £ C V[Y]
die Lange

B = [ IDYmdn o)

Flacheninhalt des Graphen einer Funktion. Sei1 Y C R” offenund f : ¥ — R
stetig differenzierbar. Definiert man die Funktion ¥ : ¥ — R”*! durch

W@)=<&Q)GR”4ﬁherﬁogtDW@):(Dﬁb)EL@ﬁRHU

fiir jedes y € Y. Ferner ist (Y, ¥) eine Parametrisierung des Graphen M = W[Y]
von f, und fiir jede Menge E € £y, gilt

B = [ VTE DGR a0

Rauminhalt einer Kugel. Definiert man eine lokale Parametrisierung (Y, ¥) einer
Kugel K = {x € R? | ||x||*> < r?} vom Radius r > 0 mittels Kugelkoordinaten durch

Y3 €08 3 €OS y;
W(y) = | y3cos y,sin y; firy e Y =10,2x[ x |-Z, Z[ x]0, 7|
y38in y,
so erhilt man als Ableitung von ¥ : ¥ — R? die Funktionalmatrix
—)3CO0S Y 8N y; —Y3SIin Y, COS )1 COS Yo COS yq
DW(y) = | yscosy,cosy; —yssiny,siny; cosy,siny; | € L(R?* R?)
0 Y3 COS Yo sin y,

und somit y/det DW(y)TDW(y) = y2cos y, fiir jedes y € Y. Daher hat die Kugel K
vom Radius r > 0 den Rauminhalt

2w pw/2 r
ha(K) = [ VEDTOIDVO ) = [ [ [hicosyadvidyaan
Y o Jori2Jo
2mrd (72 2rr . 4w’
= cos y, dy, = :2s8in 7 = 3
—/2



