Vorlesung 18
Anfangswertprobleme erster Ordnung

Seien xo € R” ein Anfangszustand eines Systems zum Anfangszeitpunkt ¢z, € R,
desweiteren X C R” eine offene Menge im Zustandsraum R” mit x, € X sowie
T C R ein offenes Zeitintervall mit t € T.

Eindeutige Losbarkeit. Sei f : T x X — R” eine stetige Abbildung mit stetiger
partieller Ableitung D, f : T x X — L(R";R").

Dann existiert ein offenes Teilintervall S von 7" mit ¢y € S und eine stetig differen-
zierbare Losung u : S — R” des Anfangswertproblems erster Ordnung

Du(t) = f(t,u(t)) furallet € S, u(ty) = xo,

welche auf dem Zeitintervall S C T eindeutig bestimmt ist.

Lineare Anfangswertprobleme. Sei A : T — L(R";R”") eine stetige Funktion.
1. Alle stetig differenzierbaren Losungen v : § — R” der Gleichung

(H) Du(t) = A(t)v(t) fiirt e S

bilden einen linearen Raum V der Dimension dim V = n.

2. Jede Basis {vy,...,v,} des Losungsraums V wird als Fundamentalsystem der
Gleichung (H) bezeichnet. Ein Fundamentalsystem {vy, ..., v,} von (H) heil3t Haupt-
fundamentalsystem von (H), wenn die Funktion vy : § — R” fiir jedes k € {1,...,n}
jeweils die Losung des homogenen Problems

Dur(t) = A(t)ve(t) firt € S, vr(to) = ex

ist. Man gruppiert diese Losungen spaltenweise zur stetig differenzierbaren Haupt-
Sfundamentalmatrix U = (vq,...,v,) : S — L(R";R") von (H), deren inverse Matrix
U~':S — L(R";R") ebenfalls stetig differenzierbar ist.

3. Fiir jedes xo € R” 16st v = Uxy : S — R” das homogene Problem

Du(t) = A(t)v(t) firt € S, v(ty) = xo.
4. Ist w : T — R” eine stetige Inhomogenitdt, so erhilt man mittels

u(t) = U(t)xo + U(2) /t U(s) 'w(s)ds fiirt e S

die stetig differenzierbare Losung u : § — R” des inhomogenen Problems

Du(t) = A(Hu(t) + w(t) furt € S, u(ty) = xo.
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Eindimensionale lineare Anfangswertprobleme. Seien a, w : T — R stetig.
1. Die stetig differenzierbare Losung v : S — R des homogenen Problems

Dvu(t) =a(t)v(t) furaller € S, v(ty) = xo

mit inhomogenem Anfangswert besitzt die Gestalt

t
v(t) = xgexp (/ a(s) ds) firaller € S.
to
2. Die stetig differenzierbare Losung vy : S — R des inhomogenen Problems
Duvo(t) = a(t)ve(t) + w(t) firaller € S, vo(to) =0

mit homogenem Anfangswert hat die Darstellung

vo(t) = exp (/ta(s) ds) /t w(s) exp (— /sa(r)dt) ds furaller € §.

3. Die stetig differenzierbare Losung u : S — R des inhomogenen Problems
Du(t) =a(t)u(t) + w(t) furaller € S, u(ty) = xo

hat schlieBlich die Darstellung als Summe u(¢) = v(z) + vo(¢) furallet € S.

Stromkreis mit induktivem Widerstand. 1. An den Enden einer anfangs stromlo-
sen elektrischen Leitung mit konstantem Ohmschen Widerstand R > 0 und konstan-
ter Selbstinduktion L > 0 wird vom Zeitpunkt 7, = 0 an eine stetig verinderliche

Spannung U : [0,00[ — R angelegt. Durch die Gegenspannung —L DI(¢) resul-

tiert ein Spannungsabfall an der Versorgungsquelle U(z), woraus sich fiir den Strom

I : [0, 00] — R das folgende Anfangswertproblem ergibt:

U(t)— LDI(t) = RI(t) firalles >0, I1(0) = 0.

2. Die stetig differenzierbare Losung I : [0, 00] — R des inhomogenen Anfangs-

wertproblems erster Ordnung

Riw VO |

DI(t) =~

r1>0, 1(00)=0

hat fiir jedes t > 0 die Gestalt

"R tu SR
I(t)=exp(—/0 st)/o I(Js)exp(/0 Zdt)ds
= exp (—%) /Ot@exp (%) ds.




3. Im Falle der Gleichspannung U(¢) = U, € R ergibt sich fiir r > 0 daraus

I(t) = %exp (—%) _/: exp (%) ds
U Rt\ L Rt ) = Uy ! Rt
o) o)) o)

fiir den Strom, der sich exponentiell dem Ohmschen Wert lim; o, 1(¢) = % nihert.

4. Im Falle einer reinen Wechselspannung U(t) = U, sin(wt +¢) mit der Amplitude
Uy > 0, der Frequenz w > 0 und der Anfangsphase ¢ € [0, 2] erhdlt man fiirz > 0
zunidchst den Wechselstrom

U() Rt d Rs .
I(t) = 7 exp (_T) /0 exp (T) sin(ws + ¢) ds.

Zweimalige teilweise Integration liefert

! R
/ exp (—S) sin(ws + ¢) ds
0 L

(Rt) Rsin(wt + ¢) — Lw cos(wt + @) Rsing — Lwcosg
=Lexp|— —L

L R? + L20? R? + L20?
fiir das Integral. Fithrt man eine weitere Phase o € [0, Z] durch
R ) Lo
cos¢ = ————— und sino =

vV R? + L?2w? vV R? + L?2w?
sowie den verschobenen Spannungswert U, (¢) = Uy sin(wt + ¢ — @) fiir t > 0 ein, so
ergibt sich fiir den Strom
I(t) = gi) — vi© exp (—&) firt > 0.
VR + L20w? /R?2+ L2w? L
Abgesehen vom exponentiell abklingenden zweiten Stromanteil handelt es sich um

einen reinen Wechselstrom von gleicher Periode wie die Spannung, aber mit einer
um den Winkel o zuriickliegenden Phase. Die GroBen +/ R? + L?w? und Lw heillen
Scheinwiderstand und Blindwiderstand des Stromkreises.



