Vorlesung 19
Autonome Gleichungen erster Ordnung

Fiir beliebige lineare Abbildungen A € L(R”;R") sollen Losungen v : R — R” der
autonomen homogenen Differentialgleichung Dv(¢) = Av(¢) fiir t € R mit Hilfe der
Eigenwerte und der invarianten Teilriume von A untersucht werden.

Komplexe autonome Differentialgleichungen. Sei A € L(C”; C") vorgegeben.

1. Die Zahl u € C ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn sie Losung der cha-
rakteristischen Gleichung det(A — wE,) = 0 von A ist. Es existieren ¢ € {1,...,n}
paarweise verschiedene Eigenwerte i1, ..., ity € C von A mit den algebraischen Viel-
fachheiten my,....mq € {1,...,n}, wobei > {_, m¢y = n gilt und das charakteristi-
sche Polynom y : C — C von A4 in ein Produkt zerfillt:

q
() = det(4 — pE,) = [ [(e — )™ = (1 — )™ -+ (g — )™ fiir p € C.
(=1

2. Die Menge aller stetig differenzierbaren Losungen v : R — C” der autonomen
homogenen Differentialgleichung

(H) Du(t) = Av(t) fiiraller € R

bilden einen linearen Raum V' der Dimension dim V' = n iiber dem Korper C.
3. Zur Konstruktion eines Fundamentalsystems von (H), das heil3t einer Basis

{vgr|€€{1,...,q},re{l,...,mg}}

des Losungsraums V, werden fiir jedes £ € {1,...,q} alle Funktionen vy, : R — C”
der Gestalt

UZr(l) = z4r (1) EXp(Mﬂ) furz € R
mit Polynomen z;, : R — C” hochstens (r — 1)-ten Grades fiir r € {1,...,mg} unter-

sucht, so daB die Funktion v = Y ‘| vy, : R — C” eine Losung der Gleichung (H)
ist. Dieser Ansatz fithrt auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem

my me
> (A= peEy) zr(t) = Y Dzyp(t) fiiralles € R,

r=1 r=1
das durch Koeffizientenvergleich bzgl. Termen gleicher Ordnung in ¢ auf héchstens
my lineare Gleichungssysteme zur Bestimmung von m, linear unabhidngigen Polyno-

men zg, . .., Zgm, zurickgefithrt werden kann.
Enthélt der Kern der Abbildung A — u¢E, € L(C"*;C") firf € {1,...,q} die volle
Anzahl von my linear unabhéngigen Eigenvektoren z, ..., z¢n, € C", so kann man

diese als Polynome nullter Ordnung fiir diesen Zweck heranziehen.
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Reelle autonome Differentialgleichungen. Sei A € L(R”";R") vorgegeben sowie

{ver | L€{1,....q}, r €{l,....m¢}}

das zuvor konstruierte komplexwertige Fundamentalsystem von (H). Darauf aufbau-
end soll ein reellwertiges Fundamentalsystem von (H) konstruiert werden:

1. Hat der Eigenwert © = uy € C von A flirein £ € {l1,...,q} den Imaginarteil
Im p = 0, dann gilt auch fiir jede Funktion v € {va, ce, Uzme} des komplexwertigen
Fundamentalsystems von (H) stets Im v(¢) = O fiir alle r € R.

2. Besitzt der Eigenwert 4 = uy € C von A fiirein £ € {1,...,q} den Realteil
Reu = a € R und den Imaginérteil Imu = B # 0 und ist z € C” ein Eigenvektor
zu [, so folgt Az = juz aus Az = uz, das heil3t, auch i € C ist ein Eigenwert von A.

Da fiir jedes Polynom z € {zg1. ..., Z¢m, } die durch v(r) = z(r) Exp(ut) firt € R
definierte Funktion v : R — C” eine Funktion des komplexwertigen Fundamental-
systems von (H) ist, folgt aus Dv(t) = Av(t) auch Dv(t) = Av(t) fir jedes ¢ € R.
Damit sind v : R — C” und v : R — C” linear unabhéngige Losungen von (H) mit

v(t) = z(t) Exp(ut) und v(r) =z(¢) Exp(ut) fiiraller € R.

Sind Rez : R — R” sowie Imz : R — R” Real- und Imaginirteil von z : R — C”,
so folgt fiir den Realteil Rev : R — R” und den Imaginérteil Imv : R — R” von
v:R — C” fiir alle ¢ € R die Darstellung

Rev(r) = exp(at) (Rez(r) - cos ft — Imz(¢) - sin Bit),

Imv(t) = exp(at) (Rez(¢) - sin Bt + Imz(¢) - cos Bt).
Somit kann man jedes Paar linear unabhingiger Losungen v, v : R — C” des kom-
plexwertigen Fundamentalsystems von (H) jeweils durch das Paar linear unabhangi-

ger Losungen Re v, Imv : R — R” von (H) ersetzen und erhilt insgesamt ein Funda-
mentalsystem {vq, ..., v,} reellwertiger Losungen von (H) im Falle 4 € L(R";R").



