Vorlesung 2
Lineare Raume

Sei K ein Korper von Skalaren A € K sowie ferner A eine Menge von Indizes « € A.

Lineare Raume. Eine Menge V von Vektoren u € V mit den beiden Abbildungen
Addition, die jedem Paar (u,v) € V x V eine Summe u + v € V zuordnet,
Skalarmultiplikation, die jedem Paar (A, u) € K x V das Vielfache Au € V zuweist,

heiBt linearer Raum tiber K, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

I.1. Firalleu,v,w e Vgilt (u +v) +w =u + (v + w).

1.2. Firalleu,ve Vgltu+4+v=v+u.

1.3. Es gibt einen Nullvektor 0 € V,sodaBu + 0 = u fir alleu € V gilt.
1.4. Zu jedem u € V existiert ein —u € V, sodalB u + (—u) = 0 gilt.
2.1.Firalle A, u e Kundu € V gilt (A + w)u = Au + pu.
22.FiralleA e Kundu,v € V gilt A(u + v) = Au + Av.

23. Furalle A, u e Kundu € V gilt A(uu) = (Au)u.

24. Firalleu € V gilt lu = u.

Linearkombinationen. Sind {A{,...,A,} C K sowie {uq,...,u,} C V endliche
Familien, dann bezeichnet man die Summe ZZ=1 Aeug € 'V oals Linearkombination
der Vektoren aus {uy,...,u,}.

Lineare Teilraume. 1.Ist V ein linearer Raum, so versteht man unter einem /inearen
Teilraum von V eine Teilmenge U von V, so daB fir alle u,, u, € U sowie A1, A, € K
stets die Beziechung A u; + A v, € U gilt.

2. Die trivialen Rdume {0} und V sind lineare Teilrdume von V.

3. Die Einschrankungen der Addition auf U x U sowie der skalaren Multiplikation
auf K x U bilden jeweils in U ab, das heil3t, der lineare Teilraum U ist selbst ein
linearer Raum tiber K.

Lineare Hiille. 1. Ist {V, | « € A} eine Familie linearer Teilraume von V/, so ist auch
deren Durchschnitt Nge 4 Vy ein linearer Teilraum von V', namlich der grof3te, in allen
Teilraumen V,, enthaltene Teilraum von V.

2. Fiir jede Teilmenge E von V wird die lineare Hiille lin E von E als Durchschnitt
samtlicher linearer Teilriume U von V mit E C U definiert, also als kleinster, die
Menge E umfassender linearer Teilraum von V. Man spricht in diesem Falle davon,
daB3 der lineare Teilraum lin £ von der Teilmenge E erzeugt wird.

3. Die Menge aller Linearkombinationen endlicher Familien von Vektoren aus ei-
ner Teilmenge E C V stimmt mit ihrer linearen Hiille lin £ tiberein.
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Summen linearer Teilraume. 1. Die linecare Hiille der Vereinigung Uyec 4V, einer
Familie {V, | « € A} linearer Teilrdume von V nennt man deren Summe ), 4 Va.

2. Diese Summe ) .4 Ve heiBt direkt, wenn fiir jeden Index € A die Bedingung
Ve N D yen arp Vo = 10} erfillt ist.

3. Man nennt zwei lineare Teilratime V; und V, von V' komplementdr, wenn sich V
als direkte Summe V = V; + V, darstellen 148t. In diesem Falle gilt V; NV, = {0},
das heif3t, es existiert fiir jeden Vektor v € V eine eindeutig bestimmte Zerlegung in
eine Summe v = vy + v, von Vektoren v; € V; und v, € V5.

Lineare Unabhangigkeit. 1. Eine Familie {u, | « € A} von Vektoren im linearen
Raum V heiBt linear unabhdngig, wenn fiir jede endliche Teilfamilie {v,, ..., v,} von
{ugy | « € A} und alle Ay,..., 1, € Kaus Y j;_, Aevg = O stets A, = 0 fur alle
¢ e{l,...,n}folgt, das heiB3t, wenn die Summe ), , lin{u, } direkt ist.

2. Eine Familie {u, | « € A} von Vektoren im linearen Raum V wird als /inear
abhdngig bezeichnet, wenn sie nicht linear unabhéngig ist, das heillt, wenn es einen
Index B € Amitug € 3,4 425 lin{ug} gibt.

Basen. 1. Eine Familie {v, | « € A} von Vektoren eines linearen Raumes V wird
Basis von V genannt, wenn sie linear unabhéngig ist und den Raum V erzeugt, das
hei3t, wenn V =), lin{v,} eine direkte Summe ist.

2. Sei V; ein linearer Teilraum des linearen Raums V und {uy,...,u,} C V eine
Familie mit V = V; + ) _j_, lin{u,}. Dann gibt es eine Teilfamilie {v, ..., v,} von
{u1,...,Um}, so daB {vy, ..., v,} Basis eines linearen Teilraums V, = Y ;_, lin{v,}

von V und V = V; + V, eine direkte Summe ist.

Dimension und Codimension. 1. Besitzt der lineare Raum V eine endliche Basis
{v1,...,v,}, so nennt man ihn endlichdimensional. Dann besteht jede Basis von V aus
genau n Vektoren und dim V' = n wird Dimension des linearen Raums V' genannt. Ein
linearer Raum, der nicht von endlicher Dimension ist, heil3t unendlichdimensional.

2. Ist V ein linecarer Raum der Dimension dim V' = n, dann enthélt jede Fa-
milie {uy,...,u,}, welche V erzeugt, eine Basis {vy,...,v,} von V. Jede Familie
{vi,...,v,}, welche V erzeugt, ist eine Basis von V. Jede Familie {u,,...,u,,} C V
linear unabhéingiger Vektoren ist in einer Basis {vy,...,v,} von V enthalten. Jede
Familie {v,...,v,} C V linear unabhingiger Vektoren ist eine Basis von V.

3. Ein linearer Teilraum V; eines linearen Raumes V besitzt endliche Codimension,
wenn es einen endlichdimensionalen linearen Teilraum V, von V gibt, fiir den die
Summe V = V; + V, direkt ist. Die Dimension codim V; = dim V, heillt Codimension
von V; in V. Existiert kein endlichdimensionaler linearer Teilraum V, von V, der
komplementér zu V; in V ist, dann besitzt V; unendliche Codimension.
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Dimension von Teilrdaumen. 1. Ist V' ein endlichdimensionaler linearer Raum, so
gilt dimV = dim U + codim U fiir jeden linearen Teilraum U von V.

2. Sind V; und V; endlichdimensionale lineare Teilrdume eines linearen Raums V/,
dann gilt dim(V; + V5) + dim(V; N V,) = dim V; + dim V5.

3. Haben die beiden linearen Teilrdume V; und V, eines linearen Raums V' endliche
Codimension, dann gilt codim(V; + V2) + codim(V; N V,) = codim V; + codim V5.

Koordinatenraume. Fiir jedes n € N wird das n-fache kartesische Produkt K” des
Korpers K als n-dimensionaler linearer Koordinatenraum bezeichnet. Addition und
skalare Multiplikation werden koordinatenweise erklart:

X1 Y1 X1+ 1 X1 AX1 X1 Y1
+1: | = : Al = ;s L fur | ]| | €K A eK.
Xn Vn Xn + Yn Xn AXp Xn Vn

Die Standardbasis {e;, ..., e,} in K" hat die Gestalt

1 0
0 :
e1r=]| K", ...,e,=]| | eK".
: 0
0 1

Funktionenraum. Sei X C R ein Intervall. Auf der Menge V aller Funktionen
u : X — R wird die Struktur eines linearen Raums iiber R erklart, indem mit der
Addition jedem Paar (u,v) € V x V die durch (u +v)(x) = u(x) + v(x) fiirx € X
definierte Summe u 4+ v € V zugewiesen wird,
Skalarmultiplikation jedem Paar (A,u) € R x V das durch (Au)(x) = Au(x) fir
x € X definierte Vielfache Au € V zugeordnet wird.

Teilrdume ganzer rationaler Funktionen. Seien X C R ein Intervall, V der lineare
Raum aller Funktionen u : X — R sowie die Potenzfunktionen uy : X — R durch
ug(x) = x* fiir x € X und Exponenten £ € N U {0} definiert. Mittels Koeffizienten-
vergleich erhilt man folgende Aussagen:

1. Fir n € N U {0} ist der lineare Teilraum U, = Y ,_, lin{u;} von V eine direkte
Summe. Er besteht aus den durch u(x) = Y_j_, a,x* fiir x € X definierten ganzen
rationalen Funktionen u : X — R héchstens n-ter Ordnung mit aq, ..., a, € R.

2. Der lineare Teilraum U = ) ;2 lin{u} von V ist eine direkte Summe. Er setzt
sich aus den durch u(x) = Y j_, aex* fiir x € X definierten ganzen rationalen Funk-
tionen u : X — R beliebiger Ordnung n € N U {0} mit aq, ...,a, € R zusammen.

3.DaU, CcU C VsowiedimU, =n + 1 fir jedesn € N U {0} gilt, sind U und V
unendlichdimensionale lineare Raume.



