
Vorlesung 4

Duale Räume und Abbildungen
Seien V , W und X lineare Räume über demselben Körper K von Skalaren � 2 K.

Linearformen und duale Räume. 1. Eine lineare Abbildung f 2 L.V IK/ wird
auch als Linearform oder lineares Funktional auf V bezeichnet.

2. Den linearen Raum V � D L.V IK/ über K nennt man den zu V dualen Raum.
3. Die duale Paarung h ; i W V � � V ! K ordnet jedem Paar .f; u/ 2 V � � V den

Wert hf; ui D f .u/ 2 K zu. Für alle u, v 2 V , f , g 2 V � sowie �, � 2 K gilt somit

hf; �uC �vi D �hf; ui C �hf; vi und h�f C �g; ui D �hf; ui C �hg; ui:

Hyperebenen. 1. Ein linearer Teilraum U von V der Codimension codimU D 1

heißt Hyperebene in V .
2. Jeder lineare Teilraum von V , der eine Hyperebene U in V enthält, stimmt ent-

weder mit U überein oder ist V selbst.
3. Für jede Hyperebene U in V existiert eine Linearform f 2 V �, f ¤ 0 mit

U D f �1Œf0g�. Ist g 2 V � eine weitere Linearform mit U D g�1Œf0g�, so kann man
einen Skalar � 2 K, � ¤ 0 finden, so daß g D �f gilt.

4. Ist umgekehrt f 2 V �, f ¤ 0 eine Linearform, dann ist ihr Kern U D f �1Œf0g�
eine Hyperebene in V ; es gilt also U D

˚
u 2 V j hf; ui D 0

	
.

Affine Teilräume. 1. Eine nichtleere Teilmenge M eines linearen Raums V wird als
affiner Teilraum von V bezeichnet, wenn es einen Verschiebungsvektor v 2 V und
einen linearen Teilraum U von V gibt, so daß M D

˚
u 2 V j u � v 2 U

	
gilt.

Da für jeden affinen Teilraum M von V genau ein linearer Teilraum U von V mit
dieser Eigenschaft existiert, definiert man seine Dimension und Codimension durch
dimM D dimU und codimM D codimU .

2. Mengen fvg � V sowie lineare Teilräume U � V sind affine Teilräume von V .
3. Eine nichtleere Teilmenge M eines linearen Raums V ist genau dann ein affiner

Teilraum von V , wenn für alle u1, u2 2 M und �1, �2 2 K mit �1 C �2 D 1 stets die
Beziehung �1u1 C �2u2 2M gilt.

Parallele Teilräume. Seien v1, v2 2 V Verschiebungsvektoren, U1, U2 lineare Teil-
räume von V sowieM1 D

˚
u1 2 V j u1�v1 2 U1

	
undM2 D

˚
u2 2 V j u2�v2 2 U2

	
die entsprechenden affinen Teilräume von V .

1. Man nennt die Räume M1 und M2 parallel, wenn U1 � U2 oder U2 � U1 gilt.
2. Es gilt genau dann M1 DM2, wenn U1 D U2 und v2 � v1 2 U1 erfüllt sind.
3. Der DurchschnittM1\M2 ist entweder die leere Menge oder der affine Teilraum˚
u 2 V j u � v 2 U

	
von V mit U D U1 \ U2 und v 2M1 \M2.
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Affine Hyperebenen. 1. Ein affiner Teilraum M von V mit codimM D 1 wird als
affine Hyperebene in V bezeichnet.

2. Jeder affine Teilraum von V , der eine affine Hyperebene U in V enthält, stimmt
entweder mit U überein oder ist V selbst.

3. Für jede affine Hyperebene M in V existiert eine Linearform f 2 V �, f ¤ 0

und ein Skalar � 2 K mit M D
˚
u 2 V j hf; ui D �

	
. Sind g 2 V � eine weitere

Linearform sowie � 2 K ein weiterer Skalar mit M D
˚
u 2 V j hg; ui D �

	
, so kann

man stets einen Skalar � 2 K, � ¤ 0 finden, so daß g D �f sowie � D �� gelten.
4. Ist umgekehrt f 2 V �, f ¤ 0 eine Linearform und � 2 K ein Skalar, dann ist

M D
˚
u 2 V j hf; ui D �

	
eine affine Hyperebene in V .

Biduale und reflexive Räume. 1. Der lineare Raum V �� D L.V �IK/ über K heißt
der zu V biduale Raum. Die entsprechende duale Paarung h ; i� W V �� � V � ! K

weist jedem Paar .h; f / 2 V �� � V � den Wert hh; f i� D h.f / 2 K zu.
2. Jedem Vektor u 2 V wird durch hƒV .u/; f i� D hf; ui für f 2 V � eine Linear-

form ƒV .u/ 2 V
�� zugeordnet und somit eine lineare Abbildung ƒV 2 L.V IV ��/

definiert. Ist ƒV 2 L.V IV ��/ ein Isomorphismus von V auf V ��, so heißt V reflexiv.
3. Ist V reflexiv und erfüllt u 2 V für jedes f 2 V � stets hf; ui D 0, so folgt u D 0.
4. Ist T 2 L.V IW / ein Isomorphismus von V auf W , so ist V genau dann reflexiv,

wenn W reflexiv ist.

Duale Familien. 1. Ist A eine Menge von Indizes ˛ 2 A, so heißen die Familien
ff˛ j ˛ 2 Ag � V

� und fu˛ j ˛ 2 Ag � V zueinander dual, falls

hf˛; uˇ i D

8<:1 für alle ˛, ˇ 2 A mit ˛ D ˇ;

0 für alle ˛, ˇ 2 A mit ˛ ¤ ˇ:

2. Sei V endlichdimensional. Dann ist V reflexiv, und zu jeder Basis fu1; : : : ; ung
von V existiert genau eine duale Basis ff1; : : : ; fng von V �. Der duale Raum V � hat
somit die Dimension dimV � D dimV . Sind � 2 Kn, x 2 Kn die Koordinaten von

f D

nX
kD1

�kfk 2 V
� bzw. u D

nX
`D1

x`u` 2 V

bzgl. dieser Basen, so ergibt sich die Darstellung

hf; ui D

nX
`D1

nX
kD1

�kx` hfk; u`i D

nX
`D1

�`x` 2 K:

Zu jeder Basis ff1; : : : ; fng von V � gibt es genau eine duale Basis fu1; : : : ; ung von V .
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Duale Abbildungen. 1. Zu jeder linearen Abbildung T 2 L.V IW / wird durch

hT �.g/; ui D hg; T .u/i für g 2 W �, u 2 V

eine lineare Abbildung T � 2 L.W �IV �/ definiert, die man als die zu T duale oder
adjungierte lineare Abbildung bezeichnet.

2. Für alle �, � 2 K, S , T 2 L.V IW / gilt .�SC�T /� D �S�C�T � 2 L.W �IV �/.
3. Die Verkettung ST 2 L.V IX/ von S 2 L.W IX/ und T 2 L.V IW / besitzt die

duale Abbildung .ST /� D T �S� 2 L.X�IV �/.
4. Ist T 2 L.V IW / ein Isomorphismus von V auf W , so ist T � 2 L.W �IV �/ ein

Isomorphismus von W � auf V � mit der Inversen .T �/�1 D .T �1/� 2 L.V �IW �/.


