Vorlesung 4
Duale Riume und Abbildungen

Seien V', W und X lineare Rdume {iber demselben Korper K von Skalaren A € K.

Linearformen und duale Raume. 1. Eine lineare Abbildung f € L(V;K) wird
auch als Linearform oder lineares Funktional auf V bezeichnet.
2. Den linearen Raum V* = L(V;K) iiber K nennt man den zu V' dualen Raum.
3. Die duale Paarung { , ) : V* x V — K ordnet jedem Paar (f,u) € V* x V den
Wert (f,u) = f(u) e Kzu. Firalleu,v eV, f, g € V*sowie A, u € K gilt somit

(f.Au + pv) = A(fou) + p(fov) und  (Af 4 pg.u) = A(f u) + u(g. u).

Hyperebenen. 1. Ein linearer Teilraum U von V der Codimension codimU = 1
heil3t Hyperebene in V.

2. Jeder lineare Teilraum von V', der eine Hyperebene U in V enthélt, stimmt ent-
weder mit U tiiberein oder ist V' selbst.

3. Fiir jede Hyperebene U in V existiert eine Linearform f € V*, f # 0 mit
U = f~1{0}]. Ist g € V* eine weitere Linearform mit U = g~![{0}], so kann man
einen Skalar x € K, x # 0 finden, so daB3 g = «f gilt.

4. Ist umgekehrt f € V*, f # 0 eine Linearform, dann ist ihr Kern U = f~1[{0}]
eine Hyperebene in V; es gilt also U = {u € V | { f,u) = 0}.

Affine Teilraume. 1. Eine nichtleere Teilmenge M eines linearen Raums V wird als
affiner Teilraum von V bezeichnet, wenn es einen Verschiebungsvektor v € V und
einen linearen Teilraum U von V gibt, so dal M = {u eV ] |iu—-velU } gilt.
Da fiir jeden affinen Teilraum M von V genau ein linearer Teilraum U von V mit
dieser Eigenschaft existiert, definiert man seine Dimension und Codimension durch
dim M = dim U und codim M = codim U .

2. Mengen {v} C V sowie lineare Teilriume U C V sind affine Teilrdume von V.

3. Eine nichtleere Teilmenge M eines linearen Raums V' ist genau dann ein affiner
Teilraum von V', wenn fur alle u;, u, € M und A1, A, € Kmit A; + A, = 1 stets die
Beziehung A u; + A up; € M gilt.

Parallele Teilraume. Seien vy, v, € V Verschiebungsvektoren, U;, U, lineare Teil-
raume von V sowie My = {u; € V | uy—vy € Urjund My = {up € V | uy—v, € Uy}
die entsprechenden affinen Teilraume von V.

1. Man nennt die Rdume M; und M, parallel, wenn U; C U, oder U, C U gilt.

2. Es gilt genau dann M; = M,, wenn U; = U, und v, — v; € U, erfiillt sind.

3. Der Durchschnitt M N M, ist entweder die leere Menge oder der affine Teilraum
fueV|u—veU}vonV mitU =U; NU,und v € My N M,.
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Affine Hyperebenen. 1. Ein affiner Teilraum M von V mit codim M = 1 wird als
affine Hyperebene in V bezeichnet.

2. Jeder affine Teilraum von V, der eine affine Hyperebene U in V' enthélt, stimmt
entweder mit U iiberein oder ist V' selbst.

3. Fir jede affine Hyperebene M in V existiert eine Linearform f € V*, f # 0
und ein Skalar A € Kmit M = {u € V | (f,u) = A}. Sind g € V* eine weitere
Linearform sowie u € K ein weiterer Skalar mit M = {u € V | (g,u) = u}, so kann
man stets einen Skalar k € K, x # 0 finden, so dall g = «f sowie u = kA gelten.

4. Ist umgekehrt f € V*, f # 0 eine Linearform und A € K ein Skalar, dann ist
M ={u €V | (f.u) = A} eine affine Hyperebene in V.

Biduale und reflexive Raume. 1. Der lineare Raum V** = L(V*;K) liber K heil3t
der zu V biduale Raum. Die entsprechende duale Paarung ( , )* : V** x V* - K
weist jedem Paar (h, f) € V** x V* den Wert (h, f)* = h(f) € K zu.

2. Jedem Vektor u € V wird durch (Ay(u), f)* = (f,u) fiir f € V* eine Linear-
form Ay (u) € V** zugeordnet und somit eine lineare Abbildung Ay € L(V;V**)
definiert. Ist Ay € L(V; V**) ein Isomorphismus von V auf V**, so heil3t V' reflexiv.

3. Ist V reflexiv und erfiillt u € V fiir jedes f € V* stets (f,u) = 0, so folgt u = 0.

4.1st T € L(V; W) ein Isomorphismus von V auf W, so ist V' genau dann reflexiv,
wenn W reflexiv ist.

Duale Familien. 1. Ist A eine Menge von Indizes @ € A, so heiBlen die Familien
{fa|laxe A}y C V*und {u, | @ € A} C V zueinander dual, falls

1 firallea,f € Amita = 8,

(farupg) =
¢ 0 firallew, € Amita # B.
2. Sei V endlichdimensional. Dann ist V' reflexiv, und zu jeder Basis {uy,...,u,}
von V existiert genau eine duale Basis { f1,..., f,} von V*. Der duale Raum V* hat

somit die Dimension dim V* = dim V. Sind £ € K”, x € K” die Koordinaten von
n n
székfkeV* bzw. MZZ)C@MKEV
k=1 L=1

bzgl. dieser Basen, so ergibt sich die Darstellung

(fiu) = ZZ&X@ (fe ue) = Zém e K.
=1

{=1k=1

Zu jeder Basis { f1, ..., fu} von V* gibt es genau eine duale Basis {u1,...,u,} von V.



Duale Abbildungen. 1. Zu jeder linearen Abbildung 7 € L(V; W) wird durch
(T*(g).u) = (g, T(w)) firgeW* ueV

eine lineare Abbildung 7* € L(W*;V*) definiert, die man als die zu T duale oder
adjungierte lineare Abbildung bezeichnet.

2.FuralleA, u e K, S, T e L(V; W) gilt AS+uT)* = AS*+uT* e L(IW*;V*).

3. Die Verkettung ST € L(V;X)von S € L(W;X)und T € L(V; W) besitzt die
duale Abbildung (ST)* = T*S* € L(X*; V™).

4. Ist T € L(V;W) ein Isomorphismus von V auf W,soist T* € L(W*;V*) ein
Isomorphismus von W* auf V* mit der Inversen (T*)™! = (T™1)* € L(V*; W*).



