Vorlesung 7
Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Seien V' und W endlichdimensionale lineare Rdume tiber demselben Korper K sowie
B ={vy,...,v,}und C = {wy,...,w,} Basenvon V bzw. W.Sei F = {f1,..., fu}
die zu B duale Basis von V* und G = {g1,..., gm} die zu C duale Basis von W*,

Koordinatendarstellung der dualen Abbildung. Sei 7" € L(V; W) eine lineare
Abbildung und 7* € L(W*; V*) die duale Abbildung.

Stellt man fiir jedes £ € {1,...,n} das Bild T'(vy) = Z;’;l tiew; € W des Basis-
vektors vy € B mit Hilfe der Koordinaten 7yy, ..., 7,¢ € K bzgl. der Basis C dar, so
ergibt sich fiir jedes k € {1,...,m} fiir die Koordinaten oy, ...,0,x € K des Bildes
T*(gx) = 27=1 ok fj € V* der Linearform gx € G bzgl. der Basis F die Beziechung

o = Yoyl fi.ve) = (T*(gk), ve) = (gr, T(v0)) = Zm ks Wi) = Tke.
j=1
Die (n x m)-Matrix (o) der Koordinatendarstellung ®pT*®g! € L(K™;K") der
dualen Abbildung 7* € L(W*; V*) ist die Transponierte der (m x n)-Matrix (tx¢) der
Koordinatendarstellung ®¢7®5' € L(K"; K™)von T € L(V;W).

Transponierte Matrizen. 1. Die Transponierte AT = (oy) € K™ einer Matrix
= (tx¢) € K™ wird durch oy = e firk € {1,...,m}, £ € {1,...,n} definiert.
2. Jede Matrix A € K™*" hat denselben Rang r = dim A[K”] = dim AT[K"] wie

ihre Transponierte AT € K”*”. Somit stimmt die maximale Anzahl linear unabhin-

giger Spalten von A mit der maximalen Anzahl linear unabhidngiger Spalten von AT,
also auch mit der maximalen Anzahl linear unabhingiger Zeilen von A tiberein.
3. Das Produkt 4,4, € K2*" der Matrizen A, € K7™ und 4; € K™*" hat die

Transponierte (4, A4,)T = A] A] € K"*4.

4. Ist A € K™ invertierbar, so ist auch die Transponierte AT € K"*” invertierbar,
und es gilt (AT)"! = (4A™HT e K™,

Lineare Gleichungen. Sei 7* € L(W*;V*)diezu T € L(V; W) duale Abbildung.

1. Die primale inhomogene Gleichung T(v) = w € W besitzt genau dann eine
Losung v € V, wenn w € T[V] gilt, das heil}t, wenn (g, w) = 0 fiir alle Losungen
g € W* der dualen homogenen Gleichung T*(g) = 0 gilt.

2. Die duale inhomogene Gleichung T*(g) = f € V* besitzt genau dann eine
Losung g € W*, wenn f € T*[W*] gilt, das heil3t, wenn ( f, v) = 0 fiir alle Losungen
v € V der primalen homogenen Gleichung T (v) = 0 gilt.

3. Dabei gilt dim T'[V] = codim T [{0}] = codim(7*)~![{0}] = dim T*[W*].
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Lineare Gleichungssysteme. Sei AT € K" die Transponierte von 4 € K”*".

1. Das primale inhomogene Gleichungssystem Ax = y € K™ hat genau dann eine
Losung x € K”, wenn y € A[K"] gilt, das heiBt, wenn nTy = > ', neyx = O fiir alle
Losungen 1 € K™ des dualen homogenen Gleichungssystems ATn = 0 gilt.

2. Das duale inhomogene Gleichungssystem ATy = & € K” hat genau dann eine
Losung n € K™, wenn § € AT[K™] gilt, das heiBit, wenn §Tx = > ;_, &x; = O fir
alle Losungen x € K” des primalen homogenen Gleichungssystems Ax = 0 gilt.

3. Dabei gilt dim A[K"] = codim A~![{0}] = codim(AT)"[{0}] = dim AT[K™].

GauB-Algorithmus zur Losung von Matrixgleichungen. Fiir jede Koeffizienten-
matrix (tx¢) € K™*" hat die Matrixgleichung

Ti1 ** Tin X11 0 Xig yir - Vig
= : : e Kmx4
Tm1 " Tmn Xnl **° Xng Ym1 = Vmgq
also eine Anzahl von g simultanen Gleichungssystemen, genau dann eine Losung
X171 - xlq
X=xy)=]: D e K™Y,
Xn1 an
wenn nach elementaren Umformungen
1. Multiplikation einer Gleichung mit einem von 0 verschiedenen Faktor
2. Addition des Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung

3. Vertauschung zweier Gleichungen
4. Vertauschung zweier Spalten von Summanden auf der linken Seite,

welche stets den Rang r € {0,..., min{m, n}} der jeweiligen Koeffizientenmatrix er-
halten, die Matrixgleichung in gestaffelter Endform
(]1 e 0 TE L e Tfn\ (xf1 exg, W ( TR \
0 - 1o, - 5, X e Xy, _ Y Ve,
o---0 0 .- 0 Xipia o Xiqig Yrvta 0 Vitig
K@... O 0 --- @) \x;ﬁ x,‘,’q) \J’fnl y;q)
eine Losung X° = (x;;) € K"*? hat, was genau dann der Fall ist, wenn die Bedingung
Vit11 0 Vitig 0---0
: : =1: : erfullt ist.
Yot Yo 0---0

Diese Losung X° € K™*7 ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn zudem r = n gilt.



