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Hinweise:

1.

2.

Bitte fiillen Sie das Deckblatt vollstindig und gut lesbar aus!

Sie konnen in der Klausur als Hilfsmittel ein beidseitig von Hand beschriebenes
Ad4-Blatt benutzen.

Bitte fangen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt an!

Numerieren Sie die Losungsblatter durch und versehen Sie alle Blétter zusitzlich
zu Threr Matrikelnummer auch mit Threm Namen!

. Die Losungen zu den Aufgaben sollen moglichst gut begriindet werden!

Nach Beendigung der Klausur sind die Losungsblitter im Faltblatt abzugeben!



Aufgabe 1. Seien drei Punkte

0 3 3
u=1|6|, v=]0|, w=]6|eR?® vorgegeben.
3 3 0

Man zeige, daB3 die affine Hyperebene M, welche durch die Punkte u, v, w verlauft, zu
derjenigen affinen Hyperebene E parallel ist, die durch die Punkte u + v, v + w, w + u
hindurchgeht und berechne den Abstand zwischen den Ebenen M und E!

Losung. 1.1Ist V = lin{v —u, w — v} die von v — u und w — v aufgespannte Hyperebene,
so erhilt man einen zu V orthogonalen Vektor £ € R3 aus den beiden Gleichungen
361 — 65 =0und 66, — 385 =0,also § =2,6 =1,8 = 2.

Wegen V = {x € R*| (§|x) = 0} und (§|u) = 12 ergibt sich daher die Darstellung

M:{x€R3|(§|x—u):0}:{x€R3|(§|x):12}

der zu V parallelen affinen Hyperebene M durch die Punkte u, v, w.

2. Da die Hyperebene V' = lin{v —u, w — v} = {x € R*®| (§|x) = 0} auch von den
Vektoren (v + w) — (w +u) = v —uund (w + u) — (u + v) = w — v aufgespannt wird,
folgt somit aus (&§|u + v) = 24 die Darstellung

E={xeR’|(lx—u+v) =0} ={x eR*| (§x) = 24}

der zu V parallelen affinen Hyperebene E durch die Punkte u + v, v + w, w + u.

3. Die Gerade G = lin{¢} schneidet beide Ebenen M und E senkrecht. Fiir die Schnitt-
punkte s§ € G N M und t§ € G N E mit den unbekannten Parametern s, ¢ € R gilt dem-
nach (¢]s&€ —u) = Ound (€26 — (u + v)) = 0. Aus ||&|| = 3 ergeben sich die Beziehungen
12 24
_Gw 12 ) 24

TTUER T 9 el T 9

und somit der Abstand ||s§ — t&|| = %Hé | = 4 der Ebenen M und E voneinander. ]




Aufgabe 2. Sei ein Tetraeder 7' mit den vier Eckpunkten

0 8 16 4
o=|ol, u=|4], v=|-16], w=|8]eR? vorgegeben.
0 -8 8 8

1. Man berechne den Fliacheninhalt jeder Seite sowie den Rauminhalt des Tetraeders!
2. Man bestimme den Radius » > 0 und den Mittelpunkt x € T jener Kugeloberflache,
welche jede Seite des Tetraeders beriihrt!

Lésung. 1. Der Rauminhalt R des Tetraeders 7 kann mit Hilfe der Gram-Matrix

(u|u) (ulv) (u|w) 144 0 O
Gu,v,w) =1 (vlu) (vlv) (ww)|=1] 0 576 0
(wlu) (wlv) (w|w) 0 0 144

berechnet werden. Man erhélt R = é\/m = 576.

2. Ebenso werden die Flacheninhalte der vier Seitenflichen des Tetraeders 7 bestimmt:
Das Dreieck A mit den Ecken 0, u, v hat den Flicheninhalt F; = 1,/detG(u,v) = 144.
Das Dreieck A, mit den Ecken 0, v, w hat den Flacheninhalt F, = %\/W(vw) = 144.
Das Dreieck Az mit den Ecken 0, u, w hat den Flacheninhalt F3 = %\/W(u,w) = 72.
SchlieBlich hat das Dreieck A4 mit den Ecken u, v, w wegen

(v —ulv—u) (v—ulw—u)) B (720 144)

Gv—u,w—u)= ((w—u|v—u) (w —u|w —u) ~ \144 288

den Flacheninhalt F, = %\/det G(v—u,w—u)=216.

3. Eine Kugeloberfliche um den Mittelpunkt x € 7 mit dem Radius r > 0 bertihrt
genau dann jede Seite des Tetraeders T, wenn das Lot von x € T auf die Seitenfliche Ay
des Tetraeders T fir jedes k € {1, 2, 3, 4} ein Radiusvektor der Kugeloberfliche ist:

Betrachtet man fiir jedes k € {1, 2, 3,4} das Tetraeder T mit der Grundfliche A,
der Spitze x € T und der (gesuchten) Hohe r > 0, so 148t sich der Rauminhalt R des
Tetraeders T als Summe R = Z,ﬁzl Ry der Rauminhalte Ry = 3 Fy der Tetraeder Ty
darstellen. Aus R = % S t_, Frund R = 576 = Y_;_, Fy ergibt sich zunichst der Radius
r = 3 derjenigen Kugeloberfliche, welche jede Seitenfliche des Tetraeders T beriihrt.

Da die drei Vektoren u, v, w paarweise orthogonal sind, erhilt man schlieBlich

2 2 1 5
ru rv rw
x = 4+ + =|1|+]|2|+]|2|=]|1]eT
full (ol (Jwll
-2 1 2 1

als Mittelpunkt jener Kugeloberflache, die jede Seitenfliche des Tetraeders 7" beriihrt. [



Alternative Losung. 3. Eine Kugeloberfliche um den Mittelpunkt x € 7 mit dem Ra-
dius r > 0 beriihrt genau dann jede Seite des Tetraeders 7', wenn das Lot von x € T
auf die Seitenfliche Ay des Tetraeders T fir jedes k € {1,2,3, 4} ein Radiusvektor der
Kugeloberflache ist: Da die drei Vektoren u, v, w paarweise orthogonal sind, erhidlt man

2 2 1 5
x:ru+rv+rw:£ ) +£ L +£ 5 _r er
el ol Awll 3 3 3 3
—2 1 2 1

als Mittelpunkt jener Kugeloberfliche, welche jede Seitenfliche des Tetraeders bertihrt.
Ist V= lin{v —u, w — v} die von v — u und w — v aufgespannte Hyperebene, so erhilt
man einen zu V orthogonalen Vektor £ € R3 aus den beiden Gleichungen

851 - 20%'2 + 1653 - 0,
—12&; + 24§, =0,

alsoetwa §; = 8,& =4, & = 1 mit |[§]| = 9. Wegen V = {y € R? | (£§]y) = 0} und
(&|u) = 72 folgt daraus die Darstellung

M ={y eR’|(|ly—u) =0} ={y eR’| (£]y) = 72}

der zu V parallelen affinen Hyperebene M durch die Punkte u, v, w. Der Kugelmittel-
punkt x € T gehort zu der um den Vektor —%” parallelverschobenen affinen Hyperebene

E={yeR’|(ly+ 1) =72} = {y eR*| (£ly) = 72— 9r}.

Aus x € FE ergibt sich schlieBlich wegen (§|x) = 15r die Gleichung 15r = 72 — 9r und
somit der Radius r = 3 sowie der Mittelpunkt

5 5
x=—J1l=11]ler
3
1 1

jener Kugeloberflache, welche jede Seite des Tetraeders T bertihrt. O



Aufgabe 3. Sei die Funktion f : R® — R durch
F(x) = 2x7 4+ 5x3 + 5x3 + 4x1x3 + 8xpx3 + 4x3x;  fiir x € R? gegeben.
Man bestimme die lokalen Extrempunkte dieser Funktion!

Lésung. 1. Um die kritischen Punkte x € R3 der Funktion f : R® — R zu bestimmen,
sucht man nach den Nullstellen der partiellen Ableitungen

Dif(x) = 4x; + 4x; + 4x3 =0 —- (D 1-(=D
Dy f(x) = 4x; + 10x, + 8x3 =0 J+
D3f()€) = 4X1 + 8.X2 + 10X3 = O +

Elementare Umformungen dieses linearen Gleichungssystems liefern
4x; + 4x, + 4x3 = 0 4x; + 4x, + 4x3 =0
6x, + 4x3 = 0 2 sowie 6x, + 4x3 =0
dx, 4+ 6x3 = 0| - (=3) ]Jr —10x3 = 0
und somit x; = x, = x3 = 0 als eindeutig bestimmte Losung.
2. Um zu tiberpriifen, ob fiir x = 0 neben den notwendigen auch hinreichende Bedi-

nungen fiir einen lokalen Extrempunkt von f erfiillt sind, sollen die Eigenwerte u € R
der symmetrischen Hesse-Matrix

4 4 4
D*f(0) =410 8 | € LR*R?
4 8 10

von f berechnet werden. Die charakteristische Gleichung det(D?f(0) — wE3) = 0 hat
aufgrund folgender elementarer Umformungen die Gestalt

4—pn 4 4 4—pn 4 4 4—pn 4 4

0= 4 10—pu 8 =] 0 2—u pn—-2|= 0 2—p pu—-2
4 8 10—pu 4 8 10—pu| [2u—4 0 2—pu
b—p 4 8 20— 4 8

= 0 2—pu O |=| 0 2—-pu 0 [=Q20—w2-w?>
2u—4 0 2—pn 0 0 2—n

Somit besitzt die Hesse-Matrix D?f(0) € L(R3;R?) die Eigenwerte jt; = u, = 2 und
i3 = 20, woraus sich ihre positive Definitheit ergibt. Damit ist der kritische Punkt x = 0
ein lokaler Minimumpunkt von f. O



Aufgabe 4. Man berechne den Rauminhalt R sowie die Koordinaten y; = % /, o Xk dx
des Schwerpunkts y € R? der oberen Halbkugel H = {x € R® | x3 > 0, |x|| < p} mit
dem Radius p > 0 um den Nullpunkt!

Lésung. 1. Jeder Punkt x € R? kann mit Hilfe der durch

r cos ¢ cos 6
W(r,p,0) = | rsinpcosd | firr e[0,00f, ¢ €[0,27],6 € [-Z, Z]
rsinf
gegebenen Parametrisierung W : [0, oo[ X [0, 27] x[ z.Z ] — R3 durch Kugelkoordinaten

beschrieben werden. Die Ableitung von W hat die Gestalt

cos@cosf —rsingcosf —rcosgsinb
DY(r,p,0) = | sinpcosf rcosgcosf —rsingsinf |,
sin 0 0 rcosf

woraus sich die Dichte /det DF (r, ¢, 0)TDF(r, ¢, 0) = r?cos 0 ergibt.
2. Die Darstellung H = {¥(r,¢,0) € R* | r € [0,p]. ¢ € [0.27], 8 € [0, Z]} der
oberen Halbkugel liefert zunachst den Rauminhalt

o p2m /2 2 3 /2 2 3
:/ dx:/ / / r2cos6dldedr = 22F cosfdf = 7P
H 3 Jo 3

3. Fir die beiden ersten Koordinaten des Schwerpunkts y = % [y xdx € R? ergibt

sich wegen /0271 cospdy = fozn sing dg = 0 erwartungsgemif

1 1 o p2m pm/2

ylz—/ xldx=—/ / f rcosgcos-r?cosf@dfdeodr =0
R Ju R Jo Jo Jo
1 1 o p2m pw/2

yzz—/ xzdx=—/ / / rsingcos-r’>cosfdfdedr =0.
R H R 0 0 0

Fiir die dritte Koordinate erhdlt man wegen sin 26 = 2 sin 6 cos 6 schlieBlich

2w
:—[ x3dx_—/ / / r3sinfcosfdfdodr

np sin260 df = —'0
27rp 4 Jo 8

sowie

Damit hat der Schwerpunkt von H die Koordinaten y; = y, = 0und y3; = %”. ]



Aufgabe 5. Man bestimme eine Basis des linearen Raums V aller stetig differenzierbaren
Losungen v : R — R3 der durch die antisymmetrische Matrix

0 2 -1
A=|-2 0 2 |eL®*:R?
1 =2 0
gegebenen linearen Differentialgleichung Dv(t) = Av(¢) firt € R!

Losung. 1. Aufgrund der Antisymmetrie ist A diagonalisierbar und hat ausschlieBlich
imagindre Eigenwerte: Die charakteristische Gleichung det(4 — uwE3) = 0 liefert

—u 2 -1
0=|-2 —p 2 |=-pw’4+d4—4—p—4p—4pu=—pup*+9
I -2 —u

und somit die Eigenwerte iy =0 € R, u, = 3i € C und u3 = 1, = —3i € C von A.
2. Um einen zu pu; = 0 gehdrenden Eigenvektor z; € R? zu finden, wird das homogene
Gleichungssystem (A — p1 E3)z; = 0 gelost. Elementare Umformungen des Schemas

0 2 -1 ja 0 2 -1 2

-2 0 2 + + liefern 00 O ,also z;=|1]|eR?
1 =2 0 ;—‘-2 1 -2 0 2

als Eigenvektor zu ©; = 0 und somit die Fundamentallosung v, (¢) = z; fir ¢t € R.
3. Fiir den zu u, = 3i € C gehorenden Eigenvektor z, € C? wird das homogene
Gleichungssystem (A — u; E3)z, = 0 gelost. Elementare Umformungen des Schemas

-3 2 -1 + 0 2-6i 8 (31-1) --3i
-2 —3i 2 j+ ergeben 0 4-31i 2—-61| | -4<«+
1 -2 -3i -2 .30 1 -2 —3i | - 8 +

und somit

02—-61i 8 1+ 31
0 0 O], also z,=| -4 |ecC?
82+61 0 1-31

als Eigenvektor zu p, = 3i. Bildet man den Realteil v,(f) = Re (2, Exp(3it)) und den
Imaginérteil v3() = Im (z, Exp(3ir)), so erhilt man die beiden Fundamentalldsungen

1 3 1 3
va(t) = | —4|cos3t—| 0 |sin3z, wv3(t)=|—4]|sin3t+| 0 |cos3r fiirr eR.
1 -3 1 -3

4. Daraus ergibt sich die Basis {vy, v, v3} des linearen Raums V' aller stetig differen-
zierbaren Losungen der Differentialgleichung Dv(z) = Av(¢) firt € R. ]



