Ubungsaufgaben 8
Elementare Funktionen

Aufgabe 1. Seiena > 0, b > 0 und § = +/a? + b? > 0 sowie der positive Ast der
Hyperbel mit den Brennpunkten z; = (6,0) € C und z_ = (—4,0) € C sowie den
Halbachsen a und b durch die Funktion f : R — C vorgegeben, welche durch

f(t) = (acosht,bsinht) firsr eR

definiert wird. Sei ferner ¢ € R ein beliebig fixierter Punkt.
1. Man weise nach, daB | f(t) — z—| — | f(7) — z4+| = 2a gilt, somit die Kreislinien

{xeCl||lx—z_|=24} und {xeC||x— f(0)=|z+— f(OI}
genau einen Punkt x; € C und die Kreislinien
{)CE(C||X—Z+|=2CI} und {XECllX—f(‘L’)|:|Z_—f(‘L')|}

genau einen Punkt x_ € C gemeinsam haben!
2. Wird die Linearisierung g : R — C, welche f in t tangential beriihrt, durch

git)y=f()+ Df(r)(t —7) firreR

gegeben, so zeige man, dal3 es Punkte 7. € Rund 7~ € R mit g(¢y) = %(x.,_ +z4)
und g(z-) = %(x_ + z_) gibt und auBlerdem |g(z+)| = |g(¢-)| = a gilt!
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Aufgabe 2. Man beweise, dal die elementaren Grenzwertbeziechungen

1 £ _
é&lim n;s) =0 und ;im al = In(x) firjedesx € Rmitx >0
—00 X —0
sowie
lim 3 =0 und lm(l+ &% =exp(x) fiirjedesx € R
g—o00 exp(§) £E—0
gelten! ®

Aufgabe 3. Zeitlich verinderliche Schwingungen mit anschwellender bzw. gedampfter
Amplitude konnen durch Funktionen u : R — R beschrieben werden, die mit Hilfe
einer vorgegebenen Dédmpfung a € R und Frequenz b € R durch

u(t) = e sinbt fiir € R definiert werden.

Seien dabei r € [0, o[, B € R Polarkoordinaten von (a,b) = (rcos ,rsin ) € C.
1. Man beweise (induktiv), daB3 die Funktion u : R — R die Ableitungen

D*u(r) = rke* sin(br + kB) firaller € R, k € N U {0} besitzt!
2. Man weise nach, da3 die Funktion u : R — R die Differentialgleichung
D*u(t) —2aDu(t) + r*u(t) = 0 fiir alle t € R erfiillt!

3. Man zeige durch Restabschitzung, daB die Taylor-Reihe (Y ;_, 7 (r1)* sinkp)
um den Entwicklungspunkt ¢y = 0 in jedem Punkt ¢ € R gegen u(z) konvergiert! ®



