Vorlesung 11
Analytische Funktionen

Es wird eine Klasse unendlichmal differenzierbarer Funktionen f : X — K einge-
fiihrt, wobei X C K eine offene Teilmenge und K € {R, C} ein Korper sind.

Unendlichmal differenzierbare Grenzfunktionen von Potenzreihen. 1. Ist (s,)
eine Potenzreihe um den Mittelpunkt x, € K mit den Koeffizienten (ax) in K und
dem Konvergenzradius R > 0, so konvergiert (s,) in X = {x e K| |x —xo| < R}
gegen eine unendlichmal differenzierbare Grenzfunktion s : X — K.

2. Die fir beliebiges £ € N summandenweise ¢-mal differenzierte Potenzreihe
(D%s,) um xo € K mit den Koeffizienten ((“lfk) €!ag+¢) in K hat denselben Kon-
vergenzradius R > 0 und konvergiert in X gegen die {-te Ableitung Ds : X — K

der Grenzfunktion s : X — K, das heil3t, es gilt

(L +k i
DYs(x) = Z( ¢ )Z!akH(x —xo)F furallex € X

k=0

und somit D%s(xo) = £!ay € K fiir alle £ € N. Daraus folgt, daB die Taylor-Reihe
(X k=0 71 D¥s(x0)(x — x0)¥) der Grenzfunktion s : X — K in x € X um den Ent-
wicklungspunkt xo € X mit der absolut konvergenten Reihe (3 ;_,ax(x — xo)¥)
iibereinstimmt und somit gegen den Grenzwert s(x) € K konvergiert.

Verkettung von Potenzreihen. Sei (f,) bzw. (g,) eine Potenzreihe um den Null-
punkt mit den Koeffizienten (ay) bzw. (b;) in K, welche jeweils fiir den Radius r; > 0
bzw.r, > 0in X1 = {x € K | |x| < r1} bzw. X, = {z € K | |z| < r»} gegen eine
Grenzfunktion f : X; — K bzw. g : X, — K konvergiert.

Gilt |ag| < rp, dann gibt es einen Radius » > 0 und eine Potenzreihe (s,) um den
Mittelpunkt xo = 0 mit Koeffizienten (c,) in K, welche in X = {x € K | |x]| < r}
gegen die Verkettung go f : X — K konvergiert. Die Koeffizienten (c,) in der Summe

g(f(x)) = Zcpce firx e X

£=0

erhélt man, indem man in der Summe g(z) = Y /2, bez* fiir jedes £ € N die Potenz z*
durch die Summe der ¢-fachen Produktreihe

00 L
b= f(x)t = (Z akxk) fir x € X
k=0

ersetzt und anschlieBend nach Potenzen von x ordnet.
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Analytische Funktionen. Eine Funktion s : X — K heil3t analytisch, wenn fir je-
den Punkt xo € X ein Radius ¢y > 0 mit X, = {x eK||x—xo| < ro} C X und eine
Potenzreihe (s,) um den Mittelpunkt x, existiert, welche in Xy gegen die Grenzfunk-
tion s konvergiert. In diesem Falle ist s : X — K unendlichmal differenzierbar, und
die Ableitungen D¥s : X — K sind selbst fiir jedes k € N analytisch.

Geometrische Potenzreihen. Die durch die Vorschrift
1
s(x) =—— firx e K\ {1}
1—x
definierte Funktion s : K \ {1} — K besitzt in jedem Punkt xo € K \ {1} fiir jedes
k € N U {0} die k-te Ableitung
k!
k _ .
D S(X()) = W e K.
Somit liefert die Summenformel fiir die geometrische Reihe fiir jeden Punkt x € K
mit |x — xo| < |1 — x| die Konvergenz der Taylor-Reihe (3" _, 2;D%s(x0) (x — x0)¥)
gegen die Summe
>, D¥s(xq) 1 & /x—x)\" 1 1-x 1
> T ot = Z(n—xo) 1w Tox ~ 1%
k=0 ) 0 k=0 0 0 *
das heiBt, die Potenzreihe (s,) mit den Koeffizienten ((1—xo) *~!) um xo € K\{1} hat

den Konvergenzradius Ry = |1 — xo| > 0 und konvergiert in {x € K | |x — xo| < Ro}
gegen die Grenzfunktion s : K \ {1} — K, die somit analytisch ist.

Analytische Grenzfunktionen von Potenzreihen. Jede Potenzreihe (s,) um den
Mittelpunkt xo € K mit dem Konvergenzradius R > 0 konvergiert in der Menge
X = {x eK||x —xo| < R} gegen eine analytische Grenzfunktion s : X — K, denn
es gibt fiir jedes x; € X eine Potenzreihe (g,) um den Mittelpunkt x; € X, welche in
der Menge {z € K | |z — x1| < R — |x; — xo|} gegen s konvergiert.

Ganze analytische Funktionen. Eine Funktion s : K — K wird ganze analytische
Funktion genannt, wenn es fiir einen (und damit fiir jeden) Punkt xo, € K eine Po-
tenzreihe (s,) um den Mittelpunkt x, € K mit dem Konvergenzradius R = oo gibt,
welche im ganzen Korper K gegen die Grenzfunktion s konvergiert.

Operationen mit analytischen Funktionen. Sind f, g : X — K analytische Funk-
tionen, dann sind auch die Summe f + g : X — K und das Produkt fg : X — K
analytische Funktionen.

Verkettung analytischer Funktionen. Seien X, ¥ C K offene Teilmengen sowie
f X > Kund g : Y — K analytische Funktionen. Dann ist im Falle f[X] C Y
auch die Verkettung g o f : X — K eine analytische Funktion.
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Fortsetzung von Potenzreihen. Sei eine Potenzreihe (s,) bzw. (g,) um den Mittel-
punkt x; € K bzw. x, € K gegeben, welche jeweils fiir den Radius r; > 0 bzw. r, > 0
inX; ={x eK||x—xi| <ri}bzw Xo = {x € K| |[x — x2| < r2} gegen die
Grenzfunktion s : X; — K bzw. g : X, — K konvergiert.

Gilt X;N X, # @ und gibt es eine nichtleere offene Menge X C X; N X, derart, daf3
s(x) = g(x) fiir alle x € X gilt, dann folgt daraus s(x) = g(x) fiir alle x € X; N X>.

Fortsetzung analytischer Funktionen. Seien s : X — Kund g : X — K zwei
analytische Funktionen auf einer zusammenhingenden offenen Menge X C K.

1. Existiert eine nichtleere offene Teilmenge U C X derart, daB s(x) = g(x) fiir
jedes x € U gilt, dann folgt daraus s(x) = g(x) fir alle x € X.

2. Gibt es eine abgeschlossene beschriankte Menge F' C X derart, dal3 die Menge
{x € F | s(x) = g(x)} unendlich viele Punkte enthilt, dann ergibt sich auch daraus
schon s(x) = g(x) fiiralle x € X.

Fortsetzung analytischer Funktionen vom Reellen ins Komplexe. Sei U C R
eine offene Teilmenge und s : U — R eine analytische Funktion. Wird die Funktion
f U x {0} - C durch f(a,0) = (s(a),0) € C fiir a € U definiert, dann gilt:
1. Es gibt eine offene Menge X € C mit X N (R x {0}) = U x {0} und eine
Fortsetzung von f : X N (R x {0}) — C zu einer analytischen Funktion g : X — C.
2.Ists : R — Rim Falle U = R eine ganze analytische Funktion, dann gibt es eine
Fortsetzung von f : R x{0} — C zu einer ganzen analytischen Funktion g : C — C.



