Vorlesung 8
Stetige Funktionen

Es werden verschiedene Stetigkeitsbegriffe fiir Funktionen f : X — L eingefiihrt,
wobei X C K eine Teilmenge ist und K, . € {R, C} vorgegebene Korper sind.

Stetigkeit. Sei f : X — L eine Funktion.

1. Man nennt f in xo € X stetig, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dal3
fir alle x € X mit |x — xo| < § stets | f(x) — f(xo)| < ¢ gilt.

2. Die Funktion f ist genau dann in einem Haufungspunkt xo € X von X stetig,
wenn limy ., f(x) = f(xo) gilt.

3. Ist xo € X ein isolierter Punkt, also kein Haufungspunkt von X, dann ist jede
Funktion f : X — L stetigin xo € X.

4. Man nennt f : X — L stetig, wenn f in jedem Punkt xo € X stetig ist.

Rechtsseitige Stetigkeit. Sei X C R eine Teilmenge. Dann nennt man eine Funkti-
on f : X — L inxg € X rechtsseitig stetig, wenn flir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert,
so daB fiir alle x € X mit xg < x < x¢ + § stets | f(x) — f(xo)| < ¢ gilt.

Linksseitige Stetigkeit. Sei X C R eine Teilmenge. Dann nennt man eine Funktion
f X — Linxg € X linksseitig stetig, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so
daB fir alle x € X mit xg —§ < x < xg stets | f(x) — f(xo)| < ¢ gilt.

Operationen mit stetigen Funktionen. Sind X C K eine Teilmenge sowie die
Funktionen f, & : X — L im Punkt xy € X stetig, dann gilt:

1. Die Summe f + 4 und das Produkt f/ sind in xq stetig.

2. Im Falle h(xq) # 0 ist der Quotient % in xq stetig.

Stetigkeit rationaler Funktionen. 1. Seien m € N U {0} sowie ag, d1,...,a, € K
vorgegeben. Wegen der Stetigkeit der durch fo(x) = ao und fi(x) = x firx € K
definierten Funktionen fp, f; : K — K ist somit auch die durch f(x) = Y7, axx*
fur x € K definierte ganze rationale Funktion f : K — K stetig.

2. Seien ferner £ € N und by, by, ..., b, € K sowie eine Menge X C K vorgegeben,
so daB die durch h(x) = Zi:o bxx¥ fiir x € X definierte ganze rationale Funktion
h : X — K keine Nullstellen in X besitzt. Dann ist auch die gebrochene rationale
Funktion % : X — K stetig.

Stetigkeit der Verkettung. Seien X C K eine Teilmenge sowie f : X — L eine in
Xxo € X stetige Funktion, ferner Y C L eine Teilmenge, so daB} f[X] C Y gilt sowie
g :Y — Meine in f(xo) € f[X] stetige Funktion mit Werten in einem weiteren
Korper M € {R, C}. Dann ist die Verkettung go f : X — M in xy € X stetig.
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GleichmiBig konvergente Folgen stetiger Funktionen. Ist X C K eine Teilmenge
und ( f,,) eine Folge stetiger Funktionen f, : X — L, welche gleichmiBig gegen eine
Grenzfunktion f : X — L konvergiert, dann ist f ebenfalls stetig.

Stetigkeit der Grenzfunktion von Potenzreihen. Sei (s,) eine Potenzreihe um den
Mittelpunkt xo € K mit den Koeffizienten (ax) in K und dem Konvergenzradius
R > 0,diein X = {x € K | |x — xo| < R} gegen die Grenzfunktion s : X — K
konvergiert. Da die Folge (s,) stetiger Funktionen s, : K — K fiir jedes r € ]0, R[ in
{x eK||x —xo| < r} gleichmiBig konvergiert, ist auch die Grenzfunktion s stetig.

Zwischenwertsatz. 1. Seien a, b € R mita < b sowie f : [a,b] — R eine stetige
Funktion mit f(a) < f(b) (bzw. f(a) > f(b)) und yo € R mit f(a) < yo < f(b)
(bzw. f(a) > yo > f(b)) gegeben. Dann existiert ein xq € |a, b[ mit f(x¢) = Y.

2. Ist f : R — R eine stetige Funktion derart, daB3 sowohl lim,_, o, f(x) = oo als
auch lim,_,_ f(x) = —oo gilt, dann ist f surjektiv.

(Einfach) zusammenhidngende Mengen. 1. Man bezeichnet eine Menge X C K
als zusammenhdngend, wenn fiir alle x, y € X eine stetige Funktion ¢ : [0,1] - X
existiert, so dal ¢(0) = x und ¢(1) = y gilt.

2. Eine zusammenhdngende Menge X C K heil3t einfach zusammenhdngend, wenn
fir jede stetige Funktion ¢ : {z e K | |z| = 1} — X eine stetige Fortsetzung
Y {z €K ||z| <1} — X von ¢ existiert.

3. Jedes Intervall X C R ist einfach zusammenhéngend.

4. Ist X C R zusammenhingend, so ist X ein Intervall.

5. Der Kreis {x € C | |x — xo| < r} um x, € C mit dem Radius r > 0 ist einfach
zusammenhédngend.

6. Der Kreisring {x € C | p < |x — xo| < r} um xo € C mit dem inneren Radius
p > 0 und dem &duBleren Radius r > p ist (nicht einfach) zusammenhédngend.

Stetige Bilder zusammenhiangender Mengen. Ist die Menge X C K (einfach) zu-
sammenhidngend und f : X — L eine stetige Funktion, dann ist auch die Bildmenge
f[X] C L (einfach) zusammenhéngend.

(Strenge) Monotonie. Sei X C R eine Teilmenge und f : X — R eine Funktion.
1. Die Funktion f heil3t monoton wachsend (bzw. fallend), wenn fiir alle x, y € X

aus x < y stets f(x) < f(y) (bzw. f(x) = f(y)) folgt.
2. Man nennt die Funktion f streng monoton wachsend (bzw. fallend), wenn fir

allex, y € X aus x < y stets f(x) < f(y) (bzw. f(x) > f(y)) folgt.
3. Ist X C R ein Intervall und f stetig und injektiv, dann ist f streng monoton.

4.Ist X C R ein Intervall und f streng monoton, dann ist die Inverse /! stetig.
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Stetigkeit der Wurzelfunktionen. Sind m € N und das Intervall X = [0, oo[ vor-
gegeben, so ist die durch f(x) = x™ fir x € X definierte ganze rationale Funktion
f X — X stetigund wegen f(0) = 0 und lim,_, o, f(x) = oo auch surjektiv. Da in
der binomischen Formel

m—1
fO) = f) =x"—y" = (x—y) Y &Fy"I T iy, y e X
k=0

die Summe im zweiten Faktor nur im Falle x = y = 0, m > 1 verschwindet, folgt
aus f(x) = f(y) stets x = y, woraus sich die Injektivitdt und somit die strenge Mo-
notonie von f ergibt. Damit ist auch die durch f~!(x) = %/x fiir x € X definierte
Inverse f~!: X — X von f stetig und bijektiv, also ebenfalls streng monoton.

Stetige Bilder abgeschlossener beschrankter Mengen. Ist X C K eine abgeschlos-
sene beschriankte Menge und f : X — L eine stetige Funkion, dann gilt:

1. Die Bildmenge f[X] C L ist ebenfalls beschrankt und abgeschlossen.

2. Im Falle L = R besitzt die Bildmenge f[X] C R Maximum und Minimum.

3. Die Funktion f ist gleichmdifig stetig: Es gibt fir jedes e > O ein § > 0, so dal3
fiir alle x, xo € X mit |x — xo| < & stets | f(x) — f(xo)| < ¢ gilt.



