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Ubungsblatt 1
(Besprechung in der Ubung am 29. April 2016)

Aufgabel Sei g : (a,b) — Y. Wir sagen ¢ ist differenzierbar in t € (a,b), falls ein
g'(t) € Y existiert, so dass

glt+h) —g(t)
h

Sei f : [a,b] = Y steig. Wir definieren g : [a,b] — Y durch das Riemann-Integral

— f'(t) in Y fiir h—0.

g(t) :/f(s)ds, t € la,b)].

Zeigen Sie, dass g in jedem Punkt ¢ € (a,b) differenzierbar ist. Ferner zeigen Sie, dass

g(t)=f{t) Vite(ab).

Aufgabe 2
Sei (X, (+,-)) ein Hilbertraum. Untersuchen Sie F' : X — R,z — ||z| = v/(z,z) auf

Fréchet-Differenzierbarkeit.

Aufgabe 3

Sei I = [a,b] C R. Man betrachte C°(I), versehen mit der Maximumnorm || - ||o. In
welchen Punkten u € C(1) ist F(u) := |Jul|s Gateaux-differenzierbar?

Aufgabe4

Man betrachte die Abbildung F' : L?(0,1) — L?(0, 1) definiert durch
F(u)(t) :=sin(u(t)), we€ L*0,1), te€(0,1).
(a) Zeigen Sie, dass F' auf L?(0,1) Lipschitz-stetig ist.

(b) Beweisen Sie, dass F' auf L*(0,1) Gateaux-differenzierbar ist und berechnen Sie
daF(u, h) fiir u,h € L*(0,1).

(c) Zeigen Sie, dass F' in ug = 0 nicht Fréchet-differenzierbar ist.



Losungen Blatt 1

Aufgabe 1: Sei t € (a,b). Fiir 0 < h < b —t findet man

t+h t+h
g(t+h)—g(t) /f ds—/f ds—/f

Hiermit bekommt man unter Verwendung von Lemma 2.2 und der Stetigkeit von f
t+h

Hgt+h})L—g( H/f < /”f (t)lds < ¢

falls h < 0 fiir 0 > 0 hinreichend klein. Eine analoge Aussage beweist man fiir a — ¢t <
h < 0.

Aufgabe 2: Seien xg, h € X. Wir betrachten die Abbildung G : X — R gegeben durch
G(z) = ||z||*. Sei x € X \ {0}. Dann gilt fiir h € X

G(z0 + h) — Glwo) — 2w, h) = (wo + hy w0+ h) — (20, 70) — 2(wo, k) = ||h]|2 = o(h).

Folglich ist G in zy Fréchet-differenzierbar mit DG(zo)h = 2(xg, h). Nun gilt F(z) =
W(G(x)) (z € X), wobei
W(t)=vt, te(0,+00).
Die Funktion W ist in (0, +00) Fréchet-differenzierbar mit
s

2/t

Nach Lemma 3.4 (Kettenregel) ergibt sich, dass F' in z Fréchet-differenzierbar ist , und

DW(t)s = W'(t)s = € (0, +00),s € R.

es gilt

DF(xo)h = DW(G(x0))(DF(z0)h) = - || |)| heX.

Fist in ¢y = 0 nicht Fréchet-differenzierbar. Angenommen F'ist in 0 Fréchet-differenzierbar.
Dann gilt fiir h € X \ {0}

Ith| — DF(0)(th) . DF(0)h

=1- —0 as t—0.
[h]| |7l

Dies wiirde DF(0)h = ||h|| implizieren. Da diese Abbildung nichtlinear ist, ergibt sich
ein Widerspruch.

Aufgabe 3 F' ist Gateaux-differenzierbar in u genau dann, wenn es existiert genau ein

xo € I mit |u(xo)| = ||t/|oo-

= Wir nehmen an, es existieren xo,z1 € I, xg # x1, so dass |u(zg)| = |u(z1)] = ||v/co-
Wir nehmen an, dass u(zg) > 0. Dann existiert 0 < § < |x; — 2], so dass u(z) > 0
fiir alle x € I mit |z — 20| < . Nun sei h € C°(J) mit 0 < h < 1in I, h(zy) = 1 und



h(z) = 0 fiir alle x € I mit |z — x| > 0. Insbesondere ist h(x;) = 0. Sei t > 0 beliebig.
Dann haben wir ||u + th||o = u(z) +t = ||u|| + t. Hieraus folgt

th/ oo o0 . t
i et oo = flullee _ ) T
t—0 t t—0 ¢
Als néchstes sei t < 0. Dann haben wir ||u + thllo = |u(z1)] = ||u||e. Dies liefert
th oo [e’e) . 0
lim lu + thl lu = lim - =0.
i—0 t t—0 ¢
Folglich ist F' in u nicht Gateaux-differenzierbar.
Falls, u = 0, so wire
Nt thle = e JellR
t—0 t t—0 t

Also ebenfalls nicht Gateaux-differenzierbar. Folglch ist die Annahme falsch.

< Sei u € CT) mit |u(zo)| = ||u|l« fiir genau ein zq € I. Ohne Beschréinkung der All-
gemeinheit kénnen wir annehmen, dass u(zg) > 0. Sei h € C°(I) beliebig. Offensichtlich
haben wir fiir t € R

|t + th||e > u(xg) + th(zo) = ||ullec + th(zo).

Folglich gilt

[u A+ thlleo = l[ulle o |lullo +th(x0) — |Julloc

t - t
Da u+th stetig ist existiert ein x(t) € I, so dass |u(z(t)) +th(z(t))| = ||u+th|/. Nach
Voraussetzung existiert ein 6 > 0, so dass |u(x(t)) + th(z(t))| = u(z(t)) + th(xz(t)) fur
alle |t| < 0, denn sonst gibe es ein x; € I mit u(x;) = —||u||e. Fiir t € R mit [¢t| < 0

findet man

||u+th||;o — oo _ u(x(?)) +th(tx<t)) — [Jul < h(z(t)).

Nun gilt aber z(t) — x¢ fiir ¢ — 0, denn sonst gibe es eine Folge t,, — 0 mit
z(ty) = 1 # vound u(zy) = limy, oo w(x(ty))+tmh(z(ty,)) = limy, oo ||uttmh|e =
||u]|co, Was jedoch der Voraussetzung widerspricht. Dies zeigt, dass F' in u Gateaux-

differenzierbar ist mit

dgF(u,h) = h(xg), he C°(I).
Da dgF € £(C°(I),R), ist F Fréchet-differenzierbar.

Aufgabe 4 (a) Seien u,v € L*(0,1). Dann haben wir

1

|F(u) = F(0)2 = / (sin(u(t)) — sin(v(t)))dt

< [ - vt = u— ol



(b) Seien u, h € L*(0,1). Fiir v € L?(0, 1). Unter Verwendung der Taylorformel bekommt

sin(u(t) + eh(t)) = sin(u(t)) + /&?h(t) cos(u(t) + erh(t))dr f.fa.te (0,1).

Hiermit findet man

1
= h/cos(u +eTh)dr — hcos(u) as € — 0.

0

F(u+eh) — F(u)

Folglich gilt
dgF(u,h) = hcos(u), wu,h € L*0,1)

(c) Fiir m € N definieren wir h,,, € L?(0,1) durch

hn(t) = mt fir te <0,%>, hn(t)=0 te (%,1).

Wie man leicht priift gilt

1/m
1
Ihll22 = m? / Pat = 1 0 fir m s too.
3m

0

Auf der anderen Seite haben wir

1F (hn) = F(0) = daF (0, hun) |72 = || sin(hun) — hun) 172

1/m 1
1 c
= in(mt) —mt)2dt = — [ (sinz — 2)%dz = =
/(sm(m ) —mt) - /(smx x)“dx -

0 0

mit ¢y > 0. Dies zeigt, dass

|F (h) — F(0) — dGF(0, hy) | 12
1Pl 22

fiir m — +o00. Somit ist ' in v = 0 nicht Fréchet-differenzierbar.

=3¢y A 0



