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1 Einleitung

Waihrend die relativistische Quantenmechanik teilweise liickenhaft ist und
auf Paradoxa fithrt (z.B. Klein-Paradoxon, siehe [19]), finden Quantentheorie
und spezielle Relativitédtstheorie ihre Vereinigung in der Quantenfeldtheorie
(QFT). Die Quantenmechanik behandelt kleine Systeme, wie Atome oder
einzelne Elektronen. Dabei ist die Teilchenzahl stets erhalten und es fin-
den keinerlei Umwandlungen von einer Teilchensorte in eine andere statt. In
der Quantenfeldtheorie werden zusétzlich die Felder quantisiert, welche die
Wechselwirkungen zwischen den Teilchen beschreiben. Aulerdem ist die Teil-
chenzahl keine Erhaltungsgrofie und es konnen durch verschiedene Prozesse
Umwandlungen zwischen Teilchen stattfinden. Wichtige Werkzeuge bei der
Untersuchung von Umwandlungs- und Streuprozessen in der QFT sind so-
genannte Feynman-Graphen. Aus Storungsreihen dieser Graphen lassen sich
verschiedene physikalische GrioBen, wie beispielsweise Ubergangsamplituden,
ermitteln. Dabei treten haufig Divergenzen auf, die mithilfe einer Renormie-
rung entfernt werden miissen. [7], [§]

Eine solche Renormierung kann unter Zuhilfenahme einer sogenannten Hopf-
Algebra durchgefiihrt werden. Es hat sich gezeigt, dass zwischen der Hopf-
Algebra von Feynman-Graphen und der Hopf-Algebra von speziellen Gra-
phen, Wurzelbdume genannt, bestimmte Beziehungen herstellbar sind, so-
dass Rechnungen in der einen auf die andere Hopf-Algebra iibertragbar sind.
Ein Beispiel findet sich u.a. in [10], [11] oder in 3.2.2.

In dieser Arbeit werden die Begriffe Hopf-Algebra und Wurzelbaum im 2.
Kapitel so weit wie notig erkléart. Sie werden bei der Renormierung eines
Spielzeugmodells einer Quantenfeldtheorie Anwendung finden. Dieses Mo-
dell wird im 3. Kapitel eingefiihrt, indem sogenannte Spielzeug-Feynman-
Regeln definiert werden. Speziell werden in diesem Rahmen kombinatorische
Dyson-Schwinger-Gleichungen untersucht, welche allgemein die Stérungsrei-
hen der Feynman-Graphen, hier jedoch Storungsreihen in Wurzelbdumen lie-
fern. Mithilfe der Hopf-Algebra von Wurzelbdumen werden die renormierten
Spielzeug-Feynman-Regeln gefunden und somit das Spielzeugmodell renor-
miert. Die Losung eines Systems von Dyson-Schwinger-Gleichungen und die
Herleitung einer dazugehorigen Renormierungsgruppen-Gleichung schliefen
diese Arbeit ab.

Der Grofiteil der zu diesem Themengebiet gehorigen Literatur ist in eng-
lischer Sprache verfasst. Da diese Arbeit auf Deutsch geschrieben wurde,



wurden einige Begriffe durch den Verfasser frei ins Deutsche {ibersetzt. Bei
solchen Begriffen steht bei der ersten Nennung stets der korrekte englische

Begriff in Klammern dahinter, wie z.B.: Faltungsprodukt (engl.: Convolution
Product).

Ausfiihrlichere Einfithrungen in die Quantenfeldtheorie finden sich z.B. in
den folgenden verwendeten Quellen: [7], [8], [9] und [19]. Allerdings werden
alle in dieser Arbeit benotigten Begriffe so weit wie zum Verstehen der Arbeit
notwendig in den einzelnen Kapiteln betrachtet.

2 Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die mathematischen Begriffe betrachtet, die fiir
diese Arbeit benotigt werden. Zu Beginn werden grundlegende Begrifflich-
keiten geklart. Diese dienen speziell dazu den in dieser Arbeit zentralen ma-
thematischen Begriff einer Hopf-Algebra zu verstehen. Im letzten Abschnitt
dieses Kapitels wird die Hopf-Algebra von Wurzelbdumen betrachtet, welche
eine Grundlage fiir die Betrachtungen im 3. Kapitel bildet. Beweise zu den
Aussagen in diesem Kapitel konnen im Allgemeinen den zitierten Quellen
entnommen werden. Auf das explizite Fiihren dieser Beweise wird darum in
dieser Arbeit verzichtet.

2.1 Grundlegende Begriffe

Zunéchst werden einige elementare Begriffe wiederholt, die grundlegend fiir
die spiteren Definitionen und das weitere Vorgehen sind. Dazu gehoren:
Gruppe, Korper, Vektorraum, Algebra und Tensorprodukt. Sofern nicht an-
ders gekennzeichnet, folgen die in diesem Abschnitt verwendeten Definitionen
denen aus [4].

2.1.1 Gruppe

Die elementarste im Folgenden definierte algebraische Struktur ist die Grup-
pe. Dabei ist insbesondere der Spezialfall einer abelschen Gruppe fiir die da-
rauffolgenden Definitionen relevant.

Definition 2.1.1: Sei G eine Menge mit einer Verkniipfung x. Dann heift



(G, ) eine Gruppe, wenn die folgenden Axiome erfillt sind:
(I):  Firalle a,b,c € G gilt: (axb)*xc=ax*(bx*c) . (Assoziativitét)

(IT1): Es emistiert ein e € G, sodass fir jedes a € G qilt: exa = a .
Dabei heif§it e das neutrale Element von G.

(III): Fir jedes a € G existiert ein o' € G, sodass gilt: ' xa = e .
Dabei heifit a’ das inverse Element zu a.

FEine Gruppe heifit abelsch, wenn fiir jedes a,b € G gilt: axb=bxa .

2.1.2 Korper

Mit Hilfe dieser Definition kann die algebraische Struktur Korper wie folgt
definiert werden:

Definition 2.1.2: Sei K eine Menge mit zwei Verkniipfungen
+:KxK—=K, (a,b)~»a+bund-: KxK — K,(a,b)—a-b.
Dann heifit (K, +,-) ein Korper, wenn Folgendes gilt:

(I):  (K,+) ist eine abelsche Gruppe. Dabei werden ihr neutrales Element
mit 0 und das zu a € K inverse Element mit —a bezeichnet.

(IT): (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppe. Dabei werden ihr neutrales
Element mit 1 und das zu a € K \ {0} inverse Element mit 1/a oder
a~! bezeichnet.

(III): Fir alle a,b,c € K gelten die Distributivgesetze: a-(b+c¢) = a-b+a-c
und (a+b)-c=a-c+b-c.
2.1.3 Vektorraum

Mithilfe der Definitionen von abelscher Gruppe und Korper kann die alge-
braische Struktur Vektorraum wie folgt definiert werden:



Definition 2.1.3: Sei (K, +,-) ein Korper. Auflerdem sei V' eine Menge
mit einer inneren Verkniipfung (Addition)

+: VXV =V, (v,w)—ov+w
und einer dufSeren Verkniipfung (skalare Multiplikation)
O:KxV sV, (Av)—Aowv.

Dann heifit (V,+, ®) K-Vektorraum und die Elemente aus V Vektoren, wenn
Folgendes gilt:

(I):  (V,+) ist eine abelsche Gruppe.

(II): Fir alle \,p € K und alle v,w € V gilt: A+ p) Ov=A0v + pOwv,
Ao+ w)=X0v+ Aow, AO(pov)= N povundl®v =,
wobei 1 das neutrale Element von (K \ {0}, ) ist.

Von diesem Punkt an werden die einzelnen Strukturen abkiirzend mit der

Menge iiber die sie definiert sind (also z.B. G fiir eine Gruppe (G, %)) be-

zeichnet, sofern die Verkniipfungen aus dem jeweiligen Zusammenhang klar

oder von untergeordnetem Interesse sind.

Wichtige Begriffe im Zusammenhang mit Vektorrdumen sind der eines Un-
tervektorraums und der einer direkten Summe:

Definition 2.1.4: Seien V' ein K-Vektorraum und W C V' eine Teilmenge.
Dann heifft W Untervektorraum von V' (oder kurz: Unterraum ), wenn Fol-
gendes gilt:

(I): W ist nicht leer.

(ID): vyweW=v+weW.

(III):veW e K= XoveW.

Definition 2.1.5: Sei V' ein K-Vektorraum mit Unterrdumen Wy, ...,W, C
V. Dann heifst Wi + ...+ W, :={veV:Fv,e W, mit v=vi+..+v}
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Summe von Wy, ..., W, .

Definition 2.1.6: Fin Vektorraum Wy ® Wy heifst direkte Summe von zwei
Untervektorrdumen Wy und Wy, wenn Folgendes gilt:

(I): Wl@W2:W1+W2.

(I1): Es gilt: Wy N Wy = {0} . Die Schnittmenge von Wy und Wy enthdlt
also nur den Nullvektor.

2.1.4 Algebra

Mit den Definitionen von Korper und Vektorraum kann der fiir diese Arbeit
besonders wichtige Begriff einer Algebra definiert werden:

Definition 2.1.7: Sei A ein K-Vektorraum. Dann heifst A Algebra diber
K oder einfach K-Algebra, wenn es zusdtzlich eine Multiplikationsabbildung

m:AxA— A (a,b)— m(a,b)=:a-b

gibt, die bilinear ist. Also gilt fiir alle u,v,w € A und alle A € K :
(u+v)w=u-wt+v-w u (v+w =u-v+u wund
AO(u-v)=AQu)-v=u-(AOv) .

Besitzt A sogar ein neutrales Element beziiglich der Multiplikation m (Einsele-
ment genannt), dann ist A eine Algebra mit Einselement.

Das Einselement beziiglich der Multiplikation m von A ist dabei I := T(1),
wobei 1 das neutrale Element beziiglich der Multiplikation des Koérpers K
und T eine lineare Abbildung Y : K — A, A — A ® 1 ist, sodass das folgende
Diagramm kommutiert:



2 id ide T

' ® »’—1_"4@3 Ae—A K

NZ

Dabei bezeichnet id die identische Abbildung. Sie bildet auf ihr Argument
ab. Das bedeutet, dass sie beispielsweise ein Element = einer Algebra A auf
genau das gleiche Element z € A abbildet.

Eine Algebra mit Einselement wird auch mit (A, m,T) bezeichnet.

2.1.5 Tensorprodukt

Abschlieflend wird der Begrift Tensorprodukt definiert und dann das Tensor-
produkt von Algebren erklart:

Definition 2.1.8: Seien V und W K-Vektorriume. Dann gibt es einen
K-Vektorraum V @ W zusammen mit einer bilinearen Abbildung

N VXW=VeW

mit der folgenden universellen Figenschaft: Zu jedem K-Vektorraum U zu-
sammen mit einer bilinearen Abbildung

E: VWU

gibt es genau eine lineare Abbildung

(o VW U mit{=Eon.

T :=V W heifit Tensorprodukt von V und W iber K.

Das Tensorprodukt T ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Das be-

deutet, dass fiir jedes Tensorprodukt 7" von V und W iiber K eine eindeu-
tige, bijektive und homomorphe Abbildung (ein eindeutiger Isomorphismus)



T — T existiert, sodass das folgende Diagramm kommutiert:

X 11\4." T"
1

Wenn V und W K-Algebren sind, dann ist V @ W ein K-Vektorraum. Durch
die Definiton (v @ w) - (v @ w) = (v -0) ® (w - w) fur alle v,0 € V und alle
w,w € W wird V ® W auf eindeutige Weise zu einer K-Algebra gemacht.
Dabei steht - hier fiir das auf V ® W definierte Produkt my g . In diesem
Fall bezeichnet man V ® W als Tensorprodukt von Algebren. [4]

[17]

2.2 Hopf-Algebra

Nachdem im vorherigen Abschnitt grundlegende Begriffe wiederholt wurden,
wird in diesem Unterkapitel {iber Hopf-Algebra mit dieser die fiir diese Arbeit
entscheidende mathematische Struktur betrachtet. Eine Hopf-Algebra ist eine
Bialgebra mit einer sogenannten Antipode. [3]

Um die Struktur Hopf-Algebra verstehen zu kénnen, werden Bialgebra und
Antipode im Folgenden betrachtet. Sofern nicht anders gekennzeichnet, folgen
diese Betrachtungen und Definitionen denen aus [3].

2.2.1 Koalgebra

Zunéchst wird der Begriff Koalgebra eingefiihrt, der notwendig fiir die Defini-
tion einer Bialgebra ist. Das Konzept einer Koalgebra ist dual zum Konzept
einer Algebra. Dualitét ldsst sich in diesem Fall so vorstellen, dass es eine
abstrakte Operation gibt, die sowohl aus einer Algebra A die zu ihr dua-
le Koalgebra C, als auch aus der Koalgebra C' die duale Algebra A macht.
So gibt es in einer Koalgebra ein sogenanntes Koprodukt und eine Koeins
anstelle von Produkt und Einselement der Algebra. Wéahrend das Produkt
der Algebra zwei Elemente auf ein einziges abbildet, bildet das Koprodukt
ein Element der Koalgebra auf alle moglichen Zerlegungen dieses Elements in
zwei Elemente der Koalgebra ab. Des Weiteren bildet die Koeins das Einsele-
ment des der Koalgebra zugrunde liegenden Vektorraumes auf das neutrale
Element beziiglich der Multiplikation des zugrundeliegenden Korpers ab. Alle
anderen Elemente des Vektorraums werden durch die Koeins auf das neutrale



Element beziiglich der Addition des zugrundeliegenden Koérpers abgebildet.
Im Vergleich dazu bildet das Einselement der Algebra aus dem zugrundelie-
genden Korper in den Vektorraum ab.

Definition 2.2.1: Sei C ein K-Vektorraum mit zwei linearen Abbildun-
gen A 1 C — C ® C (Koprodukt) und € : C — K (Koeins). Dann heifit
(C, A, €) Koalgebra, wenn die folgenden Aziome erfillt sind:

I: (A®id)oA=(id®A)oA (Koassoziativitét)
(I1): (e®id)o A= (id®¢€)oA. (Koeins)
Das Koprodukt eines z € C' ist allgemein der folgenden Form:

Alz) = zP @ xz(?), Vi : :UEI), x?) ceC.

Héufig wird stattdessen eine kiirzere Schreibweise, Sweedler’s Notation, ver-
wendet;:

Alz) = Y 20 @ 22,
()

Hierbei handelt es sich um die Summe {iber alle méglichen Zerlegungen von
x in Elemente von C'.

2.2.2 Bialgebra

Die obige Definition der Koalgebra macht es moglich, den Begriff Bialge-
bra zu verstehen. Eine Bialgebra H ist ein Vektorraum, der sowohl mit einer
Algebra- als auch mit einer Koalgebrastruktur ausgestattet ist. Dabei miissen
die Algebra und die Koalgebra kompatibel sein. Das bedeutet hier, dass die
beiden folgenden Aussagen dquivalent sind:

(I): m und T sind Koalgebra-Morphismen.

(II): A und € sind Algebra-Morphismen.

Die Gleichwertigkeit dieser beiden Aussagen kann durch die Kommutativitét
einiger Diagramme beschrieben werden. Es ergibt sich somit die folgende De-

finition:
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Definition 2.2.2: Seien (H,m,Y) eine K-Algebra und (H,A ¢€) eine Ko-
algebra. Dann heifit das Quintupel (H,m,Y, A, €) Bialgebra, wenn folgende
Diagramme kommutieren:

m m
Ha H » [ Ho H—m——H
(HoH) (HoH)———H o H Ko K—5G K
m e m K

TY T K €

K&K “'TK K 5]

Dabei bezeichnet my eine auf K definierte Multiplikation.

2.2.3 Faltungsprodukt

Fiir die Definition einer Antipode wird das sogenannte Faltungsprodukt (engl.:
Conwolution Product) benotigt.

Definition 2.2.3: Seien (A,m,Y) eine Algebra und (C,A,€) eine Koal-
gebra. Das Faltungsprodukt zweier linearer Abbildungen f,g € Hom(C, A)
ist die bilineare Abbildung fxg € Hom(C, A), die durch die folgende Kom-

position gegeben ist:
C5c00®A0A " A5

Dabei ist Hom(C,A) := {F : C — A : F ist linear in K} die Menge
aller linearen Abbildungen, die C' auf A abbilden. [4]

11



In Sweedler’s Notation lésst sich das Faltungsprodukt wie folgt schreiben:
(fxg)(x) = (z;f(:c(l))g(:cm)) fiir jedes z € C.

Das Faltungsprodukt ist bilinear und aulerdem gilt:

(Toe)x f)(x) = (f*(Toe)(x) = f(x). 3]

2.2.4 Antipode

Mit dem Faltungsprodukt léasst sich eine Antipode wie folgt definieren:

Definition 2.2.4: Sei (H,m,Y,A, €) eine Bialgebra. Eine lineare Abbil-
dung S : H — H heifit Antipode, wenn gilt:

Sxid=1id*S ="Toe. [3]
Eine Antipode S erfiillt:

S(z)=—2—> 20 (@®) = -z -3 S(zM)z@. [5]
(x) (z)

2.2.5 Definition einer Hopf-Algebra

Mit den vorangegangenen Vorbetrachtungen und Definitionen kann die zen-
trale mathematische Struktur dieser Arbeit wie folgt definiert werden:

Definition 2.2.5: FEine Bialgebra, die zusdtzlich eine Antipode besitzt, wird
Hopf-Algebra genannt und mit (H,m, Y, A€, S) bezeichnet.

Nicht jede Bialgebra besitzt auch eine Antipode. Wenn eine Bialgebra je-
doch eine Hopf-Algebra ist, dann besitzt sie hochstens eine Antipode. Dies
lasst sich durch Widerspruch beweisen:

Beweis:

Sei H eine Bialgebra und es wird angenommen, dass diese zwei Antipoden S

und S" mit S # S’ besitzt.

12



S=85+Toe)=Sx(idxS")=(Sxid) xS =(Toe)xS" =5

Widerspruch zur Annahme!
= H kann hochstens eine Antipode besitzen.

0 [3]

2.2.6 Graduierung

Zum Abschluss dieses Unterkapitels wird der Begriff einer Graduierung einer
Hopf-Algebra eingefiihrt:

Definition 2.2.6: Sei H eine Hopf-Algebra. H ist graduiert (besitzt al-
so eine Graduierung), wenn Unterrdume (H;);en von H ezistieren, sodass
fiir alle i,5 € N gilt:

(I): H=@QH.

(IT): S(H;) € H;
(IIL): m(H; ® H,) C H;.,;

(IV): A(H;) € @D, o Ho ® Hi . [2]

2.3 Die Hopf-Algebra von Wurzelbdumen

In diesem Unterkapitel wird ein physikalisch wichtiges Beispiel fiir eine Hopf-
Algebra behandelt. Die Hopf-Algebra von Wurzelbdumen ist gut geeignet,
um kombinatorische Dyson-Schwinger-Gleichungen zu untersuchen, die im
anschliefenden Kapitel 3 eingefiihrt werden. Zunéchst jedoch werden Wur-
zelbdume und ihre Hopf-Algebra nur formal eingefiihrt.

2.3.1 Wurzelbaum

Ein Wurzelbaum (auch gewurzelter Baum genannt) ist ein spezielles gra-
phentheoretisches Objekt. Ein Graph besteht aus einer Menge von Vertices
(Einzahl: Vertez, auch Knoten genannt) Vi und einer Menge von zweiele-
mentigen Teilmengen von Vi, die mit E bezeichnet wird. E ist die Menge
der Kanten eines Graphen. Dabei sind Kanten die Verbindungen zwischen

13



den Vertices. [18]
Der Spezialfall Wurzelbaum wird wie folgt definiert:

Definition 2.3.1: FEin Wurzelbaum ist ein endlicher, verbundener und
zyklenfreter Graph mit einem ausgezeichneten Vertex, der Wurzel genannt
wird. [16]

Dabei bedeutet endlich, dass ein Graph nur endlich viele Vertices und Kan-
ten besitzt.

Verbunden bedeutet, dass fiir jedes beliebige Paar von Vertices x1, x,, eines
Graphen ein Pfad zwischen diesen beiden Vertices existiert. Dabei ist ein Pfad
P zwischen x; und z,, innerhalb eines Graphen eine Teilmenge von E der fol-
genden Gestalt: P = {(x1,x2), (2, x3), (3,24), ..o, (T2, Tn—1), (Tp—1,Tn) }.
[18]

Sei F; die Teilmenge von F, die nur Kanten zwischen x; und anderen Verti-
ces des Graphen enthélt. Dazu sei FE,, die Teilmenge von F, die nur Kanten
zwischen x,, und anderen Vertices des Graphen enthélt. Zyklenfrei bedeutet,
dass jeder Pfad von x; nach z, innerhalb eines Graphen nur ein einziges
Element aus E; und nur ein einziges Element aus £, enthélt. In einem zy-
klenfreien Graph ist es also nicht moglich ”im Kreis zu laufen”.

Beispiele fiir Wurzelbdume sind: e : , I , ./'\. , § , J\: , .i. )

In dieser Arbeit sind die Wurzelbdume stets so ausgerichtet, dass der oberste
Vertex die Wurzel ist. Alle anderen Vertices eines Baumes liegen also unter-
halb der Wurzel und werden als ihre Nachfahren bezeichnet. Dieser Begriff
lasst sich allgemein fiir jeden Vertex eines Baumes anwenden. Jeder Vertex
Zp, der unterhalb eines Vertex x,, liegt und iiber einen Pfad mit diesem ver-
bunden ist, heiit Nachfahre des Vertex x,,, sofern der Pfad nicht iiber einen
Vorfahren von x,, verlauft. Dabei wére in diesem Fall x,, der Vorfahre von
xp. Direkte Nachfahren eines Vertex (Vertices, die nur tiber eine Kante mit
ihrem Vorfahren verbunden sind) werden als Kinder bezeichnet. Kinder eines
einzelnen Vertex sind Geschwister. Aus der Zyklenfreiheit eines Wurzelbau-
mes folgt, dass Geschwister nur iiber ihren direkten Vorfahren (Muttervertex)

14



miteinander verbunden sind.
Als Beispiel soll der folgende Baum dienen: ‘/b’\a‘.c :

Der Vertex a ist die Wurzel. a hat zwel Kinder: b und ¢. Diese beiden Vertices
sind Geschwister.

Die weiteren Betrachtungen dieses Abschnittes (2.3.1), sowie die der da-
rauffolgenden Abschnitte im Kapitel 2, folgen [1], sofern sie nicht anderweitig
gekennzeichnet sind.

Die Kardinalitit eines Baumes ¢ wird mit |¢| bezeichnet und entspricht der
Anzahl seiner Vertices. Es gibt einen Baum ohne Vertex. Dieser wird mit I
und als leerer Baum bezeichnet. Seine Kardinalitét ist folglich |I| = 0.

Biume lassen sich nach ihrer Kardinalitét sortieren. Sei T}, die Menge aller
Baume mit der Kardinalitdt n. So ergeben sich beispielsweise:

ﬂﬂ]:{ﬂ}v 71[1]:{.}7 ﬂ2]:{z}7 T'[?»]:{Ev(.\.}

Des Weiteren sind alle hier verwendeten Baume nicht-planar. Das bedeutet
unter anderem, dass ein solcher Graph gleich seiner horizontalen Spiegelung

ist, also beispielsweise gilt:

Naheres zur Nicht-Planaritat der hier verwendeten Wurzelbdume findet sich
in 2.3.9.

2.3.2 Multiplikation von Bdumen
Die auf der Hopf-Algebra der Wurzelbdume definierte Multiplikation

m:H @ H— H, (tl,tg) — 1o
bildet zwei Baume ¢; und ¢, auf eine Juztaposition der beiden Baume ab.

Das bedeutet schlicht, dass die beiden Bidume ohne ein zusétzliches Symbol
nebeneinander geschrieben werden.
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Beispiel:  m(e,3) =3

Dabei ist die Multiplikation kommutativ. Das neutrale Element dieser Mul-
tiplikation ist der leere Baum 1.

2.3.3 Einselement und Koeins

Als neutrales Element beziiglich der Multiplikation von Baumen ist der leere
Baum das Einselement der Hopf-Algebra von Wurzelbdumen. Es muss also
auch eine lineare Abbildung T geben, die aus dem Grundkoérper der Hopf-
Algebra von Wurzelbdumen in eben diese Hopf-Algebra abbildet. Der hier
zugrundeliegende Korper ist der Korper der rationalen Zahlen Q. [5]
Die entsprechende Abbildung ergibt sich durch T : Q — H, A — AL .

Fiir die Koeins € gilt entsprechend: € : H — Q, A\l — Aund (H\U) 3t +— 0,
wobei U = {t : t = A, A € Q}. Vielfache des leeren Baumes sind also die
einzigen Argumente von €, deren Bild unter e nicht verschwindet.

2.3.4 Wald

Ein Produkt von Baumen wird als Wald bezeichnet. Dabei kann ein Wald
einen bestimmten Baum mehr als einmal beinhalten. Genauso kann ein Wald
aus einem einzigen Baum bestehen. Ein solcher Wald ist formal das Produkt
aus einem Baum und dem leeren Baum I.

Der leere Baum I ist auch zugleich der leere Wald.

Aus der Abgeschlossenheit der Multiplikation m und der Definition des Be-
griffes Wald folgt automatisch, dass Walder die Elemente des Vektorraumes
H sind, welcher der Hopf-Algebra von Wurzelbdumen zugrunde liegt.

2.3.5 Koprodukt

Das Koprodukt der Hopf-Algebra von Wurzelbdumen wird mithilfe von so-
genannten zuldssigen Schnitten definiert. Ein Schnitt eines Baumes ist eine
Teilmenge ¢ der Menge seiner Kanten. Thre Elemente werden als geschnittene
Kanten bezeichnet. Durch Entfernen der Kanten dieser Teilmenge, wird ein
Baum sozusagen in kleinere Bidume ”zerschnitten”. Diese kleineren Baume
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bilden einen Wald. Dabei gibt es in jedem auf diese Weise entstandenen Wald
genau einen Baum, dessen Wurzel die Wurzel des urspriinglichen Baumes
ist. Dieser Baum wird mit R°(t) bezeichnet. Die iibrigen Baume bilden einen
Wald, der mit P¢(t) bezeichnet wird. Ein Schnitt ist ein zuldssiger Schnitt
des Baumes ¢, wenn innerhalb von ¢ jeder Pfad zwischen Wurzel und einem
beliebigen anderen Vertex hochstens eine geschnittene Kante beinhaltet.

Als Beispiele dienen die zuldssigen Schnitte des Baumes 0’} :

Nu NN

Nicht zuléssig sind die folgenden Schnitte:

Wird der Schnitt (.': betrachtet, so gilt: R°(t) = ® und P°(t) = e I :

Sei €(t) die Menge aller zuldssigen Schnitte eines Baumes t. Dann gilt fiir
das Koprodukt von t:

Ay =t1+Ixt+ > Pt)® R(t).
ce(t)

Fiir den leeren Baum wird definiert: A(I) :=I®1 .

Weiterhin wird ein sogenanntes reduziertes Koprodukt definiert:

A= Y P(t) @ R(t) .

ceC(t)

Fiir bestimmte Elemente der Hopf-Algebra ist das reduzierte Koprodukt
identisch Null. Diese werden als primitive Elemente bezeichnet.

Beispiele fiir Koprodukte von Wurzelbdumen sind:
Ale)=eI+Ixe , A()=3I+I0) +texe,

Auﬁ):f&®mﬁ®f§+-®}+-®j&+--®:+I®:+-:®-.
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Es ist offensichtlich, dass ® ein primitives Element der Hopf-Algebra ist.

In Sweedlers Notation schreibt sich das Koprodukt in der Hopf-Algebra von
Wurzelbdumen:

A =t@I+Iet+> tWet® .
®

2.3.6 Antipode der Hopf-Algebra von Wurzelbdumen

Auch die Antipode der Hopf-Algebra von Wurzelbdumen ist mithilfe von
zuldssigen Schnitten definiert. Fiir sie gilt:

St)=—t—>St)t® und SI) =1 .
®

Beispielsweise ergibt sich:

S(e)=—e. S(3)=-3-S(s)e=-3+ee.

2.3.7 Graduierung der Hopf-Algebra von Wurzelbidumen

Seien F' die Menge aller Wilder und F,, die Mengen aller Wélder, die n
Vertices beinhalten. So ergeben sich beispielsweise:

Fo={I}, Fi={e}, B={ee.3} F={sse el § Al

F4:{oooo,oozjo§,o./’\.,zI7§,f'\!,ﬁ.}.

Sei fur jedes F,, ein H,, := spang(F,) als die lineare Hiille von F, definiert.
Die lineare Hiille von F), ist die Menge aller Linearkombinationen von Ele-
menten aus F, mit Elementen aus Q als Skalaren. Alle H,, sind Unterraume
von H. Das ist offensichtlich, da alle F;, Teilmengen der Menge H sind und
der Vergleich mit Definition 2.1.4 zeigt, dass die lineare Hiille eines jeden F,
ein Unterraum ist.

Unter Beachtung von Definition 2.2.6 lésst sich somit eine Graduierung
H = @ H, auf der Hopf-Algebra von Wurzelbdumen einfiihren.

n>0
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2.3.8 Augmentation Ideal

In 2.3.3 trat der Unterraum H \ U auf. Dieser enthilt alle Elemente aus H bis
auf Vielfache des leeren Baumes. Dieser Unterraum wird als Augmentation
Ideal (symbolisch: Aug) bezeichnet und ergibt sich als direkte Summe aller
Unterrdume H,, ohne den Unterraum Hy: Aug := @ H, .

n>0

2.3.9 Veredelungsoperator

Abschlieflend wird der Veredelungsoperator (engl.: Grafting operator) ein-
gefithrt. Genauso wie im Garten manche Obstbédume veredelt werden, indem
ihnen eine Wurzel aufgepfropft wird, fiigt der Veredelungsoperator

B, H—H

einem Wurzelbaum einen zusétzlichen Vertex hinzu. Dieser zusétzliche Ver-
tex wird stets iiber der alten Wurzel hinzugefiigt, mit dieser durch eine Kante
verbunden und bildet somit die Wurzel des auf diese Weise neu entstandenen
Baumes. Des Weiteren wird unter dem Veredelungsoperator ein Wald aus
zwei oder mehr Bidumen zu einem einzigen Baum zusammengefiigt, indem
die Wurzeln der einzelnen Baume durch jeweils eine Kante mit dem neuen
Vertex verbunden werden.

Anschaulich ist der Veredelungsoperator also wie folgt definiert:

By (titst) = /N .

tl tZ tr?.

Genauer betrachtet bildet der Veredelungsoperator nicht in die gesamte Hopf-
Algebra der Wurzelbdume ab. Da es nicht moglich ist unter Anwendung von
B, den leeren Baum zu erhalten, reicht es aus seine Zielmenge auf das Aug-
mentation Ideal einzuschranken.

Beispiele fiir die Anwendungen des Veredelungsoperators sind:

Bi)=e, Bi(e)=3. Bi(s3)=4Y.

Durch mehrfache Anwendung von B, werden einem Baum entsprechend vie-
le neue Vertices hinzugefiigt. Dementsprechend ldsst sich jeder Baum, der
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Element des Augmentation Ideals ist, mithilfe des Veredelungsoperators aus
leeren Badumen gewinnen.

So gilt Beispielweise fiir Ay : & = B+[B(I)B.(I)] .

Dies erklart auch zusammen mit der Kommutativitidt der Multiplikation
weshalb nicht-planare Graphen verwendet werden miissen, wenn die Hopf-
Algebra der Wurzelbdume betrachtet wird. Es ist also nicht relevant in wel-
cher Reihenfolge die Kinder eines Vertex mit ihrem Muttervertex verbunden
werden.

Mit dem Veredelungsoperator gilt fiir das Koprodukt:
A(B4(t)) = B4 (t) @ I+ (id ® By)A(t) , (Beweis siehe [10]).

3 Ein Spielzeugmodell

In diesem Kapitel wird ein Spielzeugmodell einer Quantenfeldtheorie mithil-
fe der Hopf-Algebra von Wurzelbdaumen renormiert. Ein Spielzeugmodell ist
ein vereinfachtes Modell einer physikalischen Theorie. Es beinhaltet die we-
sentlichen Bestandteile einer Theorie, stellt diese aber vereinfacht dar und
eignet sich deshalb nur dafiir einzelne Merkmale der Theorie zu beschrei-
ben. In dem hier verwendeten Spielzeugmodell werden sogenannte Spielzeug-
Feynman-Regeln verwendet, um die renormierten Losungen von kombina-
torischen Dyson-Schwinger-Gleichungen (abkiirzend: kDSG) zu bestimmen.
Dafiir werden diese Gleichungen zunéchst eingefithrt und anschlieBend ex-
emplarisch berechnet. Im Zuge dessen wird auch der Begriff der Renor-
mierung erlautert. Weiterhin wird ein System von kombinatorischen Dyson-
Schwinger-Gleichungen untersucht und gelost. Den Abschluss bilden die Be-
stimmung und die Uberpriifung einer Renormierungsgruppen-Gleichung
(kurz: RGG) fiir die Gleichungen des untersuchten kDSG-Systems.

3.1 Feynman-Graphen

Feynman-Graphen dienen dazu jegliche Prozesse in einer Quantenfeldtheo-
rie anschaulich zu beschreiben. Beispielweise wire der folgende Graph ein
moglicher Graph fiir eine Elektron-Elektron-Streuung:
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Dabei sind Zeitachse (hier: Ordinate) und Ortsachse (hier: Abszisse) nicht
eingezeichnet. Die geraden Linien mit den Pfeilen symbolisieren die Elektro-
nen und die gewellte Linie symbolisiert das virtuelle Photon, das wahrend
des Streuprozesses ausgetauscht wird. Allgemein steht eine gerade Linie mit
Pfeil fiir ein fermionisches Teilchen. Eine Wellenlinie steht jedoch stets fiir ein
Photon. Andere bosonische Teilchen, wie Gluonen, werden jeweils mit einer
anderen Linienart gekennzeichnet. Die Richtung des Pfeils auf einer Fermion-
Linie zeigt an, in welche Zeitrichtung sich das Teilchen bewegt. Ein Elektron,
das sich riickwérts in der Zeit bewegt, entspricht seinem Antiteilchen (Po-
sitron), das sich vorwérts in der Zeit bewegt. Umgedreht ist ein Elektron, das
sich vorwérts in der Zeit bewegt, ein Positron, das zeitlich riickwérts lauft.
13

Auch fiir Feynman-Graphen gelten die iiblichen graphentheoretischen Be-
griffe. Teilchenlinien sind Kanten, wobei die Kanten je nach Teilchenart un-
terschiedlich gekennzeichnet werden. In einem Feynman-Graphen tauchen
héufig also verschiedene Typen von Kanten auf. Punkte, an denen zwei Teil-
chenlinien miteinander verbunden sind, heiflen Vertices.

Aus Feynman-Graphen lassen sich verschiedene physikalische Gréflen, bei-
spielsweise die Ubergangsamplitude fiir eine Streuung, bestimmen. Je nach
Quantenfeldtheorie werden bestimmte Regeln (sogenannte Feynman-Regeln)
aufgestellt, mit denen Feynman-Graphen ausgewertet und so die gesuchten
Groflen erhalten werden konnen. [§]

Zu beachten ist jedoch, dass der obige Feynman-Graph fiir eine Elektron-
Elektron-Streuung nicht die einzige Moglichkeit fiir eine solche Streuung
darstellt. Das Austauschteilchen (Photon) ist virtuell, ldsst sich also nicht
experimentell messen. Es ist demnach nur moglich den Zustand des Systems
vor und nach der Streuung zu messen. Was genau wahrend der Streuung pas-
siert ist nicht beobachtbar. Folglich muss nicht zwangslaufig nur ein einzel-
nes Photon ausgetauscht werden. Beispielsweise kénnte das virtuelle Photon
ein Elektron-Positron-Paar erzeugen, welches dann wieder zu einem Photon
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annihiliert. Es gibt unendlich viele mogliche Prozesse, die wéhrend einer sol-
chen Streuung ablaufen kénnten. Dies bedeutet, dass es zur Berechnung der
Ubergangsamplitude einer Streuung notwendig ist die Summe aller mogli-
chen Graphen zu betrachten, die diese Streuung darstellen kénnen. Dabei
wird jeder Graph mit einer Kopplungskonstante gewichtet, deren Ordnung
der Anzahl der Vertices des Graphen entspricht. Ist die Kopplungskonstan-
te kleiner als 1, so kann die Ubergangsamplitude in eine Stérungreihe in
der Kopplungskonstante entwickelt werden. Die Quantenfeldtheorie, welche
die Elektron-Elektron-Streuung beschreibt, ist die Quantenelektrodynamik
(QED). Beispielsweise ist die dortige Kopplungskonstante die Feinstruktur-
konstante, deren Wert bei nicht zu grofien Energien bei rund ﬁ liegt. [13]
Wenn z.B. ein virtuelles Elektron-Positron-Paar aus einem Photon entsteht
oder ein Elektron wéihrend der Streuung mit sich selbst wechselwirkt, so er-
gibt das eine Schleife im Feynman-Graphen:

O s

Es kann ebenso mehr als nur eine Schleife pro Graph geben. Mit der An-
zahl der Schleifen erhoht sich auch die Ordnung in der Kopplungskonstante
des Graphen. Das bedeutet, dass fiir die Berechnung von Stérungsreihen nur
Terme bis zu einer bestimmten Ordnung von Bedeutung sind. Umso genauer
das Ergebnis jedoch sein soll, desto mehr Ordnungen miissen beriicksichtigt
werden. Mit jeder weiteren Ordnung erhoht sich allerdings auch der Rechen-
aufwand deutlich. Ublicherweise liefern Schleifen némlich divergente Integra-
le. Diese miissen durch Renormierung endlich gemacht werden, was umso
aufwindiger wird, je mehr Schleifen berechnet werden miissen. [7]

Prinzipiell ist Renormierung ein Verfahren, um aus Divergenzen endliche
Ausdriicke zu gewinnen. Dafiir gibt es verschiedenste Methoden. Stets miissen
dabei jedoch zusétzliche Konstanten eingefiihrt werden. Eine Theorie ist re-
normierbar, wenn die Anzahl der einzufithrenden Konstanten endlich ist. Im
Allgemeinen entspricht die Anzahl der einzufithrenden Konstanten in einer
renormierbaren Theorie der Anzahl der freien Parameter der Theorie. Ent-
sprechend ist eine Theorie nicht renormierbar, wenn unendlich viele zusétzli-
che Konstanten eingefiihrt werden miissen, um die Divergenzen zu eliminie-
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ren. Renormierung funktioniert unter anderem deshalb, weil die auftreten-
den Divergenzen keine physikalische Realitdt wiedergeben, sondern dem zur
Beschreibung der Theorien verwendeten mathematischen Formalismus ent-
springen. [6], [7], [10]

Bei der exemplarischen Berechnung einer Dyson-Schwinger-Gleichung in 3.3
wird eine Renormierung durchgefithrt und die Bedeutung der dabei auftre-
tenden Konstante wird deutlicher werden.

3.2 Dyson-Schwinger-Gleichungen

Dyson-Schwinger-Gleichungen liefern Stérungsreihen der Feynman-Graphen.
Daraus konnen dann mithilfe von Auswertungsfunktionen (hiufig als ¢ be-
zeichnet) sogenannte Greensche Funktionen bestimmt werden. Diese charak-
terisieren die betrachtete Quantenfeldtheorie und dienen beispielsweise zur
Konstruktion von Ubergangsamplituden. [1], [9]

3.2.1 Kombinatorische Dyson-Schwinger-Gleichungen

Die in dieser Arbeit behandelten Dyson-Schwinger-Gleichungen sind allesamt
kombinatorisch. Das bedeutet, dass sie Fixpunktgleichungen im Raum der
Storungsreihen in einer Kopplungskonstante o (bezeichnet als H[[«]]) sind.
Die Berechnung einer kDSG liefert also eine im Allgemeinen unendliche Po-
tenzreihe in a. [1]

Mit Ausnahme der linearen kDSG, die im nachfolgenden Abschnitt behandelt
wird, sind die kDSGn in dieser Arbeit der folgenden Gestalt:

Xe) =T+ a"w, B (X)L [12]

Dabei sind die w,, € Q Skalare, welche die einzelnen Summanden gewichten.
In dieser Arbeit sind die einzelnen w,, stets entweder 1 oder 0. Die d,, kenn-
zeichnen verschiedene Veredelungsoperatoren. Welche Bedeutung dies hat,
wird in 3.3 bei der Berechnung einer kDSG deutlich werden.

Losungen einer kDSG sind im Allgemeinen der folgenden Form:

X(a) =14 > a™ay, a, € H .

n=1
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Abkiirzend wird jede kDSG im Folgenden nur als Dyson-Schwinger-Gleichung
(DSG) bezeichnet.

3.2.2 Lineare Dyson-Schwinger-Gleichungen

Im Allgemeinen wird zwischen linearen und nicht-linearen Dyson-Schwinger-
Gleichungen unterschieden. In diesem Unterkapitel werden lineare DSGn ein-
gefithrt. Eine nicht-lineare DSG wird in 3.3 untersucht.

Eine lineare Dyson-Schwinger-Gleichung ist der simpelste Typ einer kom-
binatorischen Dyson-Schwinger-Gleichung. Sie ist der folgenden Gestalt:

X(o) =+ aB(X(a)) .

Die einzelnen Faktoren der Storungsreihe, die sich aus der Berechnung dieser
Gleichung ergeben, sind allesamt Leiterbaume. Dies sind all jene Béaume, die
sich jeweils mittels By o By o ... o By () aus einem einzigen leeren Baum
gewinnen lassen. [1]

Die vollstandige Losung dieser Gleichung lautet somit: X (o) = > o™(B4)™(I) .
n>0

Anschaulich ist diese Reihe der folgenden Gestalt:
X(a)=I+ae +a°? +oz3§ +oz4§ + O(a?) .

Wie auch in [10] und [11] wird an dieser Stelle ein Beispiel aus der masselo-
sen Yukawa-Theorie betrachtet. Dieses wird einen Zusammenhang zwischen
den dabei verwendeten Feynman-Graphen und den Wurzelbdumen aus einer
linearen DSG aufzeigen.

In diesem Beispiel gibt es genau eine Sorte Fermionen und eine Sorte Bo-
sonen. Es werden Graphen betrachtet, die aus einer Fermionlinie und einer
beliebigen Zahl an Bosonenlinien bestehen. Genauer werden die Graphen be-
trachtet bei denen das Fermion ein oder mehrere Bosonen emittiert und diese
wieder absorbiert. Die zugehorige Kopplungskonstante wird mit g bezeich-
net. Da in diesem Beispiel nur gerade Ordnungen in g vorkommen konnen,
wird festgelegt: g2 =: a. Die Stérungsreihe in o lautet damit:

+anl N +a2ﬁ +a3ﬁ + O(at) .
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Diese Storungsreihe hat auf den ersten Blick schon gewisse Ahnlichkeiten
mit der Reihe, die sich aus der linearen DSG ergibt. Tatséchlich lasst sich
jeder Graph aus dieser Storungsreihe eindeutig einem Leiterbaum zuordnen,
indem jeder Vertex eines Wurzelbaumes eine Bosonschleife des zugeordneten
Feynman-Graphens représentiert. Dabei gehen keinerlei Informationen ver-
loren.

Beispielsweise gelten folgende Zuordnungen:

st LN ne LNy, LN

Solche Zuordnungen ermoglichen es Berechnungen fiir Feynman-Graphen in
der Hopf-Algebra von Wurzelbdumen auszufithren. Werden Béaume mit ver-
schiedenen Vertices (dekorierte Vertices, siehe 3.3) betrachtet, so lassen sich
auch kompliziertere bzw. komplexere Feynman-Graphen mithilfe solcher Zu-
ordnungen durch Wurzelbdume darstellen.

3.3 Beispielrechnung einer Dyson-Schwinger-Gleichung

In diesem Abschnitt wird ein Beispiel einer nicht-linearen DSG ausfiihrlich
berechnet und renormiert. Es wird die folgende Gleichung betrachtet:

X(a) =1+ aBP[(X ()] + a?BP[(X(a))?] .

Im Gegensatz zur in 3.2.2 betrachteten DSG, gibt es in diesem Beispiel zwei
verschiedene Veredelungsoperatoren BS:) und Bf). Sie unterscheiden sich nur

in den Vertices, die sie einem Baum hinzufiigen. So erzeugt Bsrl) (I) = e einen

Vertex, der mit einer 1 dekoriert wird. Passend dazu erzeugt Bf) (I) = 2
einen mit einer 2 dekorierten Vertex. Es gibt hier also zwei verschiedene T'y-
pen von Vertices. Fiir jeden Typ von Vertex wird eine andere Feynman-Regel
verwendet, um ihn auszuwerten. Dies ist formal der einzige Unterschied zwi-
schen diesen beiden Typen. In die Sprache von Feynman-Graphen iibersetzt,
wiirde jeder diesen beiden Vertextypen fiir eine andere Art von Sub-Feynman-
Graph stehen, der in einen anderen Graphen eingesetzt wird.

Die Dekorierungen 1 und 2 sind nicht willkiirlich gewahlt. Tatséchlich ent-

sprechen sie jeweils der Ordnung in «, die vor dem jeweiligen Veredelungs-
operator steht. Welcher Zusammenhang deshalb zwischen der Summe der
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Dekorierungen eines Baumes und seiner Ordnung in « besteht, wird bei der
Berechnung der Storungsreihe deutlich werden.

3.3.1 Berechnung der Stérungsreihe

Durch iteratives Berechnen, kann die Stérungsreihe berechnet werden. Die
so berechneten Koeffizienten bis zur 4. Ordnung in o werden im Folgenden
aufgefiihrt:

0. Ordnung: I
1. Ordnung: et

2. Ordnung: e2+23

1
3. Ordnung: 23 +3% + N + 4;:
1 2 1 1 1 !
4. Ordnung: 3:§+3.4’§1+2.4’\‘.2+6£2+6}:+4§12+2./1I{1+4o’1'}:+8§1 .

Es ist offensichtlich, dass die Dekorierung der Vertices die Ordnung in «
beriicksichtigt. Werden die Dekorierungen der einzelnen Vertices eines Bau-
mes zusammenaddiert, so ergibt sich stets die Ordnung in a zu welcher der
Baum gehort. Dies ist einsichtig, wenn beachtet wird, dass bei Anwendung
von OzB_(:) auf einen Baum sowohl ein Vertex o' hinzugefiigt, als auch die
Ordnung in o des Baumes um 1 erhéht wird. Ahnliches passiert dementspre-
chend bei Anwendung von aQBf) auf einen Baum, nur dass dabei ein Vertex
®2 hinzugefiigt und die Ordnung in o um 2 erhéht wird.

3.3.2 Spielzeug-Feynman-Regeln

Das Herzstiick des hier betrachteten Spielzeugmodells sind die Spielzeug-
Feynman-Regeln. Damit aus der ermittelten Storungsreihe eine Greensche
Funktion bestimmt werden kann, miissen die Feynman-Regeln an dieser Stel-
le definiert werden. Da in der betrachteten DSG zwei verschiedene Verede-
lungsoperatoren auftreten, werden auch zwei verschiedene Feynman-Regeln
definiert:
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[e.9]

s —Z d —Z
6, 0 BU(1) / (1) z(bsoBf)(t)::/ deal™ W), ted
0

.I'2+2
0

Die einzelnen Spielzeug-Feynman-Regeln haben strukturelle Ahnlichkeiten
mit bestimmten Feynman-Regeln aus physikalischen Quantenfeldtheorien,
was erklart wieso die gewdhlten Regeln dieser Gestalt sind. Dabei bildet
die Auswertungsfunktion ¢, : H — C[z7',2]] =: Q aus der Hopf-Algebra
der Wurzelbdaume in die C-Algebra der meromorphen Funktionen in z, die
durch ihre Laurentreihe um z = 0 dargestellt werden konnen, ab. Die ein-
zelne eckige Klammer in der Definition von 2 bedeutet, dass der Hauptteil
einer Laurentreihe aus {2 abbricht, also nur Pole endlicher Ordnung auftreten.
Die doppelte eckige Klammer bedeutet, dass der Nebenteil einer Laurentrei-
he aus 2 nicht abbricht, es also Terme unendlicher nichtnegativer Ordnung
in z geben kann ([10]). Es gilt: ,¢s(I) = 1 und ,os(t1t2) = .ds(t1).0s(t2).
z ist ein nicht physikalischer Parameter fiir dessen Realteil gelten muss:
0 < Re(z) < 1. Physikalische Losungen der betrachteten Integrale erge-
ben sich im Grenzfall z — 0. Des Weiteren ist s > 0 ein Parameter, wie er
fiir von Feynman-Graphen abhéngige Funktionen in der Quantenfeldtheorie
typisch ist. Beispielweise kénnte es sich bei s um den Impuls eines bestimm-
ten Teilchens aus einem Feynman-Graphen handeln. [2]

Um die Graphen der Stérungsreihe mithilfe der Feynman-Regeln auswerten
zu kénnen, muss zunéchst betrachtet werden, wie die dazugehorigen Integra-
le fiir den Fall ¢t =T gelost werden konnen. Alle anderen Félle lassen einfach
daraus ableiten, da sie die Integrale strukturell nur leicht verédndern.

(o)

dz x
sz(l)H:/
¢O+() T+ s

—Zz

0

[ e g @/
_o/d (x/s)+1

[e.e]

_ Yy o
=s7[|d , Substitution: (z/s) =
[l (2/5)

0
=5 “B(l—z,z2)

Dabei ist B(a,b) = FF( )Fg;) die Eulersche Betafunktion. Speziell gilt:
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™

B(1—2z2z2) = = mese(mz) .

sin(mz)

Abkiirzend wird die folgende Bezeichnung eingefiihrt: F'(z) := B(1 — z, 2) .

Auch das zweite Integral liefert eine Losung, in der die Beta-Funktion auf-
tritt:

T de 17
26,0 BY(I) = / >
0

2+ s

1 —Z —Z
= - / daz( * — + < —), Partialbruchzerlegung
r+1s T —18

= S (i) + (~is) )F(2)

Damit lassen sich die einzelnen Graphen mit den Feynman-Regeln auswerten:
1. Ordnung: .o,(®) = s *F(2)
2. Ordnung: -6,(#) = 3 (is) " + (~is) *)F(2)
0u(Q) = 5 EP(:)F(22)
3. Ordmung: .0,(8) = ((is") " + (is?) ") F(2) F(22)
6o &) = 5= F2()F(32)
00 8) = (i) + (i) ) F(2)F(22)

0u(§) = 5P FR)F(32)
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4. Ordnung: .,(8) = 17 + (=) ) (i) + (—is) *)F(2) F(22)
0 = (15°)7 + (—is") ) FH () F(32)
D) = 5 (i) + (—is) ) F(2)F (32)
6.(§) = JGS2) % 4 i52) ) F () F(22) F(32)
() = 5657 + (—is) ) F()F(22) F(32)
0 §) = 567 + (i) F () PR F(32)
0y = sTE P F22)F(42)
oK) = 5P EFE)F (1)

Z¢s<§:> = () F(22) F(32) F(42)

3.3.3 Renormierung des Spielzeugmodells

Das Auftreten der Eulerschen Beta-Funktion in obigen Ergebnissen ist zu-
néchst problematisch, wenn der Grenzwert z — 0 betrachtet werden soll.
SchlieBlich divergiert F'(z) in diesem Fall. Um dennoch Informationen aus
der DSG gewinnen zu kénnen, miissen die obigen Ergebnisse renormiert wer-
den. Dabei handelt es sich um die Renormierung des Spielzeugmodells, da
dafiir die renormierten Feynman-Regeln gefunden werden miissen.
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Der erste Schritt zur renormierten DSG ist die Entwicklung der einzelnen
aus den Badumen gewonnenen Funktionen in eine Laurentreihe. Dabei hat
F(z) einen Pol 1. Ordnung bei z = 0 und somit haben alle obigen Ergebnisse
Pole endlicher Ordnung an dieser Stelle. Da ein Wurzelbaum per Definition
endlich viele Vertices besitzt, kann es bei der Auswertung eines Baumes auf-
grund der hier gewahlten Spielzeug-Feynman-Regeln auch nur Pole endlicher
Ordnung geben.

Somit lassen sich die einzelnen Ergebnisse in eine Laurentreihe entwickeln.
Dafiir werden F(z) und s % in Reihen um z = 0 entwickelt und anschlie-
Bend multipliziert. Fiir diese beiden Funktionen ergeben sich die folgenden
Entwicklungen:

1 1 1
s =1-2zIn(s) + 522 In?(s) — gz?’ In®(s) + ﬂz‘l In*(s) + O(z°)

1 w2z  Tnz8
Fiz)=-+22
(&) =2+% * 3600

+0(2%) .

Um Terme wie zum Beispiel (is)™* zu entwickeln, miissen in den obigen Ent-
wicklungen einfach Ersetzungen wie s — is durchgefiihrt werden. Dabei gilt:
In(+is) = In(s) £ 47 .

Als Beispiele fiir derartige Reihenentwicklungen werden die folgenden be-
trachtet:

6,(#) = 2~ In(s) + O
1 In(s) 1 41x% 3 3

20s(&N) = 35 ( = + 51112(3)) — (5 In®(s) + ;l—iWZ In(s)) + O(2) .

22 z

Wie erwartet, sind die Entwicklungen umso rechenaufwindiger, je mehr Ver-
tices der ausgewertete Baum besitzt.

Im ersten Beispiel lasst sich der divergente Term entfernen, indem neben
.¢0s(®) auch ,¢,(®) betrachtet wird und der eine von dem anderen Term
abgezogen wird. Anschaulich lésst sich dies so vorstellen als wiirde eine phy-
sikalische Grofle A(s) := ,¢,(t) an einer Stelle s = u gemessen und durch die
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Subtraktion alle beziiglich s konstanten Terme entfernt. [6]

Fiir dieses Beispiel wire die renormierte Feynman-Regel demnach:

2OrR(®) == .p(®) — .o, (®) = ln(%) + O(2).

Dieses Vorgehen ist fiir das zweite Beispiel so jedoch nicht praktikabel. Zwar
wiirde bei der Subtraktion von ¢, (¢X,) der Term mit dem Pol der héchsten
Ordnung verschwinden, aber dennoch wiirden die Terme mit Polen niedri-
gerer Ordnung iiberleben, da sie abhéngig von s sind. Dieses Problem tritt
fiir alle Baume auf, die mehr als nur einen Vertex haben. Folglich muss ein
anderes Renormierungsschema gefunden werden bzw. ein Schema dessen Spe-
zialfall fiir Baume mit nur einem Vertex eben genau die obige renormierte
Feynman-Regel liefert.

Das gesuchte Renormierungsschema wird erhalten, indem die urspriinglichen
Feynman-Regeln durch eine sogenannte Algebraische Birkhoff-Zerlegung (sie-
he z.B. [2] oder [5]) gewissermaflen in zwei einzelne Regeln zerlegt werden,
die durch das Faltungsprodukt verkniipft werden:

z(bs = z(ﬁf*_l *z(bJr : [2]
Dabei ist ,¢_*"! das Inverse zu .¢_ beziiglich des Faltungsproduktes.

Weiterhin muss fiir diese Zerlegung die Algebra 2 in eine direkte Summe

zerlegt werden: Q = Q, ® Q_, mit Q, := C|[[z]] und Q_ := C[z71] . [5]
Dann gilt:

Z¢+:H—>Q+ und Z¢,H—>Q,[2]

Offensichtlich kann ,¢, als renormierte Feynman-Regel verwendet werden,
da es nur auf Reihen abbildet, die polfrei sind. Unter Verwendung dieser
Feynman-Regel treten also keine Divergenzen mehr auf.

0 =: Z wird als Gegenterm (engl.: Counterterm) bezeichnet und ergibt
sich als: Z = ,¢,, 0 .S mit der Antipode S. [2]

Somit ergibt sich letztendlich fiir die renormierten Feynman-Regeln:

z(z)R = z¢+ = (Z¢u o S) *z(bs
= m[(z¢u © S) ® Z¢S]A :
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Zu priifen bleibt, ob diese Regeln als Spezialfall auch die bereits gefundene
Regel ,or(®1) := ,ps( @) — b, () beinhalten.

Dies lasst sich durch Nachrechnen leicht bestéatigen:

m[(:0u © 5) ® 5] A1) = m[(:0u 0 5) © .45 (e @L+1® )
= m[z¢u<_ .1) ® z(bs(]l) + z¢u(]1) ® z(bs(.‘)]
= z¢s('1) - z¢u(.1) :

Der fiir o' gefundene Spezialfall ist also in den ermittelten renormierten
Feynman-Regeln enthalten.

Bei Anwendung der renormierten Feynman-Regeln ist der Grenzwert z — 0

unproblematisch und so kénnen alle Graphen der Stérungsreihe ausgewertet

werden. Mit hH(l) 2:Pr = 0¢r =: 0¢ und L := In(%) ergibt sich fiir die einzelnen
z—

Graphen:

1. Ordnung: (') = L

2. Ordnung: (¢(e2) = L 0d($) = %LQ
3. Ordnung: o¢(3) = %LQ 00(&R) = %(L?’ + m2L)
N NoLloos o o
00($) = 5L o0($1) = £(L7 +77L)
4. Ordnung: ¢¢(3)) = %IP 00( &R = %(L?’ + 72L)



(M) = L0 421 oo R ) = (1 4 4712)

oo(§) = (ot arr).

Im Allgemeinen ist es so, dass die einzelnen Bdume alle Ordnungen in L
liefern, die kleiner oder gleich der Anzahl ihrer Vertices sind. Bei obigen
Graphen féllt jedoch auf, dass teilweise einige Ordnungen in L verschwinden.
So gibt es z.B. unter den obigen Bédumen keinen einzigen Baum mit drei Ver-
tices, der einen Term o< L? liefert. Dies liegt an den speziellen, hier gew#hlten
Spielzeug-Feynman-Regeln.

Insgesamt ergibt sich somit fiir die renormierte Dyson-Schwinger-Gleichung:
5
00(X(a)) =1+ aL+a*(L*+ L)+ o*(L* + 5L2 + 72L)

1 1
+ ot (L + §3L3 + (372 + g)L2 + gWQL) +0(a”) .

3.4 System von Dyson-Schwinger-Gleichungen

Nachdem im vorherigen Unterkapitel untersucht wurde wie Dyson-Schwinger-
Gleichungen berechnet und renormiert werden kénnen, wird in diesem Ab-
schnitt ein System von DSGn betrachtet. Dabei handelt es sich um das fol-
gende System, welches [12] entnommen wurde:

Xy (@) = T+ a[B%(X3X;) + BY(X2)]
Xo(a) = I+ aBS (X2)

Xa(a) =1+ aB(X3) .

Die in diesen Storungsreihen vorkommenden Baume sind Elemente der Hopf-
Algebra der mit a, b, c oder d dekorierten Baume, die mit Hp bezeichnet wird.

1]

Als Spielzeug-Feynman-Regeln werden gewissermafien die gleichen Regeln
verwendet wie in 3.3.2:
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% 1
dox =%

z(bx(t); z¢soB-(f)(t) :/mz¢x(t)
0

—z

o [ d
z(bs OB-(i-)(t) ::/
0

xx
T +s
Um das Problem moglichst einfach zu halten, wird aulerdem gewahlt:
z¢s © BSFC) =2 Z¢s o Bgra)

Die Feynman-Regel fiir Bi ist hingegen unbekannt, weshalb eine andere
Moglichkeit fiir die Auswertung von X3 gefunden werden muss.

3.4.1 Berechnung der Storungsreihen

Die einzelnen Gleichungen werden bis zur 3. Ordnung in « berechnet.

Die Storungsreihen von X, () und X3(«) lassen sich durch iteratives Einset-
zen berechnen:

Xo(a) =1+ aay + a3 + o’ajy + O(a?)
=T+ e +2a" 3 + a3(4Ec + &) + Oa?)

X3(a) =1+ aaj + o?a2 + o’aj + O(a?)
d
—T+oe+2a2 i+ a3(4§g + &)+ 00
Dabei ist ag der zur j. Ordnung gehorende Koeffizient der i. Gleichung.

Die Berechnung von X («) gestaltet sich etwas schwieriger. Zunéchst werden
das Produkt aus X; und X3, sowie (X3)? bis zur 2. Ordnung betrachtet:

X3 X1 =1+ afa; + a3) + o*(af + a3 + azay) + O(a?)
(X2)? = 1+ 20ay + o?(2a3 + (ay)?) + O(a?) .
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Damit konnen die einzelnen Koeffizienten iterativ berechnet werden:

a; = BY(I) + BL(I)

— @3 | @b

ai = Bl (aj + aj) + B} (2a3)
=+ 8+ 5+28

a} = BY(ai + a3 + ajay) + B (203 + (a3)*)
a a a a a b
— E:Jr £:+ E:+2§b+2§3+ &+ Abad+4£§+./c'\".c :

3.4.2 Renormiertes System

Die Auswertung von Xs(«) ist ohne weitere Betrachtungen moglich. Dabei
wird wie in 3.3 vorgegangen. Es ergibt sich:

00(Xa()) = &5 + acy + a’c; + a’cy + O(a?)
=1+ 2oL +40’L? + o*(8L3 + 87%L) + O(a*),
mit ¢ 1= oo(al) .

Fiir die Auswertung der beiden anderen DSGn sind allerdings einige Vorbe-
trachtungen notwendig:

Laut [14] bilden die Koeffizienten a,, einer DSG der Form, wie sie in 3.2.1
gegeben ist, eine Sub-Hopf-Algebra. Eine Sub-Hopf-Algebra ist ein Unterraum
einer Hopf-Algebra, der eine Hopf-Algebra-Struktur aufweist und insbesonde-
re unter Produkt, Koprodukt und Antipode abgeschlossen ist. Ist also J eine
Sub-Hopf-Algebra von Hp, so muss fiir das Koprodukt gelten: A(J) C J®J.

2]

Demnach miissen die Koeffizienten von X, und X3 jeweils eine Sub-Hopf-
Algebra von Hp bilden. (siehe auch [1])

Im Gegensatz dazu bilden die Koeffizienten von X; keine Sub-Hopf-Algebral!
Dies ldsst sich bereits beim zweiten Koeffizienten a? beim reduzierten Ko-
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produkt sehen:

AN(a?) = (e + o+ o) ® 0+ 28R @
=(a] +a3) ® e +2a5 @ e .
Offensichtlich ist es so, dass die Koeffizienten von X; alleine keine Sub-Hopf-
Algebra bilden konnten. Es werden in jedem Fall auch die Koeffizienten von
X5 und X3 benotigt. Da jedoch ea und ev als einzelne Koeffizienten weder in

X1, X5, noch in X3 vorkommen, kéonnen die Koeffizienten dieser drei Glei-
chungen zusammen keine Sub-Hopf-Algebra bilden.

Das Problem kann behoben werden, indem dem System eine zusétzliche Sym-
metrie gegeben wird: X3X; =(X3)? . [12]

In diesem Fall vereinfacht sich X; zu X;(a) = I+ a(B% + B%)((X2)?) und
mit A(By(t)) = BL(t) @ [ + (id ® B;)A(t) ldsst sich zeigen, dass somit die
Koeffizienten aus X; und X5 gemeinsam eine Sub-Hopf-Algebra von Hp bil-
den. Dabei ist 37_, abal ™" der Koeffizient aus (X)? zur j. Ordnung in a. [1]

Beweis:

Sei €(a}) die Menge der zuldssigen Schnitte eines Koeffizienten a} von X,
mit Elementen ¢,. Dann sind P (a}) und R (aj}) ebenfalls Koeffizienten
von Xj, da die Koeffizienten von X, eine Sub-Hopf-Algebra bilden. Folg-
lich miissen alle 77, P“ (ab)Pe-t(al™") Koeffizienten aus (X5)? und alle
(B + BY) S1_ (Rt (ab) R (a3 ")) Koeffizienten aus X, sein.
Laut [11] gilt:

Aagay ') = > P(ag) P~ (ay ') ® R (ay) R (a} ')

c1€€(ab), Cj,l€€(aj2.7l)

Wird dariiber die Summe Y77_, genommen und (id ® (B% + B%)) darauf
angewendet, so ergibt sich:

J . . .
(id ® (B + Bi))A(g ) ) = Ala]") —a" @1

daVj>0:a* = (B2 + B%)(X 1, aha™!) .
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Mit Zuhilfenahme der Symmetrie X3X; = (X5)? lassen sich auch X; und
X3 auswerten. Fiir die Auswertung von X; wird ausgenutzt, dass in diesem
Fall Xi(a) =1+ a(B%+ BY)((X2)?) gilt.

Es ergibt sich:

a b
Xi(o) =I+a(e+ o) +22%( L+ ) +oz3(4£c+4§§+ &t &) +0(a)
und somit:

00(X1) = + acy + o’ + o’} + O(a)
=1+ 2aL +4a’L* + o*(8L* + 57°L) + O(a?) .

Wird X3X; = (X3)? in den einzelnen Ordnungen in « betrachtet, so ergeben
sich Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten aus Xj:

1.0rdnung: c; = 2c} — ¢l

=2L
2.0rdnung: 2 =22 + (c})? — cleb — &2
=47

. 3 _0o3 12 12 21 3
3.0rdnung: c; = 2¢, + 2cy¢; — ¢jc5 — cicz — ¢}

=8L% + 117%L

Damit ist das gesamte DSG-System bis zur 3.0rdnung in o gelost.

3.5 Renormierungsgruppen-Gleichung

In diesem Unterkapitel wird fiir die Gleichungen des in 3.4 gelosten DSG-
Systems eine Renormierungsgruppen-Gleichung gesucht. Fiir die Renormie-
rung des Spielzeugmodells musste die zusétzliche Konstante u eingefiihrt wer-
den. Dabei war u vollkommen beliebig. Die Ergebnisse, die das Spielzeugmo-
dell liefert, sollten also unabhéngig von der Wahl von w sein. Ein anderes u
fithrt jedoch zu einem anderen L. Dies wird durch Modifikation von « korri-
giert. Eine Theorie, wie das hier gewéhlte Spielzeugmodell, wird also durch
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eine Aquivalenzklasse von Paaren (a, L) parametrisiert, wobei die Parameter
u und L in gewisser Weise voneinander abhéngig sind. In der Praxis ist es
irrelevant welches Paar aus dieser Aquivalenzklasse gewihlt wird. Die Menge
dieser Paare bildet gemeinsam mit einer Abbildung, die ein Paar auf ein an-
deres Paar aus dieser Aquivalenzklasse abbildet, eine algebraische Struktur,
die als Renormierungsgruppe bezeichnet wird. Diese ist mathematisch eigent-

lich nur eine sogenannte Halbgruppe, also eine Gruppe ohne inverse Elemente.
[6]

Eine Renormierungsgruppen-Gleichung ist eine Differentialgleichung, welche
die partiellen Ableitungen einer Greenschen Funktion nach den Parametern
L und « zueinander in Beziehung setzt. Damit beschreibt sie gewissermaflen
auch eine Beziehung zwischen den beiden Parametern. [9]

Eine Greensche Funktion kann demmnach sowohl aus einer DSG, als auch
aus der zugehorigen RGG bestimmt werden, indem diese partielle Differen-
tialgleichung gelost wird.

3.5.1 Herleitung

Fiir die Herleitung der gesuchten Renormierungsgruppen-Gleichung werden
einige Vorbetrachtungen benotigt:

Gi(a, L) = ogp(X;) fiir i = 1,2, 3 ist eine Greensche Funktion.

v = 0y 0 g¢ mit Jy := heifit anormale Dimension. (2]

ot |
OL | L=0

Laut [2] gilt auBerdem:

> Ln,y*n
0¢ = Z | = eXp*(L ’ ’Y) )
n=1 :

n

wobei es sich um die Exponentialfunktion beziiglich des Faltungsproduktes

handelt.

Fiir die Ableitung nach L ergibt sich demnach:

Sexp, (L) =yxrexp,(L-7)=7%0d .[2]
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Fiir das Produkt zweier Stérungsreihen aus Wurzelbdumen unter ~ gilt:
V(XiX;) = 7(Xo)e(X;) + e(Xi)y(X;)

Beweis:

’V(Xin) = 80(0¢(Xi) : 0¢(Xj))
= (aLGi)O¢(Xj)|L:0 + 0¢(Xi)(aLGj)|L:o
=7(X:) -1+ 1-79(X;)
= 7(Xi)e(X;) + e(Xi)v(X;)

Insbesondere gilt:

(X)) =ny(X)

Dies lasst sich mit vollstdndiger Induktion zeigen:
Beweis

Induktionsanfang: n =1 : klar!
Induktionsvoraussetzung: v(X") = ny(X)

Induktionsbehauptung: ~(X"*) = (n + 1)7(X)

Y(X™) = 2(XM)e(X) + e
= ny(X) +v(X)
= (n+1)y(X)

(X")9(X)

O

Auflerdem wird ein Ausdruck fiir das Koprodukt der Storungsreihen benotigt.
Laut [15] gilt fiir alle i = 1,2, 3:

A(X) = Y (Xi(a)™ ® aran

n=0
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Damit kann die Renormierungsgruppen-Gleichung dhnlich wie in [2] herge-
leitet werden:

0 0
S Gila, 1) = 5 (06Xi()
= fespu(L))(X;(a)
= (y*00)(Xi())

=mo (7 ®o¢) o A(X;(a))

=m> (X @ a"og(al)]

=m[)_(n+ 1)7(X;) ® a"od(a}’)]

n=0

Zv @ (o + a”og(al)]

= 'y(Xi)(a% + 1)Gi(a, L) .

Somit wurde die gesuchte Renormierungsgruppen-Gleichung gefunden:

2Gi(o, L) = (X)) (e +1)Gi(a, L) .

3.5.2 Uberpriifung des DSG-Systems

Abschlielend wird die gefundene Renormierungsgruppen-Gleichung fiir die
einzelnen DSGn des Systems iiberpriift.

zu Xi:

%Gl(a L) = 2a + 8a’L + o*(24L% + 57°) + O(a*)

’Y(X1)(Oéa% +1)Gi(a, L) = 2a+ 5m2a’ 4+ O(a4))(1 +4al + 120° L% + O(a3))
= 20 + 8L + o (24L* + 57%) 4+ O(a?)
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zu Xo:

%Gg(a, L) = 2a + 8a’L + o*(24L% + 87%) + O(a*)

V(XQ)(oza% +1)Gy(a, L) = (2a + 87%a® + O(ah)) (1 + 4aL + 120 L* + O(a?))
= 20 + 8L + o (24L* + 87%) + O(a?)

zu Xj:

%Gg(@, L) =2a + 8a’L + o®(24L% + 117%) 4+ O(a?)
0
7(X3)(O4£ +1)Gs(a, L) = 2o + 117%0° + O(a*)) (1 + 4oL + 1202 L? 4+ O(a?))
=20+ 8a’L + a*(24L* + 117%) + O(a*)

Wie erwartet, erfiillen alle drei DSGn diese RGG in den betrachteten Ord-
nungen.

41



4 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden zunéchst die mathematischen Begriffe Hopf-Algebra
und Hopf-Algebra von Wurzelbdumen eingefiihrt, nachdem die dafiir not-
wendigen Grundlagen wiederholt bzw. neu eingefithrt wurden. Anschlieend
wurde ein Spielzeugmodell fiir eine Quantenfeldtheorie untersucht. Im Zuge
dessen wurden kombinatorische Dyson-Schwinger-Gleichungen beschrieben.
Ein Beispiel einer solchen Gleichung wurde ausfiihrlich vorgerechnet. Da-
bei wurden Spielzeug-Feynman-Regeln festgelegt und spéter die zugehorigen
renormierten Feynman-Regeln gefunden. Somit wurde das Spielzeugmodell
renormiert. Die Betrachtungen aus dieser Beispielrechnung wurden anschlie-
Bend fiir die Untersuchung eines Systems von Dyson-Schwinger-Gleichungen
genutzt. Dabei musste eine bestimmte Symmetrie des Systems angenommen
werden, um eine Sub-Hopf-Algebra aller Koeffizienten der DSGn des Systems
zu erhalten. Obwohl eine Feynman-Regel dabei von vornherein unbekannt
war, konnte die betroffene Gleichung dennoch mithilfe dieser Symmetriean-
nahme ausgewertet werden. Die Herleitung und Priifung einer Renormierungs-
gruppen-Gleichung fiir das betrachtete System bildeten den Abschluss dieser
Arbeit.
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