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Zusammenfassung

In der theoretischen Elementarteilchenphysik ist es notwendig Feynmanintegrale zu be-
rechnen, um Vorhersagen zu aktuellen Beschleunigerexperimenten erstellen zu kénnen.
Im Rahmen dieser Arbeit wird die IBP-Reduktion ganzer Klassen von Feynmanin-
tegralen auf wenige Masterintegrale und deren Berechnung mittels der Differentialglei-
chungsmethode an ausfiihrlichen Beispielen vorgestellt.
Weiterhin wird gezeigt, dass die Masterintegrale der sunrise-Topologie in der Inhomoge-
nitit der Differentialgleichung des Masterintegrals der 5-Nenner 2-Schleifen Topologie
auftreten und somit fiir die Berechnung eines weiteren massiven 2-Schleifen Beitrages zur
Zweipunktfunktion relevant sind.
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Kapitel 1

Motivation

Diese Bachelorarbeit beschéftigt sich mit der Berechnung von Feynmanintegralen. Diese
treten im Rahmen einer storungstheoretischen Betrachtung von Quantenfeldtheorien als
Beitrége zu Streuamplituden auf. Die Berechnung dieser Streuamplituden bildet die Grund-
lage fiir die theoretische Vorhersage experimentell zugéanglicher Wirkungsquerschnitte, die
bei Streuprozessen hochenergetischer Elemtarteilchen gemessen werden. Dabei stellen die
zunehmenden Genauigkeiten der experimentellen Test des Standardmodells, wie sie z.B.
am LHC erreicht werden, neue Anforderungen an Exaktheit der theoretischen Vorhersage.
Dies fithrt dazu, dass eine Vielzahl von Feynmanintegralen, deren Berechnung ein hohes
Mafl an mathematischer Komplexitéat erreicht, ausgewertet miissen. In diesem Zusam-
menhang ist es erforderlich, dass bestehende mathematische Methoden stetig verbessert
und neue Methoden entwickelt werden, um eine erfolgreiche Auswertung gewéhrleisten zu
koénnen.

Vor Kurzem erforderte die Berechnung der Masterintegrale der massiven 2-Schleifen

3-Nenner sunrise-Topologie (siehe z.B. |4-6,/13,32,39,43|) erstmalig eine Erweiterung,
der bereits in der Berechnung von Feynmanintegralen etablierten Verallgemeinerungen
klassischer Polylogarithmen [2,|18}19,21},33,44], auf den elliptischen Fall |10] [5}6].
Es ist bereits bekannt, dass die in [6] gefundene Losung der sunrise-Masterintegrale durch
elliptische Polylogarithmen fir die Auswertung der Differentialgleichung des Masterinte-
grals der massiven 2-Schleifen 4-Nenner Topologie [12] als Beitrag zur Zweipunktfunktion
relevant ist.

Daraus ergibt sich die Fragestellung, ob dies auch fiir andere Masterintegrale der
Fall sein wird. Ist dem so, kann es als klares Indiz fiir die Notwendigkeit einer tiefer
gehenden Erforschung der Anwendung elliptischer Polylogarithmen in der Berechnung
von Feynmanintegralen aufgefasst werden.

Ausgehend von dieser Fragestellung ergeben sind die zwei Hauptziele dieser Bachelorarbeit:

e Ziel 1. Vorstellung der integration-by-parts-Reduktion [14] ganzer Klassen von
Feynmanintegralen auf wenige Masterintegrale sowie deren Losung mit Hilfe der
Differentialgleichungensmethode [28,|45]

e Ziel 2. Beantwortung der Frage: Treten die Masterintegrale der massiven
sunrise-Topologie als Beitrage zur Zweipunktfunktion in der Differentialgleichung
des Masterintegrals der massiven 2-Schleifen 5-Nenner Topologie auf?



Das erste Ziel soll dabei iiber die ausfiihrliche Betrachtung von Beispielrechnungen, an
denen die Grundstruktur verdeutlicht wird, erreicht werden.
Die verwendete Methode fiir das computergestiitzte Erstellen der Differentialgleichung,
welche zum erreichen des zweiten Ziels notwendig ist, wird, um einen minimalen Kon-
sistenzcheck zu gewahrleisten, durch die Erzeugung und den Vergleich mit zwei aus der
Literatur bekannten Differentialgleichungen [12,/13] getestet.



Kapitel 2

Grundbegriffe und Grundtechniken
zum Umgang mit Feynmangraphen

Im Rahmen einer stoérungstheoretischen Betrachtung, d.h. einer Entwicklung in der als
klein angenommenen Kopplungskonstanten der Felder, werden Feynmandiagramme sowohl
als Grundlage der Veranschaulichung als auch der Rechnung herangezogen.
Eine haufige Anwendung dieser storungstheoretischen Entwicklung ist die Berechnung des
Wirkungsquerschnittes o bei hochenergetischen Streuprozessen von Teilchen, wie sie in
Beschleunigern realisiert werden.

Dabei lésst sich zeigen, dass der Wirkungsquerschnitt proportional zum Betragsquadrat
der Ubergangswahrscheinlichkeit P ist, welche sich wiederum als Summe aller mdglichen
Feynmangraphen darstellen lasst. Es gilt also

o(in — out) o |P(in — out)’2 x | Z mogl. Feynmamgraphen|2

Wobei ein Feynmangraph eine diagrammatische Darstellung des Prozesses, welcher
mit Hilfe der sogenannten Feynmanregeln in Formeln zur Berechnung der Ubergangswahr-
scheinlichkeit “libersetzt” werden kann, bezeichnet.

2.1 Grundbegriffe

Die Grundlage eines Vergleiches des Experimentes mit der Theorie ist die Kenntnis tiber die
Anzahl und Art, der vor der Wechselwirkung einlaufenden und anschlielend auslaufenden
Teilchen. Im Rahmen der Feynmangraphen sieht z.B. ein 2 — 2-Streuprozess schematisch
wie folgt aus.

m out

m out
Hierbei werden die ein- und auslaufenden Teilchen als Beine (legs) bzw. externe Impulse
bezeichnet. Diese sind durch den zu betrachtenden Prozess festgelegt und experimentell
bestimmbar.
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Die Wechselwirkung (WW) der Theorie wird durch verbinden der externen Beine gra-
phisch beschrieben, wobei die Art und Anzahl der moglichen Verbindungen durch die
angenommene WW-Theorie und die damit verbundene Kopplung sowie die Ordnung der
Storungstheorie vorgeben ist.

In niedrigster Ordnung erhélt man fiir einen 2 — 2-Streuprozess z.B. ein zu

m out
Vertex / Vertex
mn out

ahnliches Diagramm. Hierbei werden die Punkte in denen sich Linien treffen, d.h.
die Felder koppeln, als Vertizes bezeichnet. Die Vertizes sind somit proportional zur
Kopplungskonstanten und bei gleicher Art und Anzahl der Teilchen bedeuten Graphen mit
mehr Vertizes folglich eine hohere Ordnung in der stérungstheoretischen Entwicklung des
Prozesses. In jedem Vertex gilt eine Erhaltung der 4er-Impulse, sodass in dem schematisch
dargestellten Prozess der Impuls ¢ des Austauschteilchens vollsténdig als Summe der ein-
bzw. auslaufenden Impulse bestimmt ist. Diagramme dieser Art werden als Baumgraphen
und die Ordnung der Stérungstheorie als Baumgraphenniveau (tree-level) bezeichnet.
Der dargestellte 2 — 2-Graph entspricht z.B. einer Baumgraphennaherung des Prozesses
ete™ — eTe™, wobei die geschwungene Linie ein Photon darstellt, welches iiber die Ladung
an die ein- bzw. auslaufenden Fermionen koppelt.

In héheren Ordnungen der Stérungstheorie sind die Impulse der Austauschteilchen
nicht mehr vollstandig durch die externen Impulse bestimmbar. Betrachtet man z.B.
Graphen der Art

mn out

m k- g out

so ist der Impuls & nicht durch die Impulserhaltung festgelegt. In einem solchen Fall
bezeichnet man den freien Impuls & als Schleifenimpuls (loop-Impuls). Uber unbestimmte
Schleifenimpulse wird integriert, wohinter die physikalische Aussage steht, dass diese jeden
Wert annehmen kénnen.
Diagramme, die Schleifenimpulse beinhalten, bezeichnet man als Schleifendiagramme.
Enthélt ein Diagramm n Schleifenimpulse, so spricht man von einem n-Schleifendiagramm.

Jedes Feld besitzt im Detail verschieden aussehende Feynmanregeln, welche sich im
Rahmen der Quantisierung herleiten lassen. Die Grundbausteine sind in allen Feldern
allerdings sehr dhnlich, sodass man sie fiir eine Betrachtung im Impulsraum wie folgt
zusammenfassen konnte.
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TV11/2...

« — pp2- :
k? —m? + ie
heifit Propagator und beschreibt die Propagation des Teilchens

° >°—: heifit Vertex und ist proportional zur Kopplung der Felder

e an Vertizes gilt Impulserhaltung
° / d*k iiber Schleifenimpulse wird integriert

Man erkennt, dass fiir Diagramme jenseits des Baumgraphenniveaus Impulsintegrale
auftreten werden. Diese haben im Allgemeinen eine Tensorstruktur, da die zu Grun-
de liegenden Felder Tensorfelder sind. Diese Integrale sind in den meisten Féllen nicht
elementar losbar und erfordern fortgeschrittene Losungsmethoden, sind aber unerléss-
lich fiir eine exakte theoretische Vorhersage von Ubergangswahrscheinlichkeiten bzw.
Wirkungsquerschnitten.

2.2 Grundtechniken fiir skalare Feynmanintegrale

Im Rahmen dieser Arbeit werden skalare 2-Schleifen Feynmandiagramme untersucht. Diese
stammen nicht direkt aus der Berechnung eines konkret zu grundeliegenden Streuprozesses,
da es im Standardmodell der Elementarteilchen nur ein skalares Teilchen, das Higgs-Boson,
gibt.
Allerdings lassen sich die Tensorintegrale, die in jedem anderen Streuprozess in hoherer
Ordnung auftreten, mit Hilfe von geeigneten Reduktionsmethoden auf skalare Integrale
tiberfiihren. Eine systematische Reduktion von Ein-Schleifen-Tensorintegralen wurde
erstmals 1979 von Passarino und Veltman im Rahmen der Untersuchung des Streuprozesses
ete” — ptu ausgearbeitet [41]. Auch fiir Mehr-Schleifen-Integralen ist eine Reduktion
moglich [955,56], sodass sich die Auswertung des urspriinglichen Feynmangraphen auf
die Berechnung zugehoriger skalarer Mehr-Schleifen Integrale reduziert.
Dabher ist die Kenntnis der Losung von skalaren Feynmanintegralen ein notwendiger Schritt
hin zu der theoretischen Vorhersage realer Streuprozesse und deren Wirkungsquerschnitte.
Bevor die eigentlichen Integrale, um die es in dieser Arbeit gehen wird, vorgestellt
werden, ist es notwendig, dass einige Grundtechniken im generellen Umgang mit skalaren
Feynmanintegralen betrachtet werden. Da diese schnell fiir eine nicht computerbasierte
Auswertung zu komplex werden, sollen sie an nachvollziehbaren und vereinfachten Bei-
spielen verdeutlicht werden und die Grundlage fiir das Verstandnis der Ergebnisse und
deren Berechnung liefern.

2.2.1 Wick-Rotation

Schon bei der Betrachtung des einfachen Falles eines skalaren, masselosen 1-Schleifen
Integrals Glg.: (2.2.1)) treten Schwierigkeiten auf.
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k1
:/(27)4—1#(—1{)2 (2.2.1)

Die erste liegt darin, dass die Impulse in Minkowskimetrik vorliegen, d.h. k* € R%3,
Somit ist eine Integration in z.B. 4d-Kugelkoordinaten nicht intuitiv klar. Es zeigt sich
allerdings, dass eine Integraltransformation in den euklidischen R* moglich ist, die soge-
nannte Wick-Rotation.

Im ]CO

4

Abbildung 2.1: Darstellung der Integrationskontur fiir die kg-Integration nach durchgefiihrter
Wick-Rotation. Entnommen aus [59).

Hierbei betrachtet man die in Abb. eingezeichnete Integrationskontur innerhalb
der komplexen ky-Ebene, wobei die eingezeichneten Kreise entlang der reellen Achse die
im Propagator eingefithrten ie-Pole ausschlieen. Da die ie-Pole die einzigen Polstellen der
in Feynmanintegralen zu integrierenden meromorphen Funktionen f (k) sind, gilt nach
dem Residuensatz

74 Ao f (o) = 0,

wenn entlang der eingezeichneten Kontur integriert wird. Es kann weiterhin gezeigt werden,
dass die Beitrdge der Viertelkreise ober- und unterhalb der reellen Achse im Unendlichen
verschwinden, sodass man die Relation

7dk:0 Flhko) = — ‘_/ioodko F(ko) (2.2.2)
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erhalt. Durch die Substitution

k’o :ZKU
k?j:Kj, furj:{1,2,3}

erhdlt man das Skalarprodukt
K=k — ki =—Kj— K{ — Kj — K; = —K*

wobei K2 nun dem “gewéhnlichen” Skalarprodukt im R?* entspricht und wir als Konsequenz
das Maf} gemafl

d*k = idKod’k = id*'K

andern. Somit wird Glg. (2.2.2)) zu

/dkof(ko):— / dk‘of(k?o)zi/dKof(KO)a

—00 100 —00

d.h. wir kénnen uns eine rein imaginidre Komponente K, denken, deren physikalische
Bedeutung nicht mehr selbstverstandlich ist, die aber zu Skalarprodukten in euklidischer
Metrik fiihrt und die ¢e-Pole im Propagator unnotig macht.

Im Rahmen dieser Arbeit werden Impulse, wenn sie in euklidischer Metrik mit Grof-
buchstaben (z.B. K) und wenn sie Minkowskimetrik vorliegen, mit kleinen Buchstaben
(z.B. k) bezeichnet.

Das Feynmanintegral Glg. kann mit Hilfe der Wick-Rotation (W.R.) zumindest
auf eine trivial integrierbare Form Glg.

k
I [ A% 1 we d'K 1
YT p=0 ) ekt T 2o Re
—k
KK. ZdKEdQ —ZK3 dKg L
| (4n)?2Kg
0
(o log(KE)|;O”) (2.2.3)

gebracht werden, wobei zur Auswertung 4d-Kugelkoordinaten (K.K.) verwendet wurden.
An diesem Punkt wird die zweite grole Schwierigkeit offensichtlich. Es ist zwar
gelungen das Integral auf eine trivial integrierbare Form Glg. (2.2.3) zuriickzufiihren,

7
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welches allerdings nicht ausgefiihrt werden kann, da es sowohl fiir K — 0 als auch fir
Kg — oo logarithmisch divergiert.

Diese Divergenzen resultieren nicht aus der Wick-Rotation, sondern sind durch diese
nur einfacher ersichtlich geworden. Sie werden bei der Auswertung von Feynmangraphen
auftreten und sind nicht auf das betrachtete Integral Glg. beschrankt.

Es ist allerdings klar, dass jede Grofle, die durch die Auswertung eines divergenten Integrals
gewonnen werden kann, schlecht definiert ist. Es muss folglich eine Moglichkeit gefunden
werden, diese Divergenzen zu reqularisieren um wohldefinierte Ergebnisse zu erhalten.

2.2.2 Regularisierung von Feynmanintegralen

Um sich mit Divergenzen in Feynmanintegralen auseinanderzusetzen, ist es notwendig,
diese zu klassifizieren. In dem betrachteten Beispiel treten zwei verschiedene Arten der
Divergenz auf.

Man bezeichnet Divergenzen die im Limes & — 0, und somit im Grenzfall 1/k oc A — oo
langer Wellenldngen, auftreten als infrarote Divergenzen (IR). In der Betrachtung der
Struktur von skalaren Propagatoren

2
P(K)OCKQ—i-m2 T K2

erkennt man, dass IR-Divergenzen generell nur fiir masselose Teilchen (z.B. Photonen)
auftreten konnen und somit etwas speziellerer Natur sind.

Die zweite Art der Divergenzen, die im Limes k£ — oo auftreten, bezeichnet man analog
als ultraviolette Divergenzen (UV'). Diese hangen nicht von einer speziellen Eigenschaft
wie Masslosigkeit der Teilchen ab und treten bei skalaren Feynmanintegralen auf, fiir
welche der naive UV-Divergenzgrad G = DL — 2P > 0 gilt, wobei D den Dimensionen
(vorerst 4), L der Schleifenanzahl und P den internen Linien (o< Propagatoren) entspricht.
Fir das Beispiel Glg. gilt somit G =4-1—2-2 =0, was sich, wie bereits gesehen,
als logarithmische Divergenz manifestiert.

Fir den Umgang mit Divergenzen wurden zahlreiche Regularisierungsschemata entwickelt,
wobei entweder die Propagatoren angepasst [42,51] oder die Dimension des Integrations-
mafes geandert wird [11},53,54,61].

Dimensionale Regularisierung

In dieser Arbeit werden die Integrale dimensional regularisiert betrachtet. Dazu wird

das urspriinglich physikalisch motivierte Impulsintegral in D = 4 Dimensionen durch ein

Integral in D Dimensionen ersetzt. Hierbei wird D zu einem zusétzlichen freien Parameter,

welcher keine ganze Zahl sein muss, sondern sogar komplex sein kann. Somit erhalt man

nach Durchfiihren der Integration eine Funktion, die von dem eingefiihrten Parameter D

abhéngt und deren Verhalten in der Grenzwertbildung von D — 4 untersucht wird.
Betrachtet man das regularisierte Feynmanintegral 2, so erhélt man
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Man kann wiederum eine Wick-Rotation ausfithren und eine Integration in D-dimensionalen
Kugelkoordinaten vornehmen, in welcher man eine Integration tiber den verallgemeinerten
Raumwinkel (dS2), dessen Integration iiber die D — 1-Winkel auf eine geschlossene Form

einer Funktion von D fithren wird, und den Radius (dKp - Kp ') durchfiihrt.
Um sich ein Bild iiber das Verhalten der Divergenzen zu machen, ist lediglich der von Kg

abhangige Teil des Integrals
KD*I
IDUQ:i/ﬁKf £
K

interessant.

Zur Analyse der IR-Divergenz, ohne die UV-Divergenz zu betrachten, wird eine obere
cut-off-Grenze A eingefithrt. Diese Grenze kann grof3, sollte aber endlich sein. Obwohl
sie in anderen Regularisierungsschemata (z.B. [42]) eine Rolle spielt, wird sie hier nur
herangezogen, um die IR-Divergenz zu untersuchen und ist daher nicht weiter von Interesse.
Man erhalt mit Hilfe des cut-oft’s das UV-konvergente Integral

A

KDfl
A= / dKp—L£— .
IR Ké

0

In diesem Integral erkennt man sofort, dass, um eine IR-Konvergenz zu garantieren,
offensichtlich Re(D) > 4 gelten muss.

Will man eine dhnliche Analyse fiir UV-Divergenzen durchfiihren, ist es sinnvoll sich
eine leicht abgewandelte Form des Integrals Ip anzuschauen. Man kénnte zum Beispiel
ein ahnliches Integral mit massiven Propagatoren

D KD—l
[UV = /dK(KQ —|—m2)2

betrachten, welches im Grenzfall m — 0 in I? iibergeht. Damit dieses Integral fiir & — oo
konvergiert, muss offensichtlich Re(D) < 4 gelten.

Auch wenn hier nur ein Beispiel betrachtet wurde, ist das Ergebnis allgemeiner Natur.
Integrale mit UV-Divergenzen konvergieren im Bereich Re(D) < 4 (oder sogar Re(D) < 2)
und Integrale, die IR-Divergenzen besitzen, konvergieren fir Re(D) > 4. Bei D = 4 treten
Polstellen auf [59).

Diese Aussage scheint zunichst im Widerspruch zu einer dimensionalen Regularisierung,
mit der sowohl IR~ als auch UV-Divergenzen beseitigt werden konnen, zu stehen. Das dies
trotzdem moglich ist, ist nicht trivial und es wird hier lediglich der Grundgedanke der
Funktionsweise gemaf} [59] skizziert.

Hat man ein Integral, welches sowohl UV- als auch IR-divergent ist, so regularisiert
man die IR-Divergenz mit einem zweiten Verfahren, welches nicht dimensional regularisiert,
indem man z.B. die Propagatoren massiv macht, wie es beim Ubergang von I? — 2,
gemacht wurde.

Sobald die IR-Divergenzen regularisiert wurden, kann man die Integration in einem Bereich
mit Re(D) < 4 durchfithren, in dem das Integral UV-konvergent ist. Das erhaltene Ergebnis
wird von D abhingig und analytisch auf der gesamten komplexen Ebene fortsetzbar sein.

9
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In dem Bereich Re(D) > 4 kénnen, mit Hilfe des analytisch fortgesetzten Ergebnisses, die
urspriinglich zur Beiseitigung der IR-Divergenz eingefiihrten Regulatoren entfernt werden,
sodass sowohl die UV- als auch die IR-Divergenz dimensional regularisiert wurden und als
Pole mit entgegengesetztem Vorzeichen bei D = 4 auftreten. Aus diesem Grund werden
Integrale ohne externe Skala, d.h. deren Propagatoren weder von Massen noch externen
Impulsen abhéngen, Null gesetzt werden. Weitere niitzliche Eigenschaften dimensional
regularisierter Integrale sind z.B. in [23] (S.9 ff.) zusammengefasst.

Die bei D = 4 auftretenden Pole, die aus der UV-Divergenz resultieren, lassen sich im
Rahmen einer Renormierung der zu Grunde liegenden Theorie beseitigen.

Durch IR-Divergenz hervorgerufene Pole bei D = 4 l6schen sich, unter der Annahme, dass
der schlussendlich im Experiment detektierende Detektor nur eine endliche Auflésung des
Phasenraums besitzt, mit IR-Divergenzen der Phasenraumintegrale aus (Kinoshita-Lee-
Nauenberg-Theorem [27}34]). Grob gesprochen heifit dies, dass das Standardmodell unter
der Annahme, dass ein Detektor Teilchen unterhalb einer bestimmten Energie oder eines
bestimmten Abstandes nicht auflésen bzw. separieren kann, IR-konvergent ist.

Eine genauere Behandlung von Renormierung oder des KLN-Theorems wiirden den
Rahmen dieser Arbeit sprengen und ist hier auch nicht notwendig, da das Verhalten der
erhaltenen Ergebnisse fiir D — 4 nicht ausfiihrlich betrachtet werden wird.

An dieser Stelle werde ich kurz die wichtigsten Punkte der vorhergegangenen Ab-

schnitte zusammenfassen und hervorheben, welche Ergebnisse fiir das weitere Verstandnis
unabdingbar seien werden.
Mochte man eine theoretische Vorhersage tiber experimentell bestimmbare Gréfien eines
Streuprozesses treffen, muss man dazugehorige Feynmangraphen auswerten kénnen, die die
Struktur der beteiligten Teilchen und die Art der WW widerspiegeln. Diese Graphen lassen
sich mit Hilfe von Feynmanregeln in Formeln tibersetzen, welche in héheren Ordnungen der
storungstheoretischen Betrachtung des Prozesses auf Integrale iiber freie Schleifenimpulse
fithren, welche i.A. Tensorintegrale sind. Diese Tensorintegrale lassen sich auf zugrun-
deliegende Skalarintegrale reduzieren, welche in 4 Dimensionen Divergenzen aufweisen
konnen. Man kann diese Divergenzen im Rahmen einer dimensionalen Regularisierung
behandeln, was zur Konsequenz hat, dass die Integration tiber die Schleifenimpulse nun
in allgemeinen D Dimensionen stattfindet. Die Wahl des Raumes, in dem die Impulse
definiert sind, kann mittels Wick-Rotation zwischen Minkowski und Euklidischem Raum
gedndert werden. Im Rahmen dieser Arbeit stehen Grofibuchstaben fiir euklidische und
Kleinbuchstaben fiir Impulse in Minkowskimetrik.
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Kapitel 3

Ein allgemeinerer Standpunkt

Im bisherigen Verlauf wurden die Eigenschaften der Schleifenintegrale besprochen und
keines dieser Integrale, weder in vier noch in D Dimensionen, gelost. Dies wird im
weiteren Verlauf der Arbeit, bis auf wenige Ausnahmen, auch nicht geschehen, was der
Tatsache geschuldet ist, dass in vielen Féllen die Methoden, um eine Losung zu erhalten,
hochstgradig nicht trivial sind.
Im weiteren Verlauf wird eine konkrete Losungsmethode mittels Differentialgleichungen in
Verbindung mit Reduktionsalgorhithmen vorgestellt, mit der bereits ganze Problemklassen
gelost werden konnten [17H19].

Doch bevor diese Losungsmethode vorgestellt werden kann, ist es sinnvoll, sich die
Struktur der Integrale etwas verallgemeinert anzuschauen.

3.1 Topologien

Nach einer erfolgreichen Tensorreduktion des zu Grunde liegenden tensoriellen Feynman-
integrals wird man verschiedene, skalare Feynmangraphen mit g Beinen, [ Schleifen und d
internen Linien in der generischen Form

Nsp
IT 5"
/delde2...del = (3.1.1)
D
jl;[l ’

erhalten, wobei die [ Faktoren (27)~P der Fouriertransformation weggelassen wurden.
Hierbei bezeichnen die D; die Nenner

D; = q? — m?

der Propagatoren des Feynmangraphen, die den internen Linien des Graphen entsprechen.
Von hier an, werde ich die Nenner D; als Propagatoren bezeichnen, da diese den skalaren
Propagator o 1/D; vollstandig charakterisieren.

Die S; sind die Skalarprodukte zwischen entweder einem externen Impuls, den Beinen des

Graphen, und einem Schleifenimpuls (1) oder zwischen zwei Schleifenimpulsen und n; € N

11



3.1. TOPOLOGIEN KAPITEL 3. EIN ALLGEMEINERER STANDPUNKT

die dazugehorigen Exponenten. Das Produkt iiber die S; lduft bis Ny,, der Anzahl aller
moglichen Skalarprodukte. Dabei ist N, = Ny + Ny, wobei

Nig = l(g - 1)

der Anzahl der méglichen Skalarprodukte zwischen einem externen und einem Schleifenim-
puls entspricht. Hierbei ist zu beachten, dass fiir den gesamten Graphen Impulserhaltung
gilt, sodass sich ein externer Impuls immer durch die verbleibenden g — 1 ausdriicken lasst.
Die Anzahl der méglichen Skalarprodukte zwischen den Schleifenimpulsen Nj; ist nach
gauBischer Summenformel

I(l+1
Nll: ( 5 )

Somit sind folglich

I(1+1)
2

N8p:l(9_1)+

verschiedene Skalarprodukte moglich.
Wenn in dem generischen, skalaren Feynmanintegral (Glg.: (3.1.1))) ¢ der d Propagatoren
verschieden sind, so lasst sich dieses als

Nsp

[T 5"

/deldez...deﬂtl—
10"
j=1

schreiben, wobei m;,n; € N. Weiterhin lassen sich ¢ der N, Skalarprodukte durch Propa-
gatoren ausdriicken, sodass nur ¢ = Ny, — t der Skalarprodukte irreduzibel verbleiben, da
sich der Rest mit Propagatoren kiirzt. Wenn man anstatt der irreduziblen Skalarprodukte
q Propagatoren definiert, die diese enthalten, so erhélt man die Topologie

1
_ D D D
77117M27---7Mt;V17V27---7Vq - /d kyd ™ ky...d” ky ¢ q

11 DY 11 D

j=1 i=1

mit p,v > 0, wobei Topologien wie Feynmangraphen gezeichnet und analysiert wer-
den. Topologien werden im weiteren Verlauf der Arbeit mit kaligraphischen Buchstaben
gekennzeichnet.

3.1.1 Beispiel: Von einem Feynmangraphen zur Topologie

Im folgenden soll, um das Konzept der Topologie zu verdeutlichen der Zusammenhang
zwischen einem Feynmangraphen und der zugeordneten Topologie betrachtet werden,
wobei dies in Analogie zu 7] gemacht wird.

12



3.1. TOPOLOGIEN KAPITEL 3. EIN ALLGEMEINERER STANDPUNKT

Betrachtet man den massiven Feynmangraphen

k1 — ko

5

115"
:/delde:;—l (3.1.2)

5

J=1

mit d = 5 internen Linien, g = 2 Beinen, [ = 2 Schleifenimpulsen und Ny, =2 +3 =5
moglichen Skalarprodukten.

Hierbei stehen vier Skalarprodukte (.S;...S4) mit Propagatoren im Zusammenhang (vgl. Tab.
und sind somit reduzibel. Lediglich das Skalarprodukt S5 = pksy, welches willkiirlich ge-
wahlt wurde, ldsst sich nicht durch Propagatoren des urspriinglichen Graphen ausdriicken.
Mochte man in einer reinen Propagatorschreibweise bleiben, so kann z.B. der Propagator

Dirr - (p - k2)2

eingefithrt werden, der mit dem Skalarprodukt S5 in Verbindung steht (Tab. [3.1)).

Tabelle 3.1: Zusammenhang zwischen Propagatoren und Skalarprodukten im Feynman-
graphen Glg. (3.1.2)

Skalarprodukte S; | Korrespondierende Propagatoren | Zusammenhang
51:]{?% Dlzk‘%—mQ 51:D1+m2
Ds =k —m?=D,
52:]{73 Dgzk‘%—mQ 52:D2+m2
53 = ]{31]62 Dg = (k’l - k2)2 - m2 Sg = %(Dl + D2 - D3 + m2)
Sy = pky D, = (p—/ﬁ)Q—?TLQ Sy = %(D1 — Dy —|—p2)
’ S5 = pky (irred.) ‘ Diyr = (p — ko)? (2.B.) ‘ S5 = %(Dg — Dy + p?) ‘

Weiterhin erkennt man, dass die Propagatoren D, und Djy identisch sind, sodass sich der

Feynmangraph Glg. (3.1.2)) als

delde2 <‘D1 + m2>n1 (D2 + m2)n2(%(D1 + D2 - .D3 + mQ))”3(%(D1 — D4 + pQ))nzlsng)
DDy D3 Dy

schreiben lésst und eigentlich zu einer einfacheren Klasse (nur 4-Propagatoren und ein
irred. Skalarprodukt) gehort.

13



3.1. TOPOLOGIEN KAPITEL 3. EIN ALLGEMEINERER STANDPUNKT

Daher werden die Integrale aus Glg. (3.1.2) durch die 4-Nenner Topologie

ki — ke
=B v = [ dPkdPks .
P A1 Dy Dy* DY Dy D,

wrr

(3.1.3)

vollstandig reprasentiert.
Erhélt man z.B. durch die Tensorreduktion ein Feynmanintegral aus der in Gl. (3.1.2))
definierten Klasse mit n; = ns =1 und n;~s =0

Dy, ;. kK3
I = | d°kd ky—m—7—
Y D2D,DyDy
setzt die in Tab. [3.1] dargestellten Zusammenhénge ein

Dy + m?)(Dy + m?)
T= | aPraPi, 2
/ o DID,DsD,

und vereinfacht so weit wie moglich
1 m? m? m
I= [ d°kidk
/ N S DDy T DPDsD; | DiDyDsDs | D2DyDyDy’

so lasst sich das Ergebnis vollstandig durch Elemente der 4-Nenner Topologie (Glg. (3.1.3))
darstellen. Das beschriebene Verfahren wird als triviale Tensorreduktion bezeichnet [7]
und fiithrt bei dem betrachteten Beispiel auf

4

2 2 4
I'=DBigi10+mBopigo+mBiiiio+mBaiiio - (3.1.4)

In Glg. B.1.4] erkennt man, dass die triviale Tensorreduktion in den ersten beiden
Termen den Propagator D, rausgekiirzt hat. Diese beiden Terme kann man als einer
3-Nenner Subtopologie zugehorig klassifizieren, wobei das vollsténdige kiirzen des Propa-
gators als Kontraktion iber D, bezeichnet wird. Diese Kontraktion lasst sich graphisch
durch

Buhuz,m,m;m = = \7101,027039\17/\2
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3.1. TOPOLOGIEN KAPITEL 3. EIN ALLGEMEINERER STANDPUNKT

darstellen. Man kontrahiert somit einen Propagator graphisch, indem man die dem
Propagator zugehorige interne Linie auf einen Punkt zusammenzieht. Dabei gilt fiir die
“neuen” Propagatoren z.B.

D1—>l§1:k‘f—m2:D1
D4—>l§2:(p—k1)2—m2:D4
D3 — 153 = kg —mQ(: Dg) 7£ D3 == (kl - ]{2)2 - m2 . (315)

Das der Ubergang von Ds — Ds moglich ist, liegt an der Forderung, das dimensional
regularisierte Feynmanintgrale translationsinvariant sind [61]. Somit ist innerhalb des
Integrals die Substitution k; — ky — 152 = ko moglich, sodass man, wenn man die
Kontraktion wie oben beschrieben graphisch definiert und anschlieBend den Graphen mit
Feynmanregeln analysiert, auf das selbe Ergebnis kommt.

Mit Hilfe der eingefiihrten 3-Nenner Subtopologie J7 ldsst sich das nach der trivialen
Tensorreduktion erhaltene Ergebnis Glg.(3.1.4)) als

2 2 4
[:j1111-0,0+m -71211-0,0+m Biii1;0 +m Baiiio

s bty sty It et hat] shydsty

schreiben, wobei die Propagatoren in Tab. respektive Glg. definiert sind.

In den kommmenden Abschnitten wird der Vorteil der kompakten Topologie-Notation
offensichtlich, daher werden an dieser Stelle die wichtigsten Punkte kurz zusammengefasst.
In einer Topologie werden Feynmangraphen notiert, die ausschliefllich einen minimalen Satz
irreduzibler Skalarprodukte und Propagatoren enthalten. Durch Angabe der Propagatoren
und der irreduziblen Skalarprodukte ist eine Topologie vollstandig charakterisiert. Eine
Angabe spezieller Indizes fiihrt auf ein Feynmanintegral der Topologie. Enthalt dieses
Feynmanintegral nicht den vollen Satz an Propagatoren, kann es als einer Subtopologie
zugehorig charakterisiert werden, wobei die Kontraktion iiber den Propagator als ein
“zusammenziehen” der internen Linie auf einen Punkt graphisch umgesetzt wird.

15



Kapitel 4

IBP-Reduktion auf Masterintegrale

Im folgenden wird der Vorteil der kompakten Notation ganzer Klassen von Feynmaninte-
gralen als Topologie offensichtlich werden. Es wird sich zeigen, dass sich das Losen ganzer
Topologien beliebiger Indizes, mit Hilfe von integration-by-parts-Identitaten (IBP) [14],
auf das Losen weniger, irreduzibler Masterintegrale (Mls) reduziert. Eine vollstandigere
Ubersicht, als sie im Rahmen dieser Arbeit gegeben wird, kann in [22] oder [50] gefun-
den werden, wobei sich der generelle Aufbau und die Wahl der Beispiele des folgenden
Abschnittes an [50] orientiert.

Der Grundgedanke der IBP-Reduktion ist, dass das Integral einer totalen Divergenz
verschwindet, sodass sich mit

0
/de’l...de’l ko [’UJT;“ ..... W3V, uq] =0

Identitaten zwischen Integralen der Topologie T, .. yn,.vg U0 Ty yay, oy tasin +avs,evgtari
mit a; € {—1,0,1} herleiten lassen. Hierbei bezeichnet k; einen der ¢ = 1,2, ..., [ Schleifen-
impulse und v einen der unabhangigen Vektoren ki, ..., k;, p1, ..., py—1 der Topologie.

Am Ende einer IBP-Reduktion steht ein Satz von Masterintegralen (Mls), welche sich
nicht weiter mit Hilfe von IBP-Identitédten vereinfachen lassen. Im folgenden wird das
Reduktionsverfahren an der 3-Nenner Topologie Jr aus Abs. verdeutlicht.

16



4.1. BEISPIEL KAPITEL 4. IBP-REDUKTION

4.1 Beispiel einer IBP-Reduktion

Die Analyse des Graphen der Topologie

D
1 D3
1 1
D D
T<>@ et [
D,

D, Ds
== > (4.1.1)
D,

zeigt auf, dass die dem Graphen zugehorigen Integrale separieren. Dies ist immer der Fall,
sobald ein Subgraph nur iiber einen Vertex mit dem Rest des Diagrammes verbunden

ist [22].
o k
APk —— =
/ ok DE

Die IBP-Identitat
fir die massive Vakuumblase 7, fithrt auf

0 1 0 1 D k2
k) — + k¥ dPk = — —2u—— | dP
J (Giet) g+ Gl ) 4= [ | 3~ 2 [0
——
k:Q:D3+m2
_ D—2u_2um2 4Pk
Dg“ Dg+l
= (D —=2p)Z, - 2lum2zu+1
=0

Somit erhélt man mit ;4 — p — 1 die Rekursionsvorschrift

D—-2u+2
7, =—7--+——=1, 4.1.2
i 2<’u_ 1>m2 pu—1 > ( )

17



4.1. BEISPIEL KAPITEL 4. IBP-REDUKTION

aus welcher ersichtlich wird, dass sich alle Integrale mit beliebigem Exponenten ;1 > 1 des
Propagators auf das MI Z; reduzieren lassen.

Fiir das massive 1-Schleifen 2-Nenner Integral 7, ., der 3-Nenner-Topologie werden
die IBP-Identitaten

0 o
D JR—
/d k@k” (k2 —m2)m((p— ki) — m2)re 0 (4.1.3)

0 kY
D —_—
/d kak?” (k3 — m2)m ((p — k)2 — m2)r2 =0 (4.1.4)

betrachtet. Diese fithren auf die Relationen

B13) & 0= (—p + p2 — PPt + p*pe2" — 1192417 + 1y 1727)J,, (4.1.5)
14) © 0= (D —2u — po — 2m*pn 17 = 2mP 12" + p* o2 — 1192717) Ty s
(4.1.6)

wobei die Operatoren 1*7,, ., = Juy+1.0 und 257, 1 = oy i1 Wie Leiteroperatoren
auf die Indizes wirken, d.h. den Exponenten p; des iten Propagators um +1 verédndern.
Durch das Umstellen der IBP-Relationen nach J,,, 11, bzw. J,, 4,41 sowie der Umbenen-
nung p1 + 1 — pg bzw. ps + 1 — po erhalt man

(P* (=D + p1 + 2p2 — 1) 4+ 2m*(p1 — p2 — 1))

jﬂlvMZ == (,Ul . 1)]72 (pg _ 4m2) \7;11—1,“2
2m? iy (p* — 2m?)
+(M1 — 1)p? (p% — 4m?) ‘7“1*2:“2“—’_@&7#1’#2*1 (4.1.7)
C(PP(=D + po + 21 — 1) + 2m3(py — iy — 1))
j“17u2 - jﬂl,,u&—l

(p2 — 1)p* (p? — 4m?)
2m* (> —2m?)

*7#1—17112 (418)

als Rekursionsgleichungen, wobei 17 + po auf der rechten Seite immer um eins grofler als
auf der linken Seite ist.

Weiterhin gehen die Gleichungen und unter Vertauschung der Indizes inein-
ander iiber. Dies spiegelt die Symmetrie J,, 4, = Jy,u, des Graphen (vgl. Glg. ([(L.1.1)))
bei der Wahl gleicher Propagatormassen wider.

Die Reduktionsgleichung zeigt weiterhin, welche MIs nach vollstdndiger Reduktion auftre-
ten werden.

Offensichtlich ist eine Reduktion des Integrals mit Glg. , auf Grund der Singularitat
in den ersten beiden Termen, nur bis p; = 1, us (auf der rechten Seite) moglich. Anschlie-
Bend kann entweder die Symmetrie des Problems oder dquivalent Glg. genutzt
werden, um po bis o = 1 zu reduzieren. Man erhélt folglich das MI 7 ;.

Die unterstrichenen Terme in Glg. (4.1.7) und werden bei der Reduktion auf
Integrale der Form [J,o mit o € N fiithren. Diese sind mit Glg. auf das MI 7

reduzierbar.
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4.2. LAPORTAS ALGORITHMUS KAPITEL 4. IBP-REDUKTION

Die komplette Losung jedes Integrales aus der 3-Nenner Topologie mit beliebigen
Exponenten

1 1
D D
TLps s = /d i (k:% —m2)M((p — k1)? — m?)r2 /d & (k‘% — m?)Ks

= Cl(,ula Ha, D7p27 m2)\71,1 + CQ(Ml? H2, U3, D7p27 mQ)Il

lasst sich folglich auf die Kenntnis der Losung der zwei Mls J;; und Z; zuriickfiithren,
wobei die C; Polynomen in m?, p? und D entsprechen.

4.2 Laportas Algorithmus

Im vorhergehenden Abschnitt wurde fiir zwei einfache Félle eine IBP-Reduktion argu-
mentativ vorgefithrt. Bei schwierigeren Topologien mit [ Schleifen und g externen Beinen
werden (g — 1 + [)-IBP-Relationen auftreten und deren Lésung wird zunehmend komple-
Xer.

Ein Algorithmus, der eine systematische Reduktion auf MIs moglich macht, ist der
Laporta-Algorithmus [30,31], dessen Grundgedanke im folgenden kurz vorgestellt werden
wird.

In Laportas Algorithmus betrachtet man nicht die IBP-Relation der Topologie als
ganzes mit beliebigen Indizes sondern die Integrale mit einem bestimmten Indexsatz
(ft1, ..oy fe, 1, ..., vy) als Unbekannte, zwischen denen Relationen bestehen. Dass immer
genug Relationen auffindbar sind, hdngt mit der Beobachtung zusammen, dass die Anzahl
der Relationen zwischen den Integralen, die bei Erhohung der Indizes hinzukommen,
schneller wéchst, als die Anzahl hinzukommender, unbekannter Integrale [31], welche
durch den Beweis, dass fiir Standardtopologien nur eine endliche Anzahl an MIs existie-
ren [49], bestétigt wurde.

Man erhalt somit, wenn man die Indizes ausreichend hoch wéhlt, ein iiberbestimmtes
Gleichungssystem dessen Losung Relationen definiert, in denen die MlIs willkiirlich sind.
Laportas Algorithmus gibt einen Ausweg aus der willkiirlichen Wahl der MIs, indem er
eine globale Ordnung des Systems einfiithrt, welche sicherstellt, das der Satz der MlIs
moglichst einfach zu 16sen ist. Der Grad der Komplexitat des Integrals und eine daraus
resultierende Ordnung des Systems, basiert dabei z.B. auf den folgenden Erkenntnissen
(angelehnt an [30]).

1. Integrale mit weniger Propagatoren sind oft einfacher zu lésen, d.h.:

-----

2. Integrale mit gleicher Anzahl an Propagatoren fiir die

t t

Z(“n) > Z(Un)

n=1 n=1
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4.2. LAPORTAS ALGORITHMUS KAPITEL 4. IBP-REDUKTION

gilt, werden gemaf
!
7711 ----- [t V1V T TU1 ----- Ot,M 550G

geordnet, sodass Integrale deren Summe der Propagatorexponenten im Nenner
grofler ist, als schwieriger zu 16sen angenommen werden.

Im Allgemeinen werden die beiden vorgestellten Kriterien nicht ausreichen, um das System
vollstédndig zu ordnen und man wéhlt fir die Implementierung eines Laporta Algorithmus
eine Vielzahl an Subkriterien, die eine komplette Ordnung des Systems gewéhrleisten
(z.B. [30,148,52]). Hierbei wird eine Variation der Kriterien i.A. auf verschiedene MlIs
fithren.

Mochte man zum Beispiel die Integrale Fj, durch MIs ausdriicken, so erzeugt man die
dazugehorigen ¢ = [(g — 1 + [) IBP-Relationen fiir jedes der k Integrale. Die erhaltenen
IBP-Relation werden nach dem schwierigsten Integral \5; ; umgestellt, welches durch die
eingefithrte Ordnung des Systems festgelegt ist. Anschlielend wird ermittelt, ob sich jedes
Integral V;, von dem S;;, abhangt, durch einfachere Integrale ausdriicken lasst. Ist dies
nicht der Fall, werden durch Erhohung der Indizes neue Integralrelationen erzeugt. Die
Integrale M € V| fiir die kein Ausdruck durch einfachere Integrale gefunden werden kann,
werden zu einem MI. Nachdem das System vollstandig geordnet vorliegt und jedes Integral
(bis auf die MI) ausschliefllich von Integralen niedrigerer Komplexitét abhangt, werden
die IBP-Relationen, angefangen von den einfachsten Integralen, in aufsteigender Ordnung
substituiert [30] und man erhéalt jedes Fj als Linearkombination der MI.

4.2.1 Beispiel der Anwendung des Laporta Algorithmus

Im folgenden werden wieder die massiven 1-Schleifen 2-Nenner Integrale mit den bereits

bekannten IBP-Realtionen Glg. (4.1.5)),(4.1.6)

Li(pa, o) = (D = 21 — p12) Ty — 2P 1 Ty 1,2 — (2% 1o — D 112) Ty pios1 — M2 Ty —1 041

0,
(—

L2(:LL1> FL2> = M1 + :uQ)j,ul,uz - p2ﬂlk7u1+1,u2 +p2:u’2k7,u1,,u2+1 - /L2u7u1*1,,u2+1 + Mljuﬁrl,,uz*l

=0

in dem Sektor 1, 12 > 0 betrachtet. Die Symmetrie des Graphen J,, 4, = Jyo,u Wird
direkt ausgenutzt. Weiterhin wird die Gréfle M = p; + po eingefithrt und iiberpriift, ab
welchem M der Algorithmus stabil lduft.
Fir M =1 erhélt man die IBP-Relationen

Li(1,0) = (=2 + d)Jo1 — 2m*Tp2 =0,

L2(17 0) = j71,2 - jO,l - p2j0,2 =0

und somit nach Losung des Systems die geordneten Ausdriicke

_ (=2+D)
\70,2 - 2m2 L70,1 )
2m? — 2p% + dp?
T 1= o
m
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Fur M = 2 erhalt man die fiinf IBP-Relationen

Li(1,0) = (D —2)Jo1 —2m*Joa =0, La(1,0) = T 12— Jo1 — p*Jo2 =0, (4.2.1)
L1(2, 0) = (D - 4)%,2 - 4m2‘7073 =0, L2(2, 0) = 2.771,3 - 2Jo,z - 22?2.70,3 =0,

Li(1,1)=(D=3)Ti1+ @ —4m*) 12— Jo2 =0, Ly(1,1) =0=0,
mit der Ordnungsvorschrift
Jio=Tig=T13=T- 12> Tz0=To2 = Joq -
Die geordneten Relationen, die man aus Glg. , und erhélt, sind somit

L1(1,0) (D —2
Tos 1<:><2 2.
m
L1(2,0) (D —4 Li1(1,0) (D —4)(D — 2
Ty 120 L) g a0 (D=HD =) 5
4m 8m

Ly(1,0

) Lo 1 ((D—2)p?
J-12 = p2j0,2 + Jox = <% +2) Joq,

N}

La(2,0 L1(2,0),L1(1,0) (D —2) ((D — 4)p* + 4m?

J 13 e )p2j0,3 + Jo2 120200 { )\ S P )jo,l ;
Li1,) Joo2 — (D —3)J11 110 (D —3 2—D

J1.2 &4 Jo2 ( )T 4 )—( ) Jig+ ( ) Joa

p? — 4m?2 4m? — p? m?2(8m? — 2p?)

und man erkennt, dass die einzigen zwei Integrale, die sich nicht durch einfachere Integrale
ausdriicken lassen, die beiden MIs Jy1 = Z; und J;; sind, welche bereits in Abs. @
gefunden wurden. Weiterhin ist Laportas Algorithmus in diesem Beispiel bereits ab M =1
stabil, da fir jedes Integral ein Ausdruck durch einfachere, nicht reduzierbare Integrale
gefunden werden kann und man wiirde bei M = 5 ein iiberbestimmtes Gleichungssystem
erhalten.

Diese Stabilisierung tritt i.A. allerdings erst bei sehr viel grofleren M auf, sodass in
vielen Fallen (auch im Rahmen dieser Arbeit) ein System tausender von Gleichungen
gelost werden muss. Fiir die Reduktion wurde im Rahmen dieser Arbeit hauptsichlich
FIRES5 [47], welches auf einer Kombination von MATHEMATICA [63] und C++-Code
basiert und Reduze 2 [58], welches ausschlieBlich auf C++ basiert, verwendet.
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Kapitel 5

Differentialgleichungen fir
Feynmanintegrale

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass sich die Berechnung der Integrale ganzer
Topologien auf die Berechnung weniger MIs reduzieren lasst, welche in vielen Féllen
auBerst trickreich ist.

Eine indirekte Methode um ein analytisches Ergebnis der MIs zu finden, wurde Anfang
der 90er Jahre von Kotikov [28] etabliert. Sie basiert auf der Differentiation der MIs
nach den Propagatormassen und einer anschliefenden IBP Reduktion. Das so erhaltene
System von Differentialgleichungen (DGLs) enthélt die Mls als Funktionen der Massen,
deren Bestimmung mit Hilfe von Standardverfahren zur Losung von DGLs in Angriff
genommen werden kann. Eine Verallgemeinerung der Methode auf DGLs in beliebigen
Mandelstamvariablen der Topologie fand durch Remiddi [45] statt.

Im weiteren Verlauf wird diese DGL-Methode an dem bereits bei der IBP-Reduktion
betrachteten Beispiel der massiven 1-Schleifen 2-Nenner Topologie 7, ,, verdeutlicht und
anschlieend die in der Arbeit verwendete Methodik zum Auffinden der MIs und DGLs
erlautert.

5.1 Die Losung des MIs der massiven 1-Schleifen 2-
Nenner Topologie 7, .,

Wie bereits betrachtet, lasst sich jedes Integral aus J,, ,, auf die beiden MIs Z; und
J1.1 reduzieren. Dabei entspricht das Integral Z; einem Vakuumdiagramm, welches in
der Literatur haufig als “Tadpole” (Kaulquappe) bezeichnet wird und dessen Losung in
der folgenden Rechnung als bekannt vorausgesetzt wird (fiir explizite Berechnung siehe

Anhang |A.1)).

Das zu losende Integral J; ; erfiillt die Differentialgleichung

d D -2 1/ D-3
d—sjl,l(s)zs( ) Il+—(

=Bt EZCR (5.1.1)

s — 4m?

die man durch Differentiation nach der kinematischen Variablen s = p,p* erhalt. Es ist
zu erkennen, dass beide MIs der Topologie in der DGL auftreten. Dies ist plausibel, aber
man kann es vor der expliziten Berechnung der DGL nicht mit Sicherheit sagen.
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5.1. BEISPIELLOSUNG J,,, . KAPITEL 5. EINFUHRUNG DGLs

Ein Ubergang in euklidische Metrik mittels Wick-Rotation (vgl. Abs.[2.2.1)) kann durch
die Substitution

Tia(p®) = iJ5(P?) Ty — —iZ{ und s — —P? = —t
erreicht werden, sodass Glg. (5.1.1)) in

dJgfi) 1 ( D—-3 1

(5.1.2)

2\4m2+t ¢

E (D-2) _p
a2 )jlvl(t)_t

(4m2 + 1)

iibergeht, wobei der hochgestellte Index, der die euklidische Metrik indiziert, im Folgenden
weggelassen wird. Dies ist offensichtlich eine inhomogene, lineare, gewohnliche DGL erster
Ordnung

W) _ payue) + gt

deren Losung als Superposition der homogenen Losung und einer partikuldren Losung,
z.B. mittels Standardverfahren wie einer Variation der Konstanten

y(x) = () + yp ) = Cel PN ( / g(x)e TPy | 1) |

gefunden werden kann.
Die Losung der homogenen DGL

djl’jl(t)_1<D—3 1

dt 2\4m*+t t

) 7o

. 2 L(D-3
N \7{?1 (1) = Oef%(ﬁﬁ;%)t” — Ol ((D=3)n(m?+1)~In(t)) _ C(4m J;T)Q( :
ist durch triviale Integration berechenbar.
Eine Variation der Konstanten geméf C' — C(t), die die DGL
dC(t) (D —2) B (-1
=— 7 - t
dt t(4m? +1)" " (T1a(t))
erfiillt, fihrt nach einsetzen der homogenen Losung auf
1_D
dC'(t D —2)(4m? +t)2 2
W __D=plm+t> =, (5.1.3)

dt NG

Das Integral Z; in der Inhomogenitat hat die Losung

_ TP (- 3)
1 — 2—D )
(m2)T

die fiir beliebige Exponenten des Popagators n > 0 im Anhang berechnet wurde. I'(x)
ist die I'-Funktion, welche bis auf die Punkte z = —n mit n € N, an der sie Polstellen mit
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5.1. BEISPIELLOSUNG J,,, . KAPITEL 5. EINFUHRUNG DGLs

den Residuen (—1)"/n! besitzt, auf der gesamten komplexen Ebene analytisch ist [3]. Das
einsetzen von Z; in Glg. (5.1.3)) ergibt

C(t) = \(QWD/Q (7712)%_l r (2 — g))}/dt (4m? + t)_% =3

K(m,D)

D—-1

= K(m, D)/dt (4m? +1)" % 73 . (5.1.4)

Hierbei wurde in K (m, D) die Rekursionsrelation (vgl. |3], S. 256)
[(z+1) ==2T(2) (5.1.5)

der Gamma-Funktion benutzt, welche auch im weiteren Verlauf der Rechnung noch
hilfreich sein wird.

Das Integral ist nicht ohne etwas Aufwand integrierbar. Daher werde ich, die
weiteren Schritte grob skizzieren, damit in der folgenden Rechnung klar bleibt, warum
gewisse Umformungen getatigt werden und dass diese nicht willkiirlich, sondern zielorien-
tiert erfolgen.

Das Integral Glg. besitzt die generische Form [ dz m(z)™*n(x)~". Diese Form ist
ahnlich zu der von Schleifenintegralen. Auch wenn in dieser Arbeit lediglich indirekte
Losungsmethoden (IBP und DGLs) betrachtet werden, gibt es direkte Ansétze, die auf
der “sofortigen” Integration der Schleifenintegrale als Ausgangspunkt basieren. Daher
existieren im Umgang mit Integralen dieser Form eine Vielzahl von Funktionen und Tricks,
basierend auf diversen Parameterdarstellungen der Integrale, die in diesem Zusammenhang
zur Hilfe gezogen werden konnen (die bereits gesehene I'-Funktion ist eine davon).

Die Rechnung wird die folgenden Hauptpunkte enthalten:

1. Finde eine passende Parametrisierung, die die ¢-Integration trivial werden lasst.
2. Bringe das Ergebnis mit einer bekannten Funktionsdarstellung in Ubereinstimmung.

3. Manipuliere das Ergebnis, um eine bequeme Anpassung der Randbedingungen
vornehmen zu konnen.

Die Parametrisierung,

o0

1 >\1+)\2

AYBy 0/ A+ Bx) it

die gewahlt wird um die t-Integration zu vereinfachen, steht in Beziehung zu einer direkten
Entwicklung des Schleifenintegrals in sogenannte “Feynmanparameter” (Kap. 3.4 in [50]
). Es handelt sich aber lediglich um einen mathematischen Trick, welcher sich z.B. mit
MATHEMATICA [63] sofort tiberpriifen lasst.

Die Anwendung dieses Tricks auf Glg. mit der Wahl

D—1
und Ay = —

A= Am*+t), B=t, A\ =

24
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fuhrt auf

2 -1 1
C(t) = K(m, D)m /dx x /dt A it aE (5.1.6)

In Glg. (5.1.6) kann, mit Hilfe dieser Parametrisierung, die ¢-Integration sofort ausgefiihrt
werden und man erhalt

C(t) = K(m, D) dr z72(4m? +t(1+2) 2 (1 +2) '+ C

2—D
) 4m2\ 2
dr z72(1+z)! (w%—l—i—%) +C.

Der Vergleich mit einer Integraldarstellung der hypergeometrischen Gaufifunktion [62]

[e.e]

/dt el D)t — 2+ 1)
0
mit R(c) > R(b) > 0A Jarg(l — 2)| < 7

2Fl<a7b; G Z) =

zeigt, dass es sich bei der verbleibenden z-Integration in C'(¢) um eine Darstellung von
o F1(a,b; ¢; z) mit

_Db-2, D-1 _D . 4w’
a = 5 0 0="5 ,C—Qunz— "
handelt, sodass sich
Am?) T w2 D(L) 5o D-2D-1D 4m?
C(t) = R Py e e
®) 2-D “21(2’ 2 o t)+0

ergibt.
Somit erhélt man die Losung der DGL (5.1.2)) als Superposition der homogenen und der
partikuldren Losung zu

j1,1 = (CJ& + jlh,blc(t)) =y

D—-3

D—2
Am? +1) T HF (%,u;g;_u) ArD/2 (m2) 2 tTF(Z—%))

_I_
(5.1.7)

Bevor die Randbedingungen der Losung angepasst werden, ist es sinnvoll, diese noch
etwas weiter zu manipulieren. Dies ist moglich, da es wahrend des Losungsweges gelungen
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5.1. BEISPIELLOSUNG J,,, . KAPITEL 5. EINFUHRUNG DGLs

ist, die Integraldarstellung von 5F; zu kreieren, fiir welche eine Vielzahl an Relationen
existieren. Nutzt man z.B. die lineare Transformationsrelation (Glg. 15.3.7 in [3])

2Fi(a, b;c;z) = (= )sz()rr((c)_(l;)_a))gﬂ <a,a—c+1;a—b+1;§)
—i-( )F<C(Ll;1£2_(c;)>_ ) 2 I (b,b—C—i‘ 1;—a+b+1;§> ;(Jarg(l — 2)| < 7])

im Zusammenhang mit der Eigenschaften

2Fi(a,0;¢,2) =1, oFi(a,b;c;2) = o F1(b,a;¢;2)

so lasst sich das Ergebnis Glg. (5.1.7)) auf die Form

D-3

0" TR-2)T(3) (24-%”: (am +1)°)
Vi Vi(D 21 (%)

2-Dr 5T 2-LY(am?+1t) = =N oFy (1, 2

Jig=C

._%)
+ - Am (5.1.8)

m

bringen, wobei im zweiten Term die Relation verwendet wurde. Diese etwas ldngliche
Form ist gut geeignet um die Randbedingungen anzupassen, da die ersten beiden Terme
das gleiche Divergenzverhalten im Grenzfall ¢ — 0 aufweisen.

Die urspriingliche Darstellung des Integrals

E D 1
7= | 1 G

(5.1.9)

ist im Grenzfall P — 0 = ¢t — 0 nicht singular. Daher ist die Forderung an ein reguléres
Verhalten der Losung Glg. (5.1.8)) als Randbedingung erforderlich, welche durch die Wahl

24P+l (2 - 2)1 (2)

Cr= (D —2)T (21)

gewéhrleistet wird. Das Ergebnis mit angepassten Randbedingungen ist

2-DrsT (2—2)(4m? + 1) = 2Py (3, 554 3 — i)
Jiq = :
m

Wendet man noch die Identitat (Glg. (15.3.3) in [3])

2Fi(a,b;¢2) = (1= 2) P9 Fi(c — a,¢ = by ¢; 2)
an, so erhélt man das Endergebnis

D D 9\ D=4 4—D 3 t
le =72 (2 — 5) (m ) 2 2F1 (]_, 5 ,5, _4m2) s (5]_]_0)
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welches den definierten Grenzwert

D
jl,l(t == O) = ﬂ%mD_4F (2 — 5)

besitzt, wobei von o F(a, b;c;0) = 1 Gebrauch gemacht wurde. Dieser Grenzfall ist das
Tadpoleintegral Z, aus Glg. in euklidischer Metrik. Das dies der Fall sein muss,
erkennt man sofort, bei Durchfithrung des Limes P — 0 in Glg. (5.1.9).

Dass sowohl die allgemeine Losung Glg. als auch Glg. (5.1.10) die DGL
erfiillen, wurde unter Zuhilfenahme von MATHEMATICA [63] tiberpriift. Der letzte Schritt,
der erst an spaterer Stelle in Abs. durchgefiithrt werden wird, ist die Untersuchung des
Verhaltens der Losung bei einem Ubergang zu den physikalischen D = 4 Dimensionen,
was durch die Entwicklung von D =4 — 2¢ um € = 0 in eine Laurent-Reihe erfolgen wird.

Abschlielend soll diese zugegebenermaflen sehr konkrete Beispielrechnung in einen
etwas allgemeineren Rahmen eingebettet werden, da man an ihr bereits gewisse Eigenheiten
dieser Losungsmethode verdeutlichen kann.

Der erste, wenn auch offensichtliche, so doch wesentliche Punkt dieser Losungsmethode
ist die Kenntnis der Losung der in der DGL auftretenden MIs der Subtopologien (im
Beispiel Z;). Ohne diese Kenntnis ist eine Integration der Inhomogenitét ein aussichtsloses
Unterfangen.

Das in dem Beispiel aufgetretene MI Z; besitzt eine von ¢ unabhéngige Losung und fithrt
daher bei der Integration nicht zu zusétzlichen Schwierigkeiten.

Im nachsten Kapitel, in dem DGLs fiir massive 2-Schleifen Beitrége zur Zweipunktfunktion
betrachtet werden, wird eine auf verschiedene Propagatormassen m; und ms verallgemei-
nerte Form von [J;; in der Inhomogenitat auftreten.

Sollte es der Fall sein, dass man nicht in der Lage ist, iiber den kompletten Bereich von
p? zu integrieren, besteht dennoch die Moglichkeit, dass sich die DGL in verschiedenen
Grenzbereichen (z.B. grofie p? oder kleine p?) analytisch losen ldsst, bzw. deren Verhalten
untersucht werden kann. Diese Herangehensweise kann z.B. in [45] fiir das Integral 777"
mit beliebigen Propagatormassen mj, msy nachvollzogen werden.

Sollte eine analytische Untersuchung sich als nicht durchfithrbar erweisen, so kann man, bei
Kenntnis des Verhaltens der DGL an dem Anfangspunkt p? = 0, eine direkte numerische
Integration der DGL bis hin zu beliebigen p* durchfithren (vorausgesetzt es existieren
keine weiteren Singularitéaten).

In dem betrachteten Beispiel war eine analytische Losung der DGL mittels der hy-
pergeometrischen Funktion o/} moglich. Diese Funktion wurde bereits 1812 von Gauf} in
Darstellung einer unendlichen hypergeometrischen Reihe untersucht, welche viele Stan-
dardfunktionen als Spezialfille (z.B. Logarithmen, Trigonometrische, ... |3]) enthélt. Diese
hypergeometrische Reihe und ihre Verallgemeinerungen auf mehrere Variable treten im
Zusammenhang mit analytischen Losungen von Feynmanintegralen auf.

Das Integral J;|""™* besitzt eine Losung als Linearkombination von »Fy [8] aber auch
in den zwei-Variablen Verallgemeinerungen der hypergeometrischen Reihe, den Appell’s-
Funktion Fi(a;b,V';c;x,y) und Fy(a;b;e, ;s x,y) [8,/46]. Dieser Zusammenhang konnte
genutzt werden, um vollstandig neue mathematische Identitédten zwischen diesen Funktio-
nen herzuleiten [46].

Erzeugt man die DGL fiir J/1""™, so ldsst sich diese sofort unter Zuhilfenahme von
MATHEMATICA [63] zu einer Linearkombination aus Appell’s-Funktionen Fj berech-
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5.2. AUTOMATISIERTE GENERIERUNG KAPITEL 5. EINFUHRUNG DGLs

nen. Eine Uberfithrung in das Ergebnis von [46] wird (falls moglich) eine Reihe an
Manipulationen von Fj involvieren, sodass sich, obwohl es sich um eine kleine Neuheit
gehandelt hétte (sowohl [§] als auch [46] nutzen keine DGL-Methode), als Beispiel auf die
“per-Hand-Losung” von J; 1 beschrankt wurde.

5.2 Automatisierte Generierung der MIs und der DGLs

Zur automatisierten Berechnung der MIs wurde das Programm FIRE5 [47] verwendet.
Dieses nutzt die Topologieschreibweise

1

t q
[1 D} I1 Dis
j=1 i=1

Y

_ D D D
7;1,#2,~~~,m;l/17l/2,~~,1/q _/d kld k2'”d kl

in welcher man irreduzible Skalarprodukte durch Propagatoren mit negativem Exponenten
ausdriickt (vgl. Abs . Die Integrale einer Topologie werden in (¢ + ¢)? — ¢ verschiedenen
Sektoren organisiert. AnschlieBend wird in jedem Sektor eine Reduktion unter Verwendung
des Laporta-Algorithmus durchgefiihrt (vgl. Abs. . Dabei unterscheiden sich Sektoren
in den Vorzeichen der Exponenten der t+¢ Propagatoren bzw. irreduziblen Skalarprodukte
[47].

Bei der bereits betrachteten Topologie J;; mit ¢ = 2 Propagatoren und ¢ = 0
irreduziblen Skalarprodukten hitte man die folgenden 2% — 0 = 4 Sektoren

Ja150,a2505 Tby1>0,69<05 Je1<0,e550 UNd T, <0.dp<0

wobei der letzte Sektor trivial ist, da alle Integrale in ihm Null sind. Diese “Randbedin-
gungen” werden von FIRE automatisch ermittelt.

Die Symmetrierelation kann in FIRE vor Beginn der Reduktion deklariert werden und
wiirde die Sektoren 2 und 3 als gleich identifizieren, sodass sich die gesamte Reduktion auf
die zweier Sektoren beschrinkt. Sollte einem die Symmetrie der Topologie nicht klar sein,
so kann diese in FIRE nach Abschluss der Reduktion als Symmetrie zwischen den MIs
gefunden werden, um diese als Satz von “Regeln” in einer separierten Datei zu speichern.
Man erhalt folglich immer den minimalen Satz an MIs.

Da FIRE einzelne Integrale als Input verwendet, um bei anschlieSender Reduktion die MIs
zu finden, in denen das Imputintegral ausgedriickt werden kann, wurde fiir die Bestimmung
der MIs die folgende Herangehensweise benutzt.

Als Input wurden alle Integrale der Topologie (und der Subtopologien) verwendet, deren
Propagatorexponenten

t
O<Zui§10 mit p; > 0
i=1
q
ud 0> ) v >5 mit v; > 0
j=1
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erfilllen. Somit wird ein relativ grofler Bereich systematisch auf MIs untersucht und diese
gespeichert.

Die Differentiation nach der kinematischen Variablen p?> = s wurde mit Reduze 2 [5§]
durchgefiihrt, da es ebenfalls in der Topologienotation wie FIRE arbeitet.

Der vollstandig automatische Ablauf zum erhalten einer DGL im Rahmen dieser Arbeit
bestand aus den folgenden Schritten:

e Differentiation nach kinematischer Variabler (Reduze 2 [58])
e IBP-Reduktion der DGL (FIRE5 [47])
e Weitesgehende Vereinfachung (MATHEMATICA [63])

und einer anschlieBenden Analyse “per Hand”.

29



Kapitel 6

Differentialgleichungen massiver
2-Schleifen Beitrage
zur Zweipunktfunktion

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die generellen Techniken zum Umgang mit
Schleifenintegralen im Rahmen einer IBP-Reduktion in Verbindung mit DGLs vorgestellt.
Dabei ist der wesentliche Punkt deren Losung in Form eines analytischen Ausdruckes die
Kenntnis der Inhomogenitat.

Im folgenden sollen die DGLs fiir massive 2-Schleifen Beitrage zur Zweipunktfunktion
betrachtet werden, die mit der bereits vorgestellten Methode (Abs. automatisch

generiert wurden.

6.1 Die massive 2-Schleifen 5-Nenner Topologie H

Bei einem 2-Scheifen Beitrag zur Zweipunktfunktion muss die entsprechende Topologie
gemiB Abs. [3.1] aus

I(1+1) 2(2+1)
2 2

unabhéngigen Propagatoren bestehen. Beginnt man mit der kompliziertesten Topologie
(geméaf der Ordnung Abs. Pkt. [1), so ist dies die reine 5-Nenner-Topologie

=2(2-1)+ =5

t+q=1g—1)+

(6.1.1)

HM1 sH2, 3 5[4 545

welche im weiteren Verlauf als H-Topologie (“Halbkreis”) bezeichnet werden wird.
Um eine Wahl an Propagatoren zu treffen, muss die Impulserhaltung (Pfeilchen in
Glg. (6.1.1)) an jedem Vertex sichergestellt werden und man erhélt z.B.

Dl = l{?% — m%, D3 = (/Cl — k2>2 — TTL%,
Dy=ki—m3 Dy=(p—ky)?—m3, Ds=(p—Fk)>—mi. (6.1.2)
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D,

D,

Abbildung 6.1: Darstellung der Kontraktionen der H-Topologie auf 2-Schleifen Subtopolo-
gien; Propagatorindizes auf den Pfeilen geben Kontraktionen an, um zur Subtopologie zu
gelangen.
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Um eine Aussage dariiber treffen zu konnen, welche MlIs in der DGL auftreten werden,
ist es sinnvoll, sich die moglichen Subtopologien in Abb. anzuschauen, die iiber Kon-
traktionen von Propagatoren erreicht werden kénnen. In Abb. bezeichnen die Zahlen
auf den Pfeilen, iiber welchen Propagator kontrahiert werden kann, um zur Subtopologie
zu gelangen, wobei eine generische Wahl von Propagatoren D zu nehmen ist. Es gilt also
nicht zwangsweise, dass D4 der H- gleich D, der B-Topologie ist. Die einzige Ausnahme
ist der Ds-Propagator der & und B-Topologie. Dieser kann so gewahlt werden, dass er
immer dem Dj3-Propagator der H-Topologie entspricht.

In Abb. ist zu erkennen, dass nicht alle sechs Subtopologien grundsétzlich verschieden
und neu sind.

Die J7-Topologie, welche iiber Kontraktion von D3 der H-Topologie erreicht wird, ist ein
direktes Produkt zweier Integrale der, bereits im Grenzfall gleicher Massen analysierten,
1-Schleifen 2-Nenner Topologie J,, ., aus Abs. [5.1]

Ebenso lasst sich die Topologie J7 als direktes Produkt zweier Integrale aus 7, ., und Z,,,
darstellen, wahrend es sich bei dem Doppeltadpole Z7 ebenfalls um die bereits bekannte
1,-Topologie handelt.

In Abb. treten drei weitere Subtopologien auf, die bisher noch nicht betrachtet wur-
den. Die 4-Nenner Topologie B (“Baseball”), die sogenannte sunrise-Topologie S und die
Topologie Sy. Dabei ist Sy nur tiber einen Vertex mit den externen Beinen verbunden
und kann somit vom Rest des Graphen separiert werden. Es handelt sich um das zur
sunrise-Topologie zugehorige Vakuumdiagramm, welches man im Grenzfall p — 0 aus S
erhéalt.

Mit Hilfe von Abb. kann man bereits an dieser Stelle die moglichen Massenkonfigura-
tionen der Subtopologien, d.h. die Multiplizitat ihrer MIs, betrachten. So kann das MI
der J7 in einer und das MI B-Topologie in vier verschiedenen Konfigurationen auftreten.
Die MIs der S-Topologie hingegen nur in zwei, da, bei dem Ubergang von der B- zur
S-Topologie, immer der urspriinglich in der H-Topologie diagonal gegentiber liegende
Propagator kontrahiert werden muss. So resultieren die moglichen Kontraktionen, um
von der H- zur S-Topologie zu gelangen, in den zwei moglichen Massenkonfiguration
{my, my,m3} und {mq, ms, ms}, wie in Abb. verdeutlicht.

Analoge Betrachtungen fithren bei der Sp-Topologie auf die Massenkonfigurationen
{my, ms5, m3} und {mq, my, m3} und bei Jr auf sechs verschiedene Moglichkeiten, wobei
vier sowohl aus J als auch B und zwei ausschliellich der B-Topologie resultieren. Fir
die Z7-Topologie existieren (g) — 2 = 8 verschiedenen Konfigurationen mit m; # m;.

Wie zu erkennen ist, lasst sich bereits an diesem Punkt eine Vielzahl an Aussagen
iiber die auftretenden Integrale machen.

Eine anschliefende Analyse der H-Topologie geméfl Abs. zeigt, dass nur ein MI
Hi.1,1,1,1 mit vollem Indexsatz existiert und keine MIs mit negativen Exponenten auftreten.
Somit lassen sich alle weiteren MIs, eindeutig den in Abb. dargestellten Subtopologien
zuordnen.

Um eine visuelle Vereinfachung der folgenden DGL in Zusammenhang mit den Subto-
pologien zu ermoglichen, wird eine neue Notation eingefiithrt. Anstatt MIs mit unvollstan-
digem Indexsatz durch Topologieschreibweise H,, o 5,405 Wit 1; > 0 zu kennzeichnen,
werden diese in Form des MIs der zugehorigen Subtopologie ausgedriickt, wobei hochge-
stellte Indizes die Massen kennzeichnen. Besitzt die Subtopologie nur ein M1, so werden die
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H: {D17D27D37D47D5}
{OaD27D37D47D5} {DlaoaD37D47D5} {D17D27D3a07D5} {D17D27D3aD4a0}

{07D27D3707D5} {D1707D37D470} {07D27D3707D5} {D1707D37D470}

Massenkonfig: {0, mg, mg3,0,ms} {77;1, 0, ma, m4ﬂ,u0}

Abbildung 6.2: Darstellung der mogliche Kontraktionen und die daraus resultierenden
Massenkonfigurationen am Beispiel des Ubergangs von H — (B) — S-Topologie

H o= 7'[11111
B J7 ..
B:= 311110 jjz J711110
Sijk Z:;iikl:i} Si.jk;0,0 31— S1,1,1;0,0 So— (80)1,1,1:0,0 jz— Jz11,1500

Abbildung 6.3: Darstellung der fiir die DGL relevanten Topologien mit zugeordneten MlIs
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tiefgestellten Indizes unterschlagen und nur die Kennzeichnung der Massen vorgenommen.
Die Topologien, die in der DGL auftreten, sind in Abb. dargestellt, wobei gepunktete
Linien der Topologie das MI zuordnen, wahrend durchgezogene den Zusammenhang zwi-
schen den Topologien verdeutlichen.

Die insgesamt 30 Varianten der MlIs der ‘H-Topologie, die aus den verschiedenen Massen-
konfigurationen der in Abb. [6.3] dargestellten MIs zusammen mit den 8 Doppeltadpoles
entstehen, wurden bereits in [56] mittels einer per Hand durchgefithrten IBP-Reduktion
gefunden. In der vorliegenden Arbeit wurden diese, mit der Methode aus Abs. [5.2] repro-
duziert.

Um die Notation zu verdeutlichen, wird das MI Hg 11,11 betrachtet. Dieses stammt of-
fensichtlich aus der B-Topologie, da eine Kontraktion tiber D; stattgefunden hat (vgl.
Abb. . In der “neuen” Notation wird es als

_ prma2ms,m3ma __ 122,5,3,4
7'[0,1,1,1,1 - 81,1,1,1;0 =B

notiert, da die B-Topologie nur ein MI hat. Da die sunrise-Topologie vier MIs besitzt,
wird beispielsweise das Integral Ho 21,01 als

Ho2,1,01 = 322153
notiert, wobei die Topologien in Abb. und die MIs in Abb. dargestellt sind.
Das Hauptresultat dieser Arbeit, die DGL fiir das MI der H-Topologie lautet

an _
ds

4sN%’5’SN§’2’3’4’5’5 4SN?,4,SN;2,3,4,5,5
—Cx}—
(Dt s s an sy sp (< D O
—2s(D — 3)71245)

—m2+m24s)Z21:3:5.4. —m24m245)Z1:2:3.4.5,
+ 1 5 2Ty

(6.1.3a)

Z4‘5’3’1‘2’5

F NI BN (2m3(D — 3)B>**! + (D — 2)7**1) \

72:1,3,5,4,5

Nt s (2m3(D — 3)B4%%5 4+ (D — 2)J**°)

xS+~ P(6.1.3b)

75,:4,3,2,1,5

+ Ntz (2m3(D — 3)B*32 + (D — 2)J7?)

71:2,3,4,5,5

t gtz (2m3(D — 3)B*%34 + (D — 2)J7">*)

7

ms

+W21345_ (D —=2) (T + 511’5’3)} oc—OQ (6.1.3c)
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(m%—mi+s 75:4,3,2,1,5

((m%_mg+s)z4,5,3,1,2,s N

28N%,5,5N5,2,3,4,5,5

25Nf’4‘SN§’2’3'4’5’5

(m%fmgfs) (Zl,\/g,s,4,3,22 7z2,1,3,5,4,s>

1 202,53
+ N1,2,3,4,5,s) ~m3 (S
2

N ( (m%fmﬁfs>(Z1’2*3’4’5*37N?’4’s)

25N§’4’SN§’2’3’4’5’S

25Ni’5’3N§’2’3’4’5’S

421*8) <Z1,\/§,5,4,3,22 721,2,3,4,5“9)

2, 2 2,1,3,5,4,: 1,5, 2_
(e

25N}’5’SN§’2’3’4’5’5

(m%—mz+s)z5’4*3’2’1*5

23Nf’4’sN§’2’3’4’5’3

72,1,3,5,4,5

<(mf—m§+s)Z4’5’3*1’2’s N

25N}’5’SN§’2’3’4’5’S

28N§74,3N%,2,3,4,5,s

(m%—mi+s)25’4*3’2’1*5

2.Q2,5,3
- N},s,sN;,z,:sA,as) 'm551,2,1

(2139432 (3 —m3) (3 —)

((m%_m§+s)z4,5,3,1,2,s N

QSN},s,sNé,z,sA,s,s

1,4,3

25N§’4’SN$’2’3’4’5’S

N2,4,5Né,2,3,4,5,8
1

1,4,3
+ 81,1,2

2¢cl4,3
) 'm182,1,1

25,3
)m%S

2,1,1

)

)} -

(6.1.3d)

2
'm481,2,1 ) )

(6.1.3f)

wobei die Graphen der MlIs, die in den Termen auftreten, zur visuellen Gliederung hinter
diesen Termen notiert wurden.

In der DGL sind die MIs kalligraphisch und Polynome in normalem Schriftsatz notiert.
Die 3 auftretenden Polynome sind im Anhang zusammengefasst, wobei hochgestellte
Zahlen Massenindizes und ein hochgestelltes s das Impulsquadrat bezeichnet.

Es zeigt sich, dass sich die rationalen Vorfaktoren aller Terme auf ein Zéhlerpolynom 7
und zwei Nennerpolynome N; und Ny reduzieren, die gewisse Symmetrieeigenschaften der
‘H-Topologie widerspiegeln.

Das Polynom Ny involviert immer ausschlieflich Massen (mq,ms bzw. mgy, my), die sich
bzgl. des “Symmetriepropagators” Dj gegeniiber liegen. Es ist vollstdndig symmetrisch
unter deren Vertauschung (vgl. Glg.(6.1.1))).

Ng, welches alle fiinf Massen involviert, ist symmetrisch unter paarweiser Vertauschung
von (1 <» 2,4 < 5) sowie (1 <> 5,2 <> 4). Diese Massenvertauschungen spiegeln die
Translationsinvarianz der H-Topologie bzgl. ky — ks und k; — p — k; wider.

Weiterhin ist festzustellen, dass alle MlIs aller relevanter Subtopologien, in allen 21

moglichen Massenkonfigurationen auftreten. Allerdings ist auch zu erkennen, dass diese
nicht mit vollig unabhéngigen Vorfaktoren eingehen.
In Term erkennt man, dass die MIs der J7, der Sy und das MI &; der Sunrise-
Topologie einen gemeinsamen, rationalen Vorfaktor haben. Diese drei Subtopologien
haben gemeinsam, dass sie in hohem Mafle symmetrisch sind. Die beiden MIs S /o sind
vollstdndig symmetrisch unter Permutationen der Propagatoren (/Massen), wiahrend das
MI J7 symmetrisch unter den gleichen Vertauschungen wie das Nennerpolynom /N ist.

In den MIs der B-Topologie, die Terme in Glg. , erkennt man ebenfalls
ein Muster. Jedes dieser MIs teilt einen gemeinsamen Vorfaktor mit einem MI der Jz-
Topologie. Dabei féllt auf, dass das MI der B-Topologie immer mit der Masse des Tadpoles
in der Jz-Topologie multipliziert wird. Weiterhin erkennt man, dass das zugeordnete
MI der Jz-Topologie niemals aus dem B-MI gewonnen werden kann, mit dem es den
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gemeinsamen rationalen Vorfaktor besitzt, welche unter Massenvertauschungen ineinander
iibergehen.

Wenn man zuriick zur H-Topologie Glg. geht, so wird dass Muster der Anordnung
zwischen MIs der B- und Jz-Topologie klar.

Die Propagatoren Dy und D, der B-Topologie (vgl. Abb. liegen sich bzgl. einer
horizontalen Symmetrieachse in der H-Topologie gegeniiber (vgl. Glg. (6.1.2))). Im J-Anteil
des zugeordneten J7-MIs findet man immer die an der Symmetrieachse D3 der ‘H-Topologie
gespiegelten Massen. Es gilt also {m;, ms}5""" < {mg,m4}%’D2 bzw. {mg, my}g-"" <
{mq, m5}?II’D2 fiir in der DGL zugeordnete MIs der B- und Jz-Topologie. Ebenso gilt,
wenn der Propagator Dy von B die Masse m; triagt, so wird der Tadopole des zugeordneten
Jz-MIs die in ‘H an Ds gespiegelte Masse haben (siche z.B. {m;}5> {mg}% in
Term (1.3H)).

Die zwei MIs der Jz-Topologie, die ausschlieSlich aus Kontraktion der B-Topologie
gewonnen werden koénnen und die Masse mg auf dem Tadpole haben, besitzen einen
gemeinsamen rationalen Vorfaktor (siche Term (/6.1.3¢))).

Die sunrise-MIs, bei denen einer der Propagatoren quadratisch eingeht, Term (6.1.3d])-
, stehen ebenfalls mit der Symmetrie der urspriinglichen H-Topologie in Verbindung.
Bei der J7-Topologie besitzen die MIs, bei denen die Masse mg3, die in der H-Topologie
dem “Symmetriepropagator” D3 zugeordnet war, auf dem Tadpole liegt einen gemeinsamen
rationalen Vorfaktor. Ebenso ist es bei den sunrise-MIs in Term , bei denen die
Masse mg quadratisch eingeht.

Bei den MIs Ss11 in Term , bei denen der Propagator mit der Masse m; bzw.
ms quadratisch eingeht, sind die Polynome unter Massenvertauschungen {m;, ms} <«
{ma, m4} identisch. Dabei ist zu beachten, dass das Polynom

ZhVesa32t _ ¢ (mf + m% — 2m§ + mi + mg) — (mg — m%) (m?1 — mg) — 52

unter dieser Vertauschung symmetrisch ist.
Die Massen m; und ms sind in der H-Topologie Propagatoren zugeordnet, die ausschliellich
von einem Schleifenimpuls k;, nicht aber vom externen Impuls abhéngen.
In den Termen , bei denen der Propagator mit m4 bzw. ms quadratisch eingeht, ist
dies nicht der Fall. Hier gibt es einen identischen Anteil, der bereits in den Termen ((6.1.3d)
auftritt und einen “Storterm”, der nicht unter Massenvertauschungen ineiander tibergeht.
Zusammenfassend wird festgestellt, dass sich die Symmetrie der H-Topologie zu einem
hohen Grad in der DGL widerspiegelt, da in der DGL anstatt 21 moglicher, nur
drei verschiedene Polynome auftreten. Dabei ist hervorzuheben, dass MIs, bei denen
der urspriingliche Symmetripropagator D3 der H-Topologie eine ausgezeichnete Rolle
einnimmt (S;; und J7™™?) gemeinsame Vorfaktoren haben. Die restlichen Mls (bis
auf Sj21) spiegeln dies in der Gleichheit der Vorfaktoren bis auf Massenvertauschungen
wider. Allerdings ist festzuhalten, dass die Zahlerpolynome i.A. nicht die Symmetrie der
zugeordneten MI wiederspiegeln. So ist z.B. der Vorfaktor in Term (/6.1.3al) unter keiner
der Vertauschungen symmetrisch, unter denen die MIs J7 und &, /o symmetrisch sind.
Dass es iiberhaupt zu einer derartigen Anordnung der MIs der Subtopologien kommt, ent-
spricht zwar der naiven Erwartung, kann aber vor Durchfiithren der eigentlichen Rechnung
nicht mit Sicherheit gesagt werden.
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Im Grenzfall gleicher Massen m; = m vereinfacht sich Glg. (6.1.3)) zu

dH . 1 (4m2 — 3) ((D _ 6)5 + 6m2)
ds mi=m 12m* — Tm?2s + 2 <_ 95 H+(3B—-D)Ts
4D — 3)m” 1 2 2—D 3D — 8
+&B+<D_z>(_2__>jz+< s, + BD=8)5
S m s
2(m?+ s)

S

_ _gm> , (6.1.4)

Mit Hilfe von Glg. wurde ein minimaler Selbstkonsistenzcheck durchgefiihrt, indem
sie sowohl durch das Gleichsetzen der Massen in Glg. , als auch durch direkte
Generierung mit der Methode aus Abs. erzeugt wurde. Die somit erhaltenen DGLs
sind gleich und besitzen eine konsistente Massendimension.

Einige weitere spezielle Massenkonfigurationen von Glg. , die bei QCD- und
QED-Propagatorkorrekturen auftreten, sind Anhang in den Glgn. — dar-
gestellt.

6.2 Die DGLs der B- und S-Mls

In der Differentialgleichung des MIs der H-Topologie sind zwei, bisher in dieser Arbeit
nicht betrachtete MIs aufgetaucht. Wie aber bereits in Abs [f] verdeutlicht, ist die Kenntnis
der Inhomogenitat der zentrale Punkt, um mittels der Differentialgleichungsmethode
ein analytisches Ergebnis zu erhalten. Daher werden die DGLs dieser MIs im folgenden

betrachtet.
Dy D2

D,

Abbildung 6.4: Vollstandige Charakterisierung der B-Topologie mit D; = k? — m?,
Dy=k3—m2 Dy=(p—ki —ky)> —m3und Dy = (p—k1)> —m? und S = kop

Die B Topologie ist vollstandig durch die Wahl der Propagatoren
Dy =k —mi, Dy=kj—m3 Ds=(p—ki—k)®—mj  Di=(p—Fk)*—mj

Sy = kap
bestimmt. Allerdings wurde bereits festgestellt, dass keines der MIs der H-Subtopologien

irreduzible Skalarprodukte enthélt. Daher wird sich hier und im weiteren Verlauf lediglich
auf die “physikalischen” Propagatoren der Topologie beschriankt. Weiterhin wird die
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D

D,

Abbildung 6.5: Vollstéindige Charakterisierung der S-Topologie mit D; = k? — m?,
Dy =ki —m3, Dy = (p—k; — ky)? —m3 und Sy = kyp und S = kyp

bereits eingefithrte Notation beibehalten, wobei eindeutige Massenkonfigurationen nicht

explizit geschrieben werden.
Die DGL fiir das MI der B-Topologie lautet

B 1 1
== SNT<§ (2= D) (m? = m3)* + (D = 4)s* + 25 (m3 + m3) ) B
1
2

— (m} —mj + 3s) miS,1y ) , (6.2.1)

1 1
+ (mf —mi+ s) <—(2 — D)S§’3’4 + 5(3D — 8)811’2’3 — m%Sllgf — m38111223

wobei Ni’j * das Nennerpolynom aus ist, welches bereits in Glg. auftrat.

In dieser DGL tauchen alle MIs der sunrise-Topologie auf. Man erkennt, dass sich offen-
sichtlich die Symmetrie des Graphen bei der getétigten Propagatorwahl in der DGL
widerspiegelt. Dabei ist der homogene Anteil der DGL vollstdndig symmetrisch und die
Inhomogenitét vollstandig antisymmetrisch unter der Vetrauschung m; <+ my .

Die DGL ist bereits bekannt und wurde in [12] analytisch um s = 0 entwickelt und
numerisch um singuldre Punkte ausgewertet. Die DGL und Glg. (2) aus [12] sind
nach Durchfiihren einer Wick-Rotation gleich. Daher kann dies als Konsistenzcheck der
verwendeten Methode aus Abs [5.2] angesehen werden.

Fiir die DGL der sunrise-MIs wird die bisherige Notation minimal angepasst werden.
Wie bereits gesehen (vgl. Abb , besitzt diese Topologie, als einzige der hier betrach-
teten Topologien, mehrere MIs mit vollem Propagatorsatz. Dabei ist die vollstandige
Charakterisierung der Topologie z.B. durch die Wahl

Dlzk%_m%a Dzzkg_m; D3:(p—k1—k2)2—m§, Si1 = kip, Sy =kap

gewahrleistet (vgl. Abb. . Im folgenden werden die MIs, bei denen ein Propagator
quadratisch eingeht (vgl. Abb. durch Sg notiert, wobei 7 den Massenindex des
Propagators angibt, der quadratisch eingeht. Das MI Si’j * wird von nun an als S; notiert,
da die Massenkonfiguration eindeutig ist.
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Die DGLs fiir die MIs sind
dS; (D —=3)S1  miS} +m3S; +miS;

= 6.2.2
ds S S ( )
ds: Sy (D-3 ik @i ik,j i,(3.k) i (i
- ast (2N<—>) (2m2PPs] + 2mEPYISk - PEUOS 4 (3D - 8)Q"00S, )

- 4( 2N(i—3 B <Ri’j’kfz” + Ry I — 2mR} kﬂ)lfﬁk) ’ (6.23)

mZ 2

wobei die hochgestellten Indizes in Glg. mit 7,5,k € {1,2,3} 11 # j # k # 1 die
Massen bezeichnen. Die Polynome sind im Anhang [B.2.T] aufgelistet.

In den Glgn. , spiegelt sich die Tatsache wieder, dass die S-Topologie mehrere
MIs besitzt. Dies fithrt dazu, dass man gekoppelte DGLs erhalt. Die erstellten DGLs
sind bereits bekannt [13] und wurden u.a. fiir den Grenzfall p* = 0, d.h. fir S — S,
gelost und somit die Integrationskonstante bestimmt. Die im Rahmen dieser Arbeit
generierten Glgn. (6.2.2)),(6.2.3) stimmen nach Durchfiihren einer Wick-Rotation mit den
in [13] angegeben iiberein, was den zweiten Konsistenzcheck der in Abs. beschriebenen
Methode darstellt.

Fiir den im Anhang dargestellten Grenzfall gleicher Massen, lassen sich die DGLs
in Form einer DGL zweiter Ordnung fir &; entkoppeln, in D = 2 und D — 4 analytisch
16sen und um singuldre Punkte in entwickeln [3243].
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Kapitel 7
Abschlielender Ausblick

Bevor der aktuellere Fortschritt in Bezug auf die sunrise-MI vorgestellt werden kann, ist
es notwendig, dass ein kleiner Ausblick auf die Entwicklung der Ergebnisse fir D = 4 — 2¢
um € = 0 gegeben wird. Weiterhin wird beispielhaft betrachtet, welche Techniken und
Funktionen einen guten Rahmen geben, um mit MIs in der Inhomogenitit von DGLs
hoherer Schleifenintegrale weiterarbeiten zu konnen. Im Anschluss dieser Betrachtungen,
wird die Besonderheit der massiven sunrise-Topologie verstiandlich werden und es wird
plausibel, warum eine ausfiihrlichere Beschéftigung mit ihr interessant ist und wo sich die
Ergebnisse dieser Bachelorarbeit einordnen lassen.

7.1 Ausblick zur e-Entwicklung

In Abs. wurde mittels der Differentialgleichungsmethode das MI der 7-Topologie im
Grenzfall gleicher Massen in euklidischer Metrik zu

D D 9\ D=4 4—D 3 t
j171 =n2I <2 — 5) (m ) 2 2F1 (]_,T, 5, —m) (711)

berechnet. Dieses Ergebnis ist in beliebigen D-Dimensionen. Zur Berechnung physikalischer
Sachverhalte muss der Ubergang zu den physikalischen D = 4 Dimensionen betrachtet
werden. Dazu ist es niitzlich, die Reihenentwicklung D = 4 — 2¢ um € = 0 zu betrachten,

was dazu fihrt, dass in Glg. (7.1.1) die Reihenentwicklungen der Terme

D, o\D—4 2 2\ —¢
w2 (m°) 2 = (mm*) ™) <, (7.1.2a)
D
T (2 - —) =T (6)| (7.1.2b)
2 D=4
4—-D 3 t 3 t
Fi(1 == =511 e 7.1.2
2471 ( ) 2 727 4m2> Dt 241 < 76727 4m2> 0 ( C)

betrachtet werden miissen.
Die e-Entwicklung des Massenterms ist trivial.
Fiir die T-Funktion lasst sich die e Entwicklung, wie z.B. in [59] gezeigt, auf die
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Entwicklung des Ausdruckes

() = T exp (Z e vEe>

n=2

zuriickfiihren, wobei vz = 0, 577 die Euler-Mascheroni-Konstante ist und ¢(n) = >, 1/;5"
der Dirichlet-Reihe entspricht. Der Pol der I'-Funktion bei 0 wird sich als 1/e in der e-
Entwicklung niederschlagen.

Da die hypergeometrische Funktion 5 F} analytisch in ihren Parametern ist, wird in
der e-Entwicklung keine Singularitit fiir ¢ — 0 auftreten. Es gibt verschiedene Ansétze
diese e-Entwicklung in beliebiger Ordnung zu erreichen, je nachdem ob man von einer
Integral- (z.B. [15]), einer Summendarstellung (z.B. [38]) oder einer Diffenrentialgleichung
(z.B. [26]), die durch o F; erfiillt wird, startet.

Dabei konnte fir die in J;; auftretende Funktion oF} (1,6;%;—#) in [26] (Theo-
rem I, (1a)) gezeigt werden, dass sie sich in beliebiger Ordnung in € durch Terme ausdriicken
ldsst, die sich vollstdndig durch multiple Polylogarithmen (multipliziert mit Potenzen von
Logarithmen) darstellen lassen. Diese Tatsache wird fiir das Verstandnis im Verlauf dieses
Abschnittes wichtig werden.

Die folgenden e-Entwicklungen der hier vorliegenden hypergeometrischen Funktion wurden
unter Zuhilfenahme des MATHEMATICA Pakets HypExp 2 |25] bestimmt.

Aus den Betrachtungen der Terme (|7.1.2a))-([7.1.2c) kann somit geschlossen werden,
dass bei der e-Entwicklung des Integrals 71 1 Terme der Ordnung O(e™!), O(€°), O(e'), ...
auftreten werden. Welcher dieser Terme relevant ist, hangt von der jeweils zu bearbeitenden
Fragestellung ab.

Im einfithrenden Abschnitt wurde festgestellt, dass UV-Divergenzen im Rah-
men der dimensionalen Regularisierung als Pole im Grenzfall D — 4 auftreten werden.
Offensichtlich wird durch die Entwicklung des Integrals in O(e™!)

1
Ji= -1 - 1 +0(€°)
O(e?) O(")

die UV-Divergenz als 1/e-Pol “greifbar”. Sehr technisch gesprochen, erméglicht die Kennt-
nis der in € — 0 divergenten Terme, sogenannte Konterterme einzufithren, die zu Graphen
fithren werden, welche u.a. die Divergenz mit entgegengesetztem Vorzeichen enthalten. Da
bei der Berechnung physikalischer Observabler tiber alle relevanten Graphen summiert
werden muss, werden die Observablen schlussendlich in den physikalischen D = 4 Di-
mensionen endlich. Da eine tiefer gehende, physikalische Motivation dieses skizzenhaft
dargestellten Verfahrens im Rahmen der in dieser Arbeit vorgestellten Aspekte von Quan-
tenfeldtheorien nicht moglich ist, wird sich an dieser Stelle auf die Aussage beschrankt,
dass fiir die Bestimmung von Kontertermen die Kenntnis des Pols ausreichend ist.

Bei der Berechnung physikalischer Observabler (z.B. von Wirkungsquerschnitten)
sind auch endliche Beitrage relevant. In diesem Fall muss somit eine Entwicklung bis

O(e") betrachtet werden, was dazu fiihrt, dass die Terme (7.1.2a)) und (7.1.2d) bis O(e')
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entwickelt werden miissen. Man erhélt somit

2 [Am?2 + ¢ t
Ji1= T 2|2 m”+ tanh ! — | — 2+ log (m27r) + YE +O(e) -

~ P o aus (T1.2a) O(e) aus (7.1.2b) O(%)
aus (7.1.2) O(e)

Terme hoherer Ordnung in € werden beim Ubergang D — 4 (e — 0) verschwinden, d.h.
nicht zur Observablen beitragen.

Trotzdem ist es wichtig, dass man diese Ordnungen kennt und ein Grund dafiir liegt

in den bereits vorgestellten, direkten Produkten aus Topologien. Als die Subtopologien
der H-Topologie (Abb. betrachtet wurden, wurde festgestellt, dass die J7- und Jz-
Topologien Produkte der bereits bekannten 7,,, ,.,- und Z,,-Topologien sind. Ebenso sind die
MIs ‘7717171,1 =T1-Jhgund Jz111 = Ji - Iy Produkte bereits berechneter MIs. Daraus
folgt, dass z.B. die Kenntnis des MI J7, , ,, bis O(¢’) erfordert, dass die Entwicklung des
Integrals J; 1 bis € bekannt ist, da es mit dem 1/e-Term aus der Entwicklung des jeweils
anderen [J;; multipliziert wird.
Es ist leicht vorstellbar, dass in héheren Schleifenordnungen MIs von “Produkttopologien”
auftreten werden, die aus mehr als zwei bereits bekannter MI bestehen werden, welche
jeweils 1/€"-Terme besitzen. Daher ist es erstrebenswert, die Entwicklung von MIs bis zu
beliebiger Ordnung in € durchfiithren zu kénnen.

7.2 Ausblick zur Integration iiber Inhomogenititen

Der Abschnitt, der uns zum Verstandnis der Besonderheit der sunrise-MI fithrt, beschéf-
tigt sich mit der Integration der in der Inhomogenitit der DGLs auftretenden MIs der
Subtopologien, wobei in diesem Zusammenhang der Grundgedanke iterierter Integrale
vorgestellt werden wird.

In Abs. |6.1f wurde festgestellt, dass sich die DGL der H-Topologie im Grenzfall gleicher
Massen zu

dH B 1 (4m? — s) ((D — 6)s + 6m?) 4(D — 3)m?
ds S ©12mA — Tm?s + 52 (_ 2s H+B-D)s+ b
12 2—-D 3D —38 2 (m?
“(D-2) (W _ g) g+ 2D | )5, 2m™t S>$1,1,2>7.2.1)

vereinfacht. In dieser Gleichung treten die MIs der J7- und Jz-Topologie auf, die in dieser
Arbeit berechnet wurden. Um das Beispiel moglichst tibersichtlich zu halten, wird im
weiteren Verlauf skizziert, wie die Integration der vermeintlich einfachsten Inhomogenitét,
des Jz-MI, funktioniert.

Es ist folglich die Losung der DGL

dHE 1 <(4m2 +t)(6m? — (D — 6)t)

12
o E o - = E
dt — 12m4 + Tm? + 2 2t He+(D-2) (m2+t>jI ) ’
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die nach Durchfithrung der Wick-Rotation gemaf3
H—HE, Tr— T s— —t

aus Glg. hervorgeht, von Interesse. Hierbei kennzeichnen die Indizes R und E, dass
es sich um die reduzierte Gleichung (R) in euklidischer Metrik (E) handelt. Beide Indizes
werden im weiteren Verlauf unterdriickt.

Diese DGL soll analog zu Abs. mittels Variation der Konstanten gelost werden. Fiir
die Losung H;, der homogenen DGL erhéilt man

D—-4

(3m? +t) 2

Hu(t) =C ; :

sodass nach der Variation der Konstanten C' — C(t) die DGL

dC(t) 1 12 o
& - mmirmeee P2 <ﬁ N ?) Iz (Ha(0))
(D= 2P (mA)P 2m? + 1) (3m? + t)¥r 2-D\ . (41-D
B 4m?2 +t 2 2
A-D 3 ¢
9Py (1, 5y —4m2> (7.2.2)

integriert werden muss. Dabei wurden in Glg. bereits die Ergebnisse fir Ji,
(Glg. (7.1.1)) und Z; (Glg. (A.1.4)) eingesetzt.

In Abs. 5.1 wurde die Integration tiber Terme, die &hnlich den Termen vor der hypergeome-
trischen Funktion sind, integriert. Dort wurde durch Reparametrisierung des Integranden
eine Darstellung von o F; gefunden. Eine ahnliche Herangehensweise wiirde in Glg. ,
falls iiberhaupt moglich, auf Grund des nicht trivialen Integranden ungemein schwerer
durchfithrbar sein. Daher ist es in solchen Féllen sinnvoll, bereits den Integrand und nicht
erst das Endergebnis in € zu entwickeln sowie die ¢-Integration Ordnung fiir Ordnung in e

durchzufihren.
Eine e-Entwicklung von Glg. (7.2.2) bis O(¢°) iiberfiihrt die Bestimmung von C(¢) auf die
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Integration
C(u) 2m’ 2u n 1 N 1 1 1
u = — — 1 u
¢ w?—u+1l w—-u+l l-u wu
27t U 1 1
e - =) (20 — log (u? —u+1) + 2log(1 — ) | d
T Ku2_u+1 u2—u+1+u)(a og (u* —u+1) +2log(l —w)) | du
24
€
+ 2u " 1 N 1 1 4
3 N - — u
3 wou+l w—u+l l-u u

u 1 1 )
{<_u2—u+1+u2—u+1 _a> (210g(1—u) (4o = 2log (v* — u +1) +log(u))

+27r4/{<uz+u+l—%—ﬁ)mz(u)}duww“/{(a—ﬂ—a::aﬂdv,

(7.2.3)

die sich nach der Variablentransformation

L N b 1) 05<u<1  d m dt
U= — _— : U U =
2 4m?2 +t T \/f(4m2—|—t)3/2

und Partialbruchzerlegung ergibt. Hierbei bezieht sich die Transformation [(u — 1 — u =: v)]
immer ausschliellich auf das direkt vorangegangene Integral und fiir die Konstante « gilt

a =log(m) +vg — 1+ log(m) .

7.2.1 Einschub: Ausblick zu Polylogarithmen und iterierten In-
tegralen

In Glg. im letzten Integral in O(e) steht der bisher in dieser Arbeit noch nicht
besprochene Dilogarithmus, welcher aus der Entwicklung von o F; in Glg. hervor-
geht. Um diesen einzufithren und weitere Grundgedanken zu verdeutlichen, werde ich
vereinfacht der Motivation in [40] Kap. 3 folgen, indem eine systematische Betrachtung
der durchzufithrenden Integrationen in beginnend bei O(e?) skizziert wird.

Der Beitrag zu C(t) in O(e72) ist das Integral iiber die rationale Funktion

7 (2 — du(u(2u — 3) +2))
e (u—Du((u—Nu+1)

Qs =
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Nach Durchfithren einer Partialbruchzerlegung erhélt man

0., 2 (1 1 .
T e U y+eF u4e @) 1-u

und es ist offensichtlich, dass die rationalen Funktionen zwar abgeschlossen unter Dif-
ferentiation, nicht aber unter Integration sind. Allerdings reicht die Einfiihrung einer
zusatzlichen, transzendenten Funktion

/ du {log(u —a)+ const a € C\R

u—a |log(|lu—al|) +const a€R

um die Integration rationaler Funktionen zu erméglichen, sodass man in O(e™?)

/Qe—Q(WdU = 2_7;4 (_ log(1 — u) — log <—u + e%) — log(u) — log (u + e%))

€

_ 27" (log (u® — u+1) +log(1 — u) + log(u))

€

erhélt. Von nun an werden Integrationskonstanten unterdriickt, da sie am Ende sowieso
in die Randbedingung fur C(t) absorbiert werden.

Um O(e71) in Glg. zu erhalten, miissen Produkte von rationalen Funktionen
und Logarithmen integriert werden. Es stellt sich somit die Frage, ob und welche wei-
teren transzendenten Funktionen eingefithrt werden miissen, um Ausdriicke der Form
[ P(u)log(u) zu integrieren. Diese Fragestellung wurde von Kummer bereits im Jahr
1840 [29] beantwortet, der zeigte, dass die iterierte Integration

Jr(fon)o

zweier rationaler Funktionen P, () auf eine neue transzendente Funktion, den Dilogarithmus
Liy fithrt. Ebenso ldsst sich das Ergebnis der iterierten Integration dreier rationaler

Funktionen
/S (/P (/thl) dtg) dts

vollstandig durch rationale Funktionen, Logarithmen, Diloagarithmen und eine weitere
transzendente Funktion, den Trilogarithmus Lis darstellen [29].
Dabei ist der Dilogarithmus durch

u

Lia(u) = — / log(1 — )

0

dt
t
und der Trilogarithmus durch

t

Liz(u) = / Liy () 2L
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gegeben. Es ist leicht zu erkennen, dass man eine natiirliche Erweiterung dieser Funktionen
auf den n-ten Polylogarithmus durch

Liy (1) = / Lin_l(t)%

0

erhalt. Wenn man

Liy = —log(l —u) = [ ——
i og(l —u) / T

0
definiert, so ist Li, durch das iterierte Integral

u to t1 u

_ dt \ dt, dt s B
Li, = . — | — ... =: n
In(1) / / / 11—t ] 4 tros / w0
0 0 0

mit gt
wo(t) = " und  w(t) = ——

gegeben, wobei, auch wenn nicht explizit geschrieben, |u| < 1 weiterhin wie in Glg. (7.2.3))
gilt. Die Kurzschreibweise ist so zu lesen, dass die ganz linke Integration als letzte
auszufiihren ist. Eine ausfiihrliche Darstellung von Polylogarithmen findet man in [35].

Betrachtet man nach dieser Vorbetrachtung den Beitrag in O(e™!) zu Glg. (7.2.3)

ot U 1 1
I = — Z ) (2a—-1 2_ 1) + 2log(1 — d
¢ € /(uz—u—l—l u2—u+1+u><a og(u Ut )+ og(u)) u

so erkennt man in den unterstrichenen Termen sofort die Darstellung des Dilogarithmus
Lis(u). Fiir alle anderen Terme miissen etwas kompliziertere Transformationen gefunden
werden, welche auf Logarithem und Dilogarithmen komplexer Argumente fithren. Auch
wenn diese in I.-1 noch relativ einfach zu finden sind, ist dies bei hoheren Ordnungen und
schwierigeren Integralen schwer bzw. unmoglich.

Diese Tatsache fithrt dazu, dass gut motivierte Erweiterungen von Polylogarithmen ein-
gefithrt wurden, welche sich als iterierte Integrale darstellen lassen und bei der Berechnung
von Feynmanintegralen hilfreich sind.

Die Darstellung der klassischen Polylogarithmen als iteriertes Integral wurde durch
die beiden 1-Formen

dt dt
Apory = {wo(t) =5 wi(t) = m}

mit einer Integration gemaf

u

Li,(u) = /wn = /wo...wowl
——
0

0
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dargestellt. Lasst man den Satz der 1-Formen gleich, erlaubt aber eine Verdnderung der
Reihenfolge mit

u u u

Lin ng.mm (U) = /wm,m ..... o = /wmwm Wy, = /wo...wowl WO Wy W1+ Wo...Wo W
—— —— ——
0 0 0 ni—1 no—1 N —1

erhéalt man multiple Polylogarithmen in einer Variable.
Eine minimale Erweiterung von Ap,, um eine weitere 1-Form auf

dt dt dt
Anpr = {— }

t1—t 1+t
fihrt auf harmonische Polylogarithmen in einer Variable [44] (HPLs), die sich als iterierte
Integrale mit w; € Appr, darstellen lassen. Andere Erweiterungen von Ap,, fithren auf
zyklotomische harmonische Polylogarithmen [2] (CHPLs), 2-dimensionale harmonische
Polylogarithmen [18,|19] (2dHPLs), multiple Polylogarithmen in mehreren Variablen [21]
(MPLs) bzw. Hyperlogarithmen [33] (HYPLs).

Um Glg. zu berechnen, bieten sich zyklotomische harmonische Polylogarithmen

an. Diese bestehen aus iterierten Integralen iiber

Ayt = {%} U {%@’ keNL,0<I< deg((bk(t))} , (7.2.4)

wobei @ (t) das kte zyklotomische Polynom [60]

oty = ] (t—e%'i%)

1<I<k
ggT(l,k)=1

bezeichnet. Die ersten 10 zyklotomischen Polynome sind durch

Oy(z)=2—-1 Py(x) =2 +1

Py(z) =2+ +1 Py(z) =2 +1

Os(z) = +2° + 2 +2+1 bg(z) =2 —z +1

Pr(x) =2 +2° + 2+ 27 + 2%+ + 1 Pg(r) =2t + 1

dy(z) = 2% +2° +1 dyp(z) =a* -2 +2> —x+1

gegeben und ein Vergleich mit Glg. (7.2.3)) zeigt, dass dort als nicht triviale Integration
das zyklotomische Polynom ®4 im Nenner auftritt.
Mit Glg. (7.2.4) werden die zyklotomischen harmonischen Poylogarithmen durch
%(log(u))k wenn (ky, k2, ..., ky,) = (0,0,...,0)
Covts i (W) =4 (7.2.5)
[ty -cztn (1) wenn (ks ko, k) # (0,0,....,0)

.....
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mit

dt ¢
wy(t) = " und Wi (t) = B 1)

definiert, wobei der Index m als Gewicht bezeichnet wird.

Mit Hilfe der zyklotomischen Polylogarithmen wird die Integration in Glg.
trivial, da man nur noch die Darstellung der Produkte aus Logarithmen als zyklotomische
Polylogarithmen finden muss, was durch Differentiation im Integranden getan werden
kann.

Die relevanten Darstellungen in sind O(e™1)

log(®g) = log(1 —t + ) = 2C5(t) — CJ(t)
log(—®1) = log(1 —t) = CY(t)

——dt; 0 < < deg(Px(t))

und in O(e%)

log? (1—1) 26?:?(15)
log*(1 =t +1%) = 2 (Cgs (1) — 2 (Cgjs (1) + Cis (1)) + 4C 5 (t))
log(1 —t)log(t) = Co (t) + Cp(t)
log(1 — t)log(1 — t + %) = 2 (Cg7 () + Ci6 (1)) — (Cay(t) + Ci5 (1))
Liy = —Co (1) .

Damit wird Glg. (7.2.3)) zu

C(w) =( )(08<u> ~COu) + COu) — 2CH(w))

ot N 76
€2 3

40 () — Co(u) + CAw) + CR(1 — ) — CR(1 — )+ CL(1 — w)

e [+ [ )] o -wtr-+) et +cio - 2cio)
+ (4a® +4) 7 (Cg(u) — Cg(u) — Cg(u) + C(1 —u) — Cg(1 —u) — CJ(1 — u))

[+ [ ) |- i - o) @ (est0 + b + et

—4(2(CY5(t) + Cai (1)) — (Cle(t) + Cot(t))
42 (COR(t) — 2 (CUA(E) + CRA(1)) + AL (1)

~ta 26}(1) - C3l0) - 262(1)

/ / [ t) +uh( )+W8(t))céj?(t)] , (7.2.6)

wobei eckige Klammern geméafl Def. ([7.2.5)) zu integrierende Ausdriicke anzeigen.
An dieser Stelle ist die Berechnung von HE abgeschlossen, da es gelungen ist, das Integral
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iiber die Inhomogenitat vollstandig durch zyklotomische harmonische Polylogarithmen
auszudriicken. Alle weiteren Schritte sind vergleichsweise trivial und bringen keine weiteren
Einsichten.

7.3 Zusammenfassender Ausblick

Auch wenn das vorangegangene Beispiel sehr konkret und vergleichsweise einfach ist,
werden an ihm wichtige, allgemeinere Herangehensweisen im Umgang mit den Inhomo-
genitaten in Differentialgleichungen fiir MlIs offensichtlich, sodass die in dieser Arbeit
betrachteten Beispiele und Techniken in einen allgemeineren Rahmen eingebettet werden
koénnen.

Ausgehend von der Fragestellung, wie ganze Klassen von skalaren Feynmanintegralen
gelost werden konnen, wurde die Zusammenfassung zu Topologien vorgestellt, welche
aus dem minimalen Satz an Propagatoren und irreduzibler Skalarprodukte bestehen,
wobei der Ubergang vom skalaren Feynmanintegral zu Integralen der Topologie mittels
trivialer Tensorreduktion erfolgt. Weiterhin wurde gezeigt, dass sich die Betrachtung
ganzer Topologien mit Hilfe von IBP-Identititen auf das Berechnen weniger MIs reduziert.
Zur Berechnung der MIs wurde die Differentialgleichungsmethode betrachtet, in welcher
man versucht, fiir das betrachtete MI eine inhomogene, gewohnliche DGL erster Ordnung
in Mandelstamvariablen (oder Propagatormassen) zu losen. In dieser Methode liegt
die wesentliche Schwierigkeit in der Integration iiber die Inhomogenitat, die aus einer
Linearkombination von weiteren MlIs der Topo- und Subtopologien, multipliziert rationalen
Funktionen in den Massen und kinematischen Variablen, besteht.

Welche Voraussetzungen notwendig sein werden, um diese Integration tiber die Inho-
mogenitat vornehmen zu kénnen, sind schon aus dem vorgestellten Beispiel ersichtlich.
Die Grundvoraussetzung ist offensichtlich die Kenntnis der Entwicklung der Inhomogeni-
tat bis zu hinreichender Ordnung in €, welche sich in dem betrachteten Beispiel auf die
Kenntnis der nicht trivialen Entwicklung von oF; bis O(€?) reduzierte.

Ist diese Entwicklung durch iterierte Integrale darstellbar, die einer der angesprochenen
Erweiterungen der klassischen Polylogarithmen entsprechen, so kann versucht werden
eine Variablentransformation zu finden, welche die Integration iiber die Inhomogenitét in
Darstellungen iterierter Integrale hoheren Gewichtes tiberfiihrt.

In dem betrachteten Beispiel fithrt die e-Entwicklung von oF; nach [26] auf multiple
Polylogarithmen, von denen die Spezialféille der Logarithmen und Polylogarithmen in
Glg. auftraten. Durch die Variablentransformation

MR N Loyq) 05<u<1  dt—d m dt
U= — —_— ; u U=
2 4m?2 +t T \/E(4m2+t>3/2

wurde erreicht, die t-Integration in Darstellungen zyklotomischer harmonischer Polyloga-
rithmen zu tberfithren. D.h. die rationalen Funktionen, die als Vorfaktoren vor den MIs
in den Inhomogenitaten auftreten, werden in Zusammenhang mit der e-Entwicklung und
der t-Integration auf Darstellungen iterierter Integrale hoheren Gewichtes gebracht, wie in
Glg. dargestellt.

Dabei wurde in dieser skizzenhaften Einfithrung iterierter Integrale und ihrer Anwen-
dung im Zusammenhang mit der Integration der Inhomogenitat eventuell der Eindruck
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vermittelt, dass ad hoc Funktionen eingefithrt werden, die als Spezialfall klassische Polylo-
garithmen enthalten und die auftretenden Integrale beschreiben. Allerdings besitzen diese
Verallgemeinerungen Eigenschaften, die aus Gleichungen wie Glg. nicht ersichtlich
werden wirden. Sie formen z.B. in ihrer Integraldarstellung eine shuffle-Algebra [16]
und besitzen Summendarstellungen, die eine quasi-shuffle-Algebra [24] formen. Diese
Eigenschaften fiihren dazu, dass fiir jede dieser Verallgemeinerungen bereits Implementie-
rungen existieren, mit denen algebraische Manipulationen und numerische Auswertungen
vorgenommen werden kénnen (HPLs und 2dHPLs [36},37] |20, CHPLs [1], MPLs und
HYPLs [57] [40]).

Betrachtet man die zentrale DGL des H-MI in diesem Zusammenhang, so
besteht der wesentliche Punkt offensichtlich in der Integration iiber die B- und S-Mls (J7
und J7 sind integrierbar). Da die Inhomogenitiat der DGL des B-MIs ausschlielich
die MIs der S-Topologie, multipliziert mit rationalen Funktionen in den Massen und der
kinematischen Variablen, enthéalt, wird man, falls eine Losung der S-MlIs in der Form
iterierter Integrale vorliegt, das B-MI in Form iterierter Integrale hoheren Gewichtes
darstellen konnen. Das wiirde dazu fithren, dass auch die DGL des H-MIs losbar wird.

Allerdings sind die sunrise-MIs insofern hervorzuheben, dass sie die ersten und ein-

fachsten Integrale sind, die sich durch keine der bereits benannten Verallgemeinerungen
klassischer Polylogarithmen darstellen lassen [6].
Jedoch fithren sowohl der Grenzfall gleicher [10}32], als auch die Betrachtung bei beliebigen
Massen [4-61,39] auf eine elliptische Verallgemeinerung klassischer Polylogarithmen [10] [5,6].
Dabei ist es gelungen, die S-MIs fiir unterschiedliche Massen bis O(e°) durch diese ellip-
tischen Polylogarithmen darzustellen [6], fiir die eine Darstellung als iteriertes Integral
existiert (Glg. (92) in [6]).

In diesem Zusammenhang ist die aufgestellte DGL fiir das MI der H-Topologie, neben
der an Beispielen verdeutlichten Betrachtung bekannter Methoden, als zentraler Punkt
dieser Arbeit zu verstehen. Denn mit ihr wird gezeigt, dass die Erforschung elliptischer
Polylogarithmen in Bezug auf eine weitere massive 2-Schleifen Topologie relevant ist.

50



Anhang A

A.1 Berechnung des Tadpole-Integrals

In der folgenden wird die Tadpole-Topologie Z,, in Minkowskimetrik berechnet.

2
o r KP-1 s=K2/m? % r s
(1) / © g, TR gy _ /ds
I'(L)(m2)n / (52 4 1)n T(2)(m2) 7" / (s+ 1)
(A.1.1)
Die Beta-Funktion ist definiert durch (vgl. z.B. [3], S. 258)
= I'(z)l
TR oy s 0, vw) > 0) . (A12)

B(Z,w)o/dt(t+1)z+w B I’(z—l—U))

Ein Vergleich von Glg. (A.1.1) mit Glg. (A.1.2)) zeigt, dass es sich bei der s Integration
um die Beta-Funktion mit z = D/2 und w = n — D /2 handelt, wobei sich I'(z) mit der

Gamma-Funktion aus der Integration iiber die D-Sphére kiirzt. Es gilt somit

—1)"w2 D(n - 9)
7, = 2 A13
! mQ)”_g F(n) ( )
Durch Wick-Rotation gemé8 Z,, =5 i(—=1)"ZE erhilt man
TP = / dk____m% I(n-3g) (A.1.4)
n (K2+m2)n - (m2)n_% F(n) . .
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Anhang B

B.1 Polynome und DGLs der B und H-MlIls

B.1.1 Polynome

In den folgenden Polynomen bezeichnet s keinen Massenindex sondern gibt das Impulsqua-
drat an. Somit ist eine Vertauschung von s <+ Massenindex aquivalent zur Vertauschung

der Masse mit /s.
Nennerpolynome

Nilvjys = ((m; — ) )((mi + m]) —3)

NG — it 4 m (3 (mf, — mi —mp) = mi(m} + s) + (mi —m})(m] — s))
— s((m? —m3)(m}, — m; >+m (m3 +mj))
+ m7 (m5 —mg)(m3 —mj) +mim, + mis®

Eigenschaften:

o N“*: Vollstindig symmetrisch in i,]
N”klm Symmetrisch unter gleichzeitiger Vertauschung (i < j,I <> n) sowie

(z<—> n, j < 1)

Zéahlerpolynome

2

Z0PRNS = P (m? 4 mi — s) —mj +mi(mi +mi — 2m; + s) +mi(s —m])

B.1.2 DGLs spezieller Massenkonfigurationen des H-MI

Die folgenden Massenkonfigurationen des MI der H-Topologie werden als Skalarintegrale
in 2-Schleifen Korrekturen zum Propagator in QED und QCD auftreten. Dabei bezeichnen
gewellte Linien masselose Teilchen. Die massiven Propagatoren besitzen gleiche Mas-
sen m. Die DGLs (B.1.1)),(B.1.2),(B.1.3)) geben Korrekturen zum Gluonpropagator, die

DGLs (B.1.4),(B.1.5) zum Quarkpropagator. Die DGLs (B.1.3)/(B.1.4))) werden ebenso
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in der QED als NNLO-Korrekturen des Photon-/ Fermionenpropagators auftreten.

= e W @ e L

el (4 R AOR) e

(3D —8) (4m* —8m?*s + 57 @+ (D —2)?(2m? — 55)
8m?2s? (dm* — bm?s + s2) 8(D — 3)m?s% (4m* — bm?s + s?)

(B.1.1)

d 2D =5)(D-3) {:Kj 2(D —5)(9(D — 6)D + 80)
ds ~ (D—4)s? + (D — 4)2s3 @w

(B.1.2)

d _ 2(D=3)((D~=5)s +4m?)
s T (D W)s (s — dm2)? OO~
(D —2) (4D —2)m?+ (D — 6)s)
" (D — 4)s (ms — 4m3)* M@
(8(D —5)m* +4(13 — 4D)m?s — (D — 6)s?)
* 4(D — 3)m?s (4m* — bm?s + s?) @"
(3D —8) (2Dm? + (D — 6)s)
4(D — 4)m?2s (4m* — 5m2s + s2) V@W

(D —2)2 (4(D + 2)m? + (5D — 26)s)
+4(D—4)(D—3)s(m2—5) (m8_4m3>2W8‘W (B.1.3)
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B.2. POLYNOME UND DGLS DER SUNRISE-MIS ANHANG B.

D—4 1-2 3—D D-2
A D (B ) A D 00— P
ds s —m? s (m2 —s) (m? —ms)

(D —4) (m? + s) %_(?Mus) N\ +(31)—8) O

4(D — 3)m?s (m? — s) s(m? —s)? _/ 2s (m? — )

(8—3D) B (D —2)?

_4m45—4m2824@7 2(D—3)8 (mg —ms)Q% (B14)
d (D —3)((D—3)w? + (D —5)s)

ds a (D —4) (m? —s)° _{:/\’Q_

((9(D — 6)D + 80)m* +2(11(D — 8)D + 172)m>s + (D — 6)(D — 4)s%)
(D — 4)2s (s — m?)* 467

(D —2)((D=2)m*+6(D —4)m?*s + (D — 6)s?) < }Q
N 2(D — 4)m?2s (s — m?)°
(3D —8) ((D — 3)(3D — 10)m? + (D(5D — 41) + 82)s)
- (D — 4)2s (s — m2)° 467

(D —=2)2((D — 3)ym?+ (D — 5)s)
" 2(D — 4)(D — 3)m?s (m? — s)° % (B.1.5)

B.1.3 DGL des B-MI im Grenzfall gleicher Massen

Bl L (D—4)s+4m?) B+ (2— D)S, + (3D — 8)S, — 10m’S,)

ds s 25 (4m? — s)

B.2 Polynome und DGLs der sunrise-MIs

B.2.1 Polynome

Die runden Klammern um hochgestellte Indizes zeigen an, das Polynome in Glg. (B.2.2]),(B.2.1]
symmetrisch unter deren Vertauschungen sind.
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B.2. POLYNOME UND DGLS DER SUNRISE-MIS ANHANG B.

Nennerpolynome:

NIk — ((mZ +m; — mg)? — 3) ((mZ —m;+ my)? — 3) (<_mi +m; + mi)? = 5)
((mi + my + i) — s) (B.2.1)

Zahlerpolynome

Pil’j’k = —m? +m] (3 (mf + mz) + 55) —m? (3m§ + 2m§ (mi + 33) + 3mj — 2m3is + 732)

+ m? + m? (s — mi) — m? (mi — 14mis + 552) +m¢ — Tmjs + 3mis* + 3s°

Pg(j’k) = 3m} — 2m} (5 (mj2 + mi) + 45) + 2m; (4m32.mi +3 (2 (m? + mi) +s (mj2 + mi) + 52))
+ 2m? <32 (mj2 + mi) -3 (m? + mi) (mf — mz)2 + 25 (m? — 10m§mi + mi))

+ 253 (m? + mi) — 2s (m? - mz)2 (m? + mi) + (m? — mi)4 — st

QUK = 8m2mi (m? — s) + (m; +my)* (3mF + 6mymy, + s) + 2mymy, (m? — s) (3m7 + s)
+ (m] — 5)3 + (my +mi)? (=3m} — 4mymy, (3m + ) + 2mis — 8mimg + s°) — (m; + my)°

RAF = mb —m! (3m§ +mj + s) +m; (3m? — 2mj2» (mi +s) —my + 10mps — %)

— ((m] —my)? — 3) (m? —m; — s) ((mj +my)? — s)

Rg’k’j) =25 (mf + m? + mi) + (m; — my; — my)(my; +my; — my)(m; —my +my)(m; +m; +my) — 352
(B.2.2)

B.2.2 DGLs der sunrise-MIs im Grenzfall gleicher Massen

dS, (D —=3)8 —m*S,
&l ;
48, _ (98 = 3D)m* +10(D = 2)m?s + (D — 4)s?)
ds S B 25 (s — 9m?) (s — m?) ?
(D —3)(3D — 8) (3m?* — S)S B (D —2)? T
25 (s —9m?) (s —m2) " 2m2(s —9m?) (s —m?2) "
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