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Aufgabe 1 (34344 Punkte)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Abbildungen f : X — Y zwischen den jeweils angegebe-
nen metrischen Rdumen (X, dx) und (Y, dy) stetig sind. Begriinden Sie!

i) (X,dx) - beliebiger metrischer Raum, ¥ = X x X mit der Metrik dy ((x1,x2), (2],2%)) =
dx(z1,2)) + dx(x2,z5) und f: X — X x X die Diagonalabbildung = — (z, z).

(i) X = R? und Y = R mit dx bzw. dy - euklidische Metrik in Dimension zwei bzw. eins und
[:R? >R,

flz,y) = {\/T , falls (z,9) # (0,0)
0, falls (z,y) = (0,0).

(iii) X =C1([0,1]) = {g: [0,1] — R : g differenzierbar} mit der Metrik, die durch die Supremums-
norm gegeben ist
dx (91, 92) = 91 = g2l = sup{|g1(z) — g2(2)] : & € [0,1]},

Y =R, wobei dy die durch den Betrag gegebene Metrik ist und f: X =Y, g — ¢'(1).
Hinweis: Betrachten Sie zum Beispiel die Folge (g, () = 2" /n)nen.

Aufgabe 2 (6+4 Punkte)
(i) Sei (X,dx) ein metrischer Raum und f : X — X eine stetige Abbildung. Zeigen Sie, dass

der Graph I'y := {(z, f(z)) : 2 € X} C X x X von f abgeschlossen ist. Auf X x X wird dabei die
Metrik aus der Vorlesung betrachtet, d.h.

D((z,2"), (y,9)) = max{d(z,y);d(z’,y")}.

(ii) Geben Sie ein Beispiel einer nicht stetigen Abbildung f : R — R, so dass der Graph I'y C R?
abgeschlossen ist. Begriinden Sie!

Aufgabe 3 (5+5 Punkte)

(i) Es sei (V.| - ||) ein normierter (reeller oder komplexer) Vektorraum, aufgefasst als metrischer
Raum mit der von || - | induzierten Metrik. Beweisen Sie, dass die Abbildung V' — B(0,1) C V,
v v/(1+ ||v]]) ein Homdomorphismus ist.

(ii) Wir betrachten den Einheitskreis S = {z € C : |z| = 1} € C mit der durch die euklidische
Metrik auf C ~ R? induzierten Metrik. Entscheiden Sie, ob die Abbildung f : [0,27) — S,
t — exp(it) ein Homdomorphismus ist. Begriinden Sie!

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 03.05-05.05 besprochen werden:
Aufgabe U1

Sei A C R eine abgeschlossene und beschriinkte Teilmenge. Zeigen Sie, dass f : R — R, f(z) :=
min{|z — a| : a € A} eine wohldefinierte stetige Abbildung ist.

Aufgabe U2

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Eine Abbildung f : R — R?, 2+ (fi(z), fo(x)) ist genau dann stetig (beziiglich der euklidischen
Metrik), wenn fi, fo : R — R stetig sind.

(ii) Eine Abbildung f : R? — R ist genau dann stetig, wenn fiir jedes (z,y) € R? die Abbildungen
R >R, r— f(z,r) und R = R, r — f(r,y) stetig sind. )

Hinweis: Betrachten Sie bei (ii) z. B. die Abbildung g Aufgabe 1(2) von Blatt 12 der Ubungen zu
Analysis 1.

Aufgabe U3

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen heifit offen (bzw. abgeschlos-
sen), falls f(U) C Y offen (bzw. abgeschlossen) ist fiir jede offene (bzw. abgeschlossene) Teilmenge
U C X. Zeigen Sie, dass die Abbildung R — R?, 2 ++ (x,0) abgeschlossen, aber nicht offen ist.
Beweisen Sie, dass die Abbildung R? — R, (z,y) + z offen, aber nicht abgeschlossen ist.

Aufgabe U4

Wiederholen Sie den Begriff eines Homéomorphismus zwischen zwei metrischen Rdumen. Zeigen
Sie: Fiir alle a,b,¢,d € R, a < b und ¢ < d, sind die beiden offenen Intervalle (a,b) und (c,d) (auf-
gefasst als metrische Rdume mit der von R induzierten Metrik) zueinander homéomorph. Beweisen
Sie, dass (—1,1) und [—1, 1] nicht homdomorph zueinander sind.

Aufgabe U5

Entscheiden Sie, ob ein Homdomorphismus zwischen (—1,1) und (—1,1) \ {0} (aufgefasst als me-
trische Rdume mit der von R induzierten Metrik) existiert. Begriinden Sie!



