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Musterlosung

Aufgabe 1 (6+4 Punkte)

Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Anfangwertporbleme mithilfe der in der Vorlesung be-
sprochenen Losungsverfahren. Geben Sie dabei dasgroftmogliche Intervall an, auf dem die gesuchte
Funktion definiert ist:

(a) £/(t) = e~/ ©) cost, £(0) = 0,

(b) f'(t) = f(t) = £2(t), f(0) =1

(c) tf'(t) = f(t) + 1%, f(1) =1 (t > 0).

Lésung

(a) Fir f: I - R, 0e I gilt

t t
') =e W cost D f/(t) = cost = / ef ) f1(s)ds = / cos sds
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f()
& / edy = sint < e/ — /(0 —gin¢
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und wegen f(0) = 0 folgt e/(!) = sint+ 1. Da die Exponentialfunktion nur positive Werte annimmt,
folgt I C (—m/2,3m/2). Andererseits ist nach Umkehrung der letzten Gleichung

f(t) =log(sint + 1)
eine Losung auf (—7/2,3n/2). Das maximale Existenzintervall ist durch (—m/2,37/2) gegeben.
(b) Falls f(t) # 1 ist, dann gilt die Aquivalenz

f'(#)
f@) = 12()

Es ist f(0) = 1 nach Voraussetzung und offenbar f =1 eine Losung des Anfangswertproblems auf
ganz R. Wir {iberzeugen uns jetzt explizit davon, dass es keine weiteren Losungen gibt. Angenom-
men, es wire f eine Losung des Afangwertproblems, so dass f(t1) # 1 fiir ein t; € R, ¢; > 0 (der
Fall ¢; < 0 ist analog). Sei t¢ die maximale Zahl in [0,¢1) mit f(¢o) = 1. Dann gilt fiir ¢ € (¢, t1]

f’(t) B f(ty) dy L,
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und nach Integration mithilfe von Partialbruchzerlegung folgt

IOy ioe I
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Da jedoch die rechte Seite der letzteren Gleichung fiir ¢ € [tg, 1] beschrinkt bleibt, ergibt sich ein
Widerspruch zur Konvergenz f(t) — f(to) = 1 fiir t — to.

i)y =ft) - 2y & =1



(¢) Da die homogene lineare Differentialgleichung tf'(¢t) = f(¢) die Lésung f(t) = Ct, C € R hat,
ergibt der Ansatz C' = C(t) der Variation der Konstanten t2C’(t) +tC(t) = tC(t) + t* und daraus
C'(t) =1,also C =t+ A, A € R. Wegen f(1) =1+ A =1 folgt A =0, also f(t) = 2. Diese
Losung ist auf ganz R definiert.

Aufgabe 2 (446 Punkte)
Wir betrachten fiir a,b € R, b, ¢ # 0 die Differentialgleichung

y'(t) = cy(t) — by (b).

(i) Sei a := ¢/b > 0. Zeigen Sie: Ist y : R — R eine zweimal differezierbare Funktion, welche die
obige Gleichung 16st, und gilt y(to) < a (bzw. y(to) > a) fiir ein ¢y € R, dann ist y(¢) < a (bzw.
y(t) > a) fiir alle t > t.

(ii) Benutzen Sie den Ansatz y(t) =: 1/z(¢), um alle nicht-verschwindenden Losungen der obigen
Differentialgleichung zu finden. Zeigen Sie, dass lim;_, o, y(t) = a gilt fiir ¢ > 0.

Lésung
(i) Wir haben mit a = ¢/b

y'(t) = cy(t) — by (t) < o' (t) = by(t)(a — y(t)).

Sei y(to) < a fiir ein g € R. Angenommen, es wére y(t1) > a, wo ¢1 > to. Indem wir den Zwischen-
wertsatz anwenden, kénnen wir o. B. d. A. y(¢t1) = a und y(t) < a fiir ¢t € [to,t1) annemen. Aus
der obigen Differentialgleichung folgt auf [tg,t1) die Bedingung |(log(a—y(¢)))'| = bly(¢)| < ab und
hieraus |log(a — y(t))| < ab(t — to) baw. y(t) < a — c(t), c(t) = e®®~1) Dies ist ein Widerpsruch
zur Konvergenz y(t) — a fiir t — ¢1. Der Fall y(¢g) > a folgt analog.

(ii) Nach y(¢) =: 1/z(t) geht die Differentialgleichung iiber in

Letzteres ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung, deren zugehorige homogene Gleichung
die Losungen z(t) = Ce ", C' € R besitzt. Der Ansatz z(t) = C(t)e” " fiir die inhomogene
Gleichung liefert C’(t)e=" — cC(t)e~" = —cC(t)e~* + b und hieraus C(t) = e“*/a + K, K € R.
Wir folgern

1 .
z(t) = - + Ke™ ¢

und daraus “

T 1taKect
= 0 und daher lim;_, o, y(t) = a.

y(t)

Fiir ¢ > 0 ist limy_,oc e~

Aufgabe 3 (5+5 Punkte)
(i) (Fallgeschwindigkeit in Atmosphére) Losen Sie das Anfangswertproblem mo'(t) = —mg +
a(v(t))?, v(0) =0 (m,g,a > 0). Bestimmen Sie das Verhalten von v(t) fiir t — oo.

(ii) (Energieverlust durch Reibung) Es seien x,y : R — R Losungen des Systems

Mw:%guww@x

0H
v(0) = 2wt 0) - REy(0),
wo H : R? — R? R: R — R differenzierbare Funktionen sind. Zeigen Sie: (i) Falls R = 0 ist, dann
ist H(z(t),y(t)) konstant, (ii) Ist H(z,y) = V(z) + E(y), wo V,E : R — R differenzierbar und
E'(y)R(y) > 0 fiir alle y, dann ist die Funktion ¢t — H(z(t), y(t)) monoton fallend.



Lésung

(i) Wegen v(0) = 0 ist fiir jede Losung des Anfangswertproblems —mg + a(v(t))? # 0 fiit |¢]
hinreichend klein und wir erhalten

v(t)
mv’t:—mg+avt2<:}7—1:>/ —t<:>/ dv =t
" PP Gwr - g o 7 g
und nach Integration mithilfe von Partiabruchzerlegung
v(t) — /mg/a v(0) — v/mg/a
log —log = 2t\/ag/m.
v(t) = \/mg/a v(0) = /mg/a
Wegen v(0) = 0 folgt hieraus
v(t) — /mg/a|
log | ——Y——=| = 2t /ag/m
v(t) = \/mg/a
und daraus nach einer kurzen Umrechnung
—2ty/ag/m

+1—e
v(t) = —v/mg/a————.
+1 _~_e—2t\/ag/m

Indem wir nochmals die Anfangsbedingung v(0) = 0 benutzen, folgt

1— e—Qt\/ag/m
1+ e—2t\/ag/m.

Insbesondere gilt fiir ¢ — oo die Konvergenz v(t) — —y/mg/a.

v(t) = —y/mg/a

(ii) Falls z(t) und y(t) das angegebene System mit R = 0 losen, dann gilt

S HEO50) = 5T @Oy 1) + 5 (0.0 0
= S (0.5(0) G w0,0) = G (0 v() 5 a0, y(0) =0

und daher ist H(x(t),y(t)) konstant.

Sei jetzt allgemeiner H(z,y) = V(z) + E(y), E'(y)R(y) > 0. Wir berechnen

S (0, 0(6) = ), 0(0) G (ale), u(0) + G (ol6), 90 (- 5 (0. 9(6) ~ R(0)

xX

_ aaI;( (), y(t))R(y(t)) = —E'(y(t))R(y(t)) <0

und es folgt, dass H(x(¢),y(t)) monoton fallend ist.



