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Aufgabe 1 (3+3+4 Punkte)

Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Anfangwertporbleme mithilfe der in der Vorlesung
besprochenen Losungsverfahren (fiir das Erraten werden keine Punkte vergeben!). Geben Siedabei
das grofitmogliche intervall an, auf dem die gesuchte Funktion definiert ist.

(a) f'(t) = e W cost, f(0) = 0 und

(b) f'(t) = f(t) = f2(t), f(0) =1.

(c) tf'(t) = f(t) +t2, f(1) =1 fiir t > 0.

Aufgabe 2 (4+6 Punkte)
Wir betrachten fiir b,c € R, b, ¢ # 0 die Differentialgleichung

y'(t) = cy(t) — by’ ().

(i) Sei a := ¢/b > 0. Zeigen Sie: Ist y : R — R eine zweimal differenzierbare Funktion, welche die
obige Gleichung 16st, und gilt y(to) < a (bzw. y(ty) > a) fiir ein ty € R, dann ist y(t) < a (bzw.
y(t) > a) fiir alle t > tq.

(i) Benutzen Sie ein Losungsverfahren aus der Vorlesung oder aus der Ubung, um alle nicht-
verschwindenden Lésungen y : R — R\ {0} der obigen Differentialgleichung zu finden. Zeigen Sie,
dass lim; . y(t) = a gilt fiir ¢ > 0.

Aufgabe 3 (5+5 Punkte)
(i) (Fallgeschwindigkeit in Atmosphire) Losen Sie das Anfangswertproblem muv'(t) = —mg +
a(v(t))?, v(0) =0 (m,g,a > 0). Bestimmen Sie das Verhalten von v(t) fiir t — oc.

(ii) (Energieverlust durch Reibung) Es seien x,y : R — R Losungen des Systems

2(t) = %—ZI(x(t),y(t)),

(1) = 20 (w(0)9(0) ~ Ry(1).

wobei H : R? - R, R : R — R differenzierbare Funktionen sind. Zeigen Sie:

(a) Falls R =0 ist, dann ist H(z(t), y(t)) konstant.

(b) Ist H(z,y) =V (x)+ E(y), wo V, E : R — R differenzierbar und E’(y)R(y) > 0 fiir alle y, dann
ist die Funktion ¢ — H(xz(t),y(t)) monoton fallend.

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 25.10-27.10 besprochen werden:

Aufgabe U1 Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:

(1) ¥'(t) = Iyl y(0) =0, (ii) ¥'(t) = ty*(t), y(0) = yo.
Aufgabe U2 Wir betrachten das Anfangswertproblem y/(t) = —ty(t) logy(t), y(0) = yo > 1.

(i) Zeigen Sie, ohne das Problem explizit zu 16sen, dass jede Losung y(t) auf dem Intervall (—oo, 0]
streng monoton wichst, auf dem Intervall [0, 00) streng monoton féllt und ihre Werte im Intervall
[1, yo] annimmt.

(ii) Losen Sie das obige Anfangwertproblem.

Aufgabe U3 Wir betrachten die Bernoullische Differentialgleichung ' (t) = a(t)z(t) +b(t)(z(t))",
neR, n¢{0,1}, a,b: R — R stetig.

(i) Benutzen Sie den Ansatz y(t) := (z(t))'™", um die obige Gleichung auf eine lineare inho-
mogene Differentialgleichung zuriickzufiihren.
(ii) Losen Sie die Gleichung fiir a(t) = b(t) =1, n = —2.

Aufgabe U4 (Lotka-Volterra Regeln) Wir betrachten fiir differenzierbare Funktionen z,y : R —
R>g das Gleichungssystem

' (t) = ax(t) — ba(t)y(t),
y'(t) = ca(t)y(t) — dy(t),

wo a, b, ¢, d fixierte positive reelle Zahlen sind.

(i) Bestimen Sie alle konstanten Losungen. Zeigen Sie, dass fiir jede Losung (z(t),y(t)) des Sy-
stems die Funktion V (¢) := cx(t) — dlogz(t) + by(t) — alogy(t) konstant ist.
(ii) Sei (z(t),y(t)) eine positive Losung des Systems mit periode T > 0, d. h. es gelte (z(t+T), y(t+

T)) = (x(t), y(t)) fiir alle T. Berechnen Sie die Mittelwerte T := & fOT z(t)dt und § := + fOT y(t)dt.

Hinweis: Werten Sie die Integrale OT J:((:)) dt und fOT %dt auf zwei verschiedenen Wegen aus.




