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Aufgabe 1 (446 Punkte)
(1) Beweisen Sie fiir eine k-Form o € A¥(V*) und eine £-Form 3 € A*(V*) die Identitit

anrB=(-D*Bnra.

(2) Beweisen Sie die folgende Aussage aus der Vorlesung: Ist « eine f-mal stetig differenzierbare
k—Form auf der offenen Menge U ¢ R™ und f : V — U eine (£ + 1)-mal stetig differenzierbare
Abbildung zwischen den offenen Mengen V c R™ und U, so gilt fiir das duBere Differential und das
pull-back unter f

d(f*a) = f*(da).

Hinweise: Dabei kénnen Sie wie folgt vorgehen: Zeigen Sie die Aussage zunéchst fiir O-Formen,
d.h. reellen Funktionen auf U. Benutzen Sie dann die allgemeine Form einer k-Form und die
Leibniz-Regel.

Aufgabe 2 (24+4+41+3 Punkte)
(1) Sei U c R"™ und X : U - R"™ ein differenzierbares Vektorfeld. Zeigen Sie, dass fiir die Standard-
basis {ej,}7_, und deren duale Basis {e*}7_, c (R")*

d(X=(e' ne* n--ne™)) =div(X)(e' Ae? Ao ne™),

wobei div(X) die Thnen bereits bekannte Divergenz des Vektorfeldes ist.
(2) Sei M c RY eine glatte n—dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit, u € Q"(M) die
zugehorige Volumenform und sei X ein differenzierbares Vektorfeld auf M. Dann definiert diva, (X)
diejenige reelle Funktion auf M, die (eindeutig) durch

d(X-p) =diva (X)p
bestimmt ist. Sei nun (U, ¢) eine Karte von M, {g}?'zl die Koordinatenvektorfelder, X = 37", X,'%
sowie g;;(x) = (w@(x), wg(x)) die Gramsche Matrix des durch R¥ induzierten Skalarprodukts auf
T, M. Bestimmen Sie divas(X) in Termen der Funktionen X; und g;;.
(3) Fiir eine Funktion f: M — R sei der Gradient, V f, das Vektorfeld, das definiert wird durch

(Vf(x),v) =d,f(v) fiir alle v e T, M.

Berechnen Sie div(V f) fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f zunichst fir M = U c R"
offen.

(4) Berechnen Sie diesen Ausdruck nun fiir eine allgemeine differenzierbare Untermannigfaltigkeit
M cRY in einer Koordinate auf M in Termen von f und g;;.

Bitte wenden...



Aufgabe 3 (3+3+4 Punkte)
(1) Berechnen Sie das (duBere) Differental folgender Differentialformen auf R?, die in den euklidi-

schen Koordinaten (z,y,z) wie folgt aussehen:

(a) w=e"cos(y)dx — e sin(y)dy,
(b) n=aydx Ady+2xdy A dz + 2ydx A dz,
(c) o= f(x,y,2)dx Ady Adz wobei f:R> - R differenzierbar.
(2) Bestimmen Sie alle Funktionen ® € C*(R?) mit d® = zy®dz + S22y dy.

(3) Bestimmen Sie alle glatten 1-Formen 1 € Q(R?) mit dn = ydz A dy. )
Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst eine Losung und benutzen Sie dann U3 (d) um alle anderen zu

ermitteln.

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 10.01-12.01 besprochen werden:

Aufgabe U1
Beweisen Sie fiir eine k-Form a € AF(V*), eine ¢-Form 8 € A*(V*) und einen Vektor v € V die
Identitat

v=(a A B) = (v=a) A B+ (-1)*a A (v-5).

Aufgabe U2
(1) Sei U c R? offen und X : U — R? ein differenzierbares Vektorfeld. Dies definiert eine differen-
zierbare 1-Form ax durch

ax(v) = (X (z),v) fiir alle v e R3.

Zeigen Sie, dass
dox =rot(X)=(e* ne? re?)

fiir die Rotation, rot(X), des Vektorfeldes gilt (sieche Ubungsblatt 0 fiir eine Definition).

(2) Definieren Sie rot(X) fiir ein differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge U c R? in
diesem Sinne. Was ist das fiir ein mathematisches Objekt?

(3) Definieren Sie roty(X) fiir ein differenzierbares Vektorfeld auf einer orientierten, differen-
zierbaren 2-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M c RY, indem Sie das durch RY induzierte
Skalarprodukt auf den Tangentialraumen und die zugehorige Volumenform benutzen.

Aufgabe U3

Sei U c R? offen und A € Q' (U) eine glatte 1-Form auf U. Sei « eine stetige Kurve « : [a,b] - U von
~v(a) = x und v(b) = y, die stiickweise differenzierbar ist, d.h. es existieren a =t <t < ... <tn41 = b,
so dass 7|[tk, tr+1] stetig differenzierbar ist. Unter dem Kurvenintegral von A iiber v verstehen wir

das Integral
b
L A= [ ()

wobei der Integrand iiberall, wo er nicht existiert einfach gleich Null gesetzt wird. Zeigen Sie
(a) Ist ¥ =y o7 mit 7[c¢,d] — [a,b] stetig, stiickweise differenzierbar sowie 7(¢) = a und 7(d) = b,
dann ist [ A= [\

5
(b) Ist A\ exakt, d.h. es existiert eine glatte relle Funktion f auf U mit df = X, so hingt das
Kurvenintegral nur von den Endpunkten x,y € U nicht vom gew#hlten Weg dazwischen ab.

(c) Sei U wegzusammenhingend, d.h. insbesondere existiert immer ein Weg zwischen Punkten
x,y € U wie oben beschrieben. Hiingt dann das Kurvenintegral nur vom Anfangs-und Endpunkt
und nicht vom Weg ab, so ist A\ exakt.

(d) Sei A geschlossen, d.h. d\ =0 und U konvex. Dann ist A auch exakt.

Hinweis: Sie diirfen den Fakt verwenden, dass man fiir eine glatte Funktion ¢ auf R? Integration
iiber eine Variable und partielle Ableitung beziiglich einer anderen vertauschen kann.



