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Aufgabe 1 (446 Punkte)
Sei p: A — [0,00] ein Mafl auf der o-Algebra A C P(X).

(i) Fiir ein B € A mit 0 < p(B) < oo sei pp : A — [0,00] definiert durch pup(A) = u(A N B).
Zeigen Sie, dass pp wieder ein Mafl auf A ist.

(ii) Zeigen Sie, dass fiir A; € A, =1,...,nmit u(4;) < oo, sich das Mafl der Vereinigung A = UA;
durch folgende Formel berechnen ldsst:
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Aufgabe 2 (6+4 Punkte)

(i) Sei R C P(X) ein Ring auf X, p ein Inhalt auf R und p* das zugehorige dulere Mafl. Sei
T : X — X eine bijektive Abbildung, sodass A € R < T(A) € R und p(A) = p(T(A)) fir alle
AcR.

Zeigen Sie, dass dann auch p*(T'(E)) = p*(E) fur alle E € P(X) und A ist genau dann p*-messbar,
wenn T(A) p*-messbar ist.

(ii) Zeigen Sie, dass das Lebesgue-Mafl A,, : L(R™) — [0, 0] translationsinvariant ist, d.h. fiir
alle x € R™ erfiillt die Abbildung T, (y) = y + « die Bedingung aus (i). Folgern Sie, dass eine
Vitali-Menge nicht Lebesgue-messbar sein kann.

Aufgabe 3 (5+5 Punkte)
Sei p: P(X) — {0,1} ein MaB, dass nur die Werte 0 oder 1 annimmt und p(X) = 1.

(i) Zeigen Sie, dass die Menge
U = {AePX)u(A) =1}
folgende Bedingungen erfiillt:

a) AcU,ACBC X = Bel;
b) (An)nen CU = (,en An €U
c) ACX=Acloder A°cU

(ii) Sei speziell X = R. Zeigen Sie, dass es ein z € R gibt, sodass
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Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 31.01.-02.01. besprochen werden:

Im Folgenden sei R C P(X) ein Ring, p : R — [0,00] ein Inhalt auf R und p* : P(X) — [0, 0]
das durch p definierte, duflere MaB.

Aufgabe Ul. Zeigen Sie, dass p ein o-Inhalt ist, falls folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir alle mo-
noton fallenden Folgen (A,) C R mit N, A4, = 0 gilt, dass pu(A,) — 0. Wann gilt die Umkehrung?

Aufgabe U2. Zeigen Sie, dass eine Teilmenge A € P(X) bereits dann p*-messbar ist, falls
1) = p*(E N A) + (B0 A9)
gilt, fiir alle E € R mit pu(E) < oo.

Aufgabe U3. Zeigen Sie, dass es fiir jedes £ € P(X) ein A € o(R) gibt, sodass E C A und
p(E) = p*(A).

Aufgabe U4 Sei v* : P(R) — [0, 00| definiert durch

0, B=1
v*(B) =41, B ist beschrénkt
0, B ist unbeschrinkt

Zeigen Sie, dass v* ein dufleres Maf, aber kein Maf} ist. Bestimmen Sie alle v*-messbaren Mengen.



