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Analysis ITT WS 2016/17
ohne Abgabe

Aufgabe 1 .
(i) Sei f :[0,00) = R, f(z) = 2%, Zeigen Sie, dass f uneigentlich Riemann-integrierbar, aber
nicht Lebesgue-integrierbar ist.
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(ii) Sei f:(0,1)? = R, f(z,y) = % Zeigen Sie, dass die Funktionen

1 1
Flao) = /0 fzo.y)dy wnd  Glyo) = /0 F (. yo)de

fiir o, yo € (0,1) wohldefiniert und Lebesgue-integrierbar sind, aber dass gilt

/01 Flayde =T # -7 = /01 Gly)dy.

Hinweise: Zeigen Sie, dass f(z,y) = %gy arctan(y) und differenzieren Sie unter dem Integral.

Aufgabe 2
Sei f: R — R Lebesgue-integrierbar. Zeigen Sie durch vollstéindige Induktion:

/093 /:1 .../OM1 f(xn)day, ... doy = (n_ll)!/oz(ff—t)”_lf(t)dt.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass [ [ (z1 — )N f(t)dtdwy = [ [ (x1 — )N f(t)dw:dt.

Aufgabe 3

Sei ¢ : U — V ein C!-Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen U,V C R”. Zeigen Sie, dass
f:V — R genau dann Lebesgue-integrierbar ist, falls (f o ¢) - |detd¢| : U — R integrierbar ist
und dass dann:

[ san = [ (£o0)- |detdslan,.
1% U

Hinweis: Zeigen Sie, dass die Abbildungen

s £U) > 0], () = [ |detdolin,
M2t B(U) — [0’00]7 M2(A) = (¢_1)*)\n(A) = >\n<¢(A))

o-endliche Mafle definieren. Aus der Analysis II ist bekannt, dass u; und po auf den Jordan-
messbaren Mengen iibereinstimmen, also insbesondere auf dem Ring der Figuren. Schlieflen Sie
daraus, dass pe mit der Einschrinkung von p auf : B(U) iibereinstimmt und folgern Sie, dass
die Vervollstindigung von B(U) bzgl. py L(U) enthilt. Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe U4 der
Riickseite.

Begriinden Sie schlieBlich, dass diese Algebren iibereinstimmen und folgern Sie die Aussage iiber
die Integrierbarkeit von f: V — R.

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 14.02.-16.02. besprochen werden:

Aufgabe U1. Diskutieren Sie (ohne Beweis) das Verhiltnis von Lebesgue- und Riemann-Integrierbarkeit.
(Siehe Satz 11.31 und 11.32 des Skripts von Prof. Baum.)

Aufgabe U2. Seien B(R") bzw. L(R") die Borel- bzw. Lebesgue-messbaren Mengen des R”.
Zeigen Sie:

(i) BR™) @ B(R"2) = B(R™*™"2)
(ii) LR™) ® L(R"2) C L(R™T72)
(i) Ay (A X B) = A, (A) - An, (B) fiir alle A € L(R™), B € L(R™) .

Geben Sie ein Beispiel fiir eine Lebesgue-messbare Menge A C R™1 "2 die nicht L(R™ ) ® L(R"2)-
messbar ist.

Aufgabe U3. Seien f, g : [a,b] — R Lebesgue-integrierbar und fiir = € [a, b] sei

Flz) = / Fdt, Glz) = / o(8)dt.
Zeigen Sie, dass

/ " F(a)g(a)de = FB)C(b) — / ! F@)C(a)de,
Aufgabe U4. Seien (X, A), (Y, B) zwei messbare Riume und u : B — [0, 00] ein MaB auf B. Fiir
eine B — A-messbare Abbildung 7': Y — X sei
Top: A= [0,00],  Tup(A) = u(T(A)).
Zeigen Sie:
(i) Typ ist ein Mafl auf A.

(i) Fiir T, p-integrierbare Funktionen f: X — R ist f o T u-integrierbar und es gilt:

| st = [ roran

(iii) Bezeic}lnen? die Vervollstndigung von B bzgl. x4 und A die Vervollstandigung bzgl. T u, so
ist T auch B — A-messbar.



