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Aufgabe 1 (2+2+6 Punkte)
Sei g : R — R stetig differenzierbar mit ¢(0) = 0 und zg(z) < 0 fir alle x € R\ {0}. Wir
betrachten die autonome Differentialgleichung 2. Ordnung in R*:

2"(t) = g(x(t)).
(a) Bestimmen Sie das dazu dquivalente Differentialgleichungssystem 1. Ordnung in R?
(b) Zeigen Sie, dass a = (0,0) der einzige Gleichgewichtszustand des dynamischen Systems aus (a)
ist.
(c) Zeigen Sie, dass L : R? — R mit

1 x
L) = g0t = [ oois

eine Ljapunov-Funktion fiir dieses dynamische System zum Gleichgewichtszustand a ist.
Zeigen Sie mit Hilfe dieser Ljapunov-Funktion, dass der Gleichgewichtszustand a stabil ist.

Aufgabe 2 (44343 Punkte)

Seien X, Y : U — R™ glatte Vektorfelder auf einer offenen Teilmenge U C R™, X = (X1, Xs,..., X,,),Y =
(V1,Y3, ., Vi),

Die Lie-Klammer [X,Y] : U — R" ist dann ein glattes Vektorfeld definiert durch

"L Y, 0X;
X, Y|, = X, — =Y .
[ ’ L j; Jé)xj J (9£Ej

(a) Zeigen Sie die folgenden Rechenregeln fiir f € C°°(R™) und Vektorfelder XY, Z, die wenigstens
zweimal differenzierbar sind:
XY, Z]) + (Y, (2, X]) + [Z, [X, Y] = 0.

(b) Seien D1, Dy : C°(U) — C*°(U) zwei Derivationen und X, X5 die zugehorigen Vektorfelder.
Zeigen Sie, dass dann D; o Dy — Dy o Dy : C*®(U) — C ebenfalls eine Derivation ist, deren
zugehoriges Vektorfeld gerade [X, X5] ist.
(c) Seien A, B € M(n;R) gegeben. Berechnen Sie

L)

dt lt=0
sowie die Lie-Klammer der Vektorfelder X 4, Xp auf R", die durch X4 () := Az und Xp(z) := Bz
gegeben sind.
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Aufgabe 3 (6+4 Punkte)

Seien XY glatte Vektorfelder auf der offenen Menge V' C R” und ®,¥ : V xR C R” xR — R"
zugehorige Abbildungen wie in U2 auf der Riickseite, wobei X und Y als Abbildungen X,V :
V x R — R"” interpretiert werden, die nicht von ¢ abhéngen.

(a) Zeigen Sie: fiir alle x € U

d

dt t:Odq); ‘@
Hinweis: Benutzen Sie die Diskussion auf der Riickseite in U3 (b) und (c). Eine Taylorentwickung
in ¢t kann im letzten Schritt hilfreich sein.
(b) Zeigen Sie: Es gilt genau dann ®; o ¥y = U, o O, fiir alle s,¢, wenn [X,Y] = 0.
(¢)* Leiten Sie eine zu (b) analoge Bedingung her, falls X,Y : U x I — R™ noch von ¢ abhéngen.

)@Y (27 (2))) = ~[X, Y](2).

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 15.11.-17.11. besprochen werden:
Aufgabe Ul. Sei X : U ¢ R® — R” ein C''-Vektorfeld. Eine C'-Funktion E : U — R heifit

Erstes Integral von X, wenn E auf dem Bild jeder Integralkurve von X konstant ist. Zeigen Sie:

e Eine C'-Funktion E : U — R ist genau dann erstes Integral von X, wenn

(gradE(z), X (x)) =0 fir alle x € U.

e Sei a € U eine Nullstelle von X und E ein erstes Integral von X, das in a ein isoliertes
Minimum hat. Dann ist L := E — E(a) eine Ljapunov-Funktion von X zur Nullstelle @ und
a ein stabiler Punkt von X.

Aufgabe U2. Sei U € R™ x R offen, so dass fiir alle z € R” I, C R definiert durch {z} x I, =
({x} x R™") N W ein Intervall mit 0 € I, ist. Gegeben sei eine stetig differenzierbare Abbildung

d:U —R",

so dass @, := ®(.,t) : Uy — R™ mit U; x {t} := U N (R" x {t}) ein C'-Diffeomorphismus auf das
Bild ist und ®(z,0) = z fiir alle x mit (x,0) € U. Wir definieren auf W := ®~1(R") Cc R" x R

X:W-—=R"
durch
9
ot
(a) Uberzeugen Sie sich, dass ®(z,.) : I, — U eine Losung des Anfangswertproblems f : I, — R”

Fl@)y=X(ft),t), fO0)==z, (f(t),t)€UVtE L

X(,t) = (5,2)(27 " (2), 1)

ist.

(b) Seid}, ;@ : Ux I — M(n;R) die Einschréinkung des Differentials auf R": d}, ,®(v) := dy:®(v,0)
fiir v € R". Zeigen Sie, dass d} @ : I, — M(n;R) die Losung der linearen(!) Differentialgleichung
V(1) = db, ), X - W(t) mit W(0) = Id ist.

(c) Zeigen Sie: Ist X unabhiingig von ¢, dann gilt fiir alle s,¢ € I mit s+t € I

o (97 (2)) = 24 ().

Aufgabe U3. (a) Sei U € R” offen und D : C>®(U) — C°(U) eine Derivation, d.h. eine lineare
Abbildung, die die Leibnizregel erfiillt: D(fg) = (Df)g+ f(Dg) fir alle f,g € C*°(U). Begriinden
Sie, dass fiir ein glattes (d.h. beliebig oft differenzierbares) Vektorfeld X auf U durch f € C*°(U) —
X(f) € C°(U) eine Derivation definiert wird, wobei X (f)(z) := d.(f) ist. Zeigen Sie, dass es
andererseits fiir jede Derivation ein eindeutig bestimmtes glattes Vektorfeld X gibt, so dass Df =
X(/).

Hinweis: Wenden Sie D auf die Koordinatenfunktion z; an und benutzen Sie, was Sie iiber die
Taylorentwicklung fiir einmal stetig differenzierbare Funktionen mehrerer Verédnderlicher wissen.
(b) Sei ¢ : U — V ein glatter Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen U,V C R™ und D :
C>(U) — C>(U) eine Derivation auf U. Dann ist durch f € C®°(V) — D(fo¢)o¢p=t € C®(V)
eine Derivation auf V' definiert. Sie sei mit ¢, D bezeichnet.

(c) Zeigen Sie, dass das zu ¢, X gehorende Vektorfeld durch (¢.X)(z) := dy-1(,) (X (¢~ (2))) fiir
x € V gegeben ist.



