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Aufgabe 1 (446 Punkte)

a) Eine Abbildung f: U — R™, U C R" offen, heifit eigentlich, falls fiir jede kompakte Teilmenge
K C R™ die Urbildmenge f~!(K) C U ebenfalls kompakt ist. Zeigen Sie: Die Bildmenge f(U) C
R™ einer injektiven eigentlichen Immersion ist eine Untermannigfaltigkeit.

Hinweis: 1.) Zeigen Sie zuniichst, dass f ein Homdomorphismus auf ihr Bild ist.

2.) Sei dann x € U fixiert. Betrachten Sie die folgende Abildung ® : U x RN=" — R™: Man wiihle
Vektoren vy, ...,vn_p, € RV so dass span{vi;...;uvny_n} + d. f(R") = RY. Die Abbildung ist dann

definiert als
N—n

Oy, 2) == fW) + Y zv;.
j=1

Zeigen Die, dass ® die Voraussetzungen des Satzes iiber die Umkehrabbildung erfiillt und beweisen
Sie mit deren Hilfe die Behauptung.
3.) Priifen Sie am Ende, dass IThr Beweis plausibel ist, indem Sie sich iiberzeugen, dass er im
Allgemeinen fiir f mit injektivem Differential, die nicht eigentlich oder Homdomorphismen auf ihr
Bild sind nicht funktioniert (siche Gegenbeispiel aus der Vorlesung). Dieser Teil ist nur fiir Sie und
muss nicht abgegeben werden.
b) Zeigen Sie, dass {4 € M(n,R) : AAT = I} € M(n,R) ~ R"*" eine Untermannigfaltigkeit ist.
Bestimmen Sie die Dimension und den Tangentialraum in jedem Punkt.

Aufgabe 2 (4+6 Punkte)

Wir definieren fir A, B C R™ d(A, B) :=infyca yen ||z — Y|

a) Zeigen Sie:

i) Ist M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und gilt fiir y € R™ \ M und = € M die Gleichheit
[l — y|| = d(M,{y}), dann ist die Gerade L(z,y) durch = und y orthogonal zum Tangentialraum
T, M.

ii) Sind M, N C R™ zwei disjunkte Untermannigfaltigkeiten und gilt |z — y|| = d(M, N) fiir zwei
Punkte © € M und y € M, dann ist die Gerade L(z,y) durch  und y orthogonal zu sowohl T, M,
als auch T,/ N.

b) Wir betrachten die Teilmengen A, B C R3 mit
B={(,y,2) €RS: 4 14?4+ 22 <1}, B = {(5,9,2) € R : 4z — 2% + (y — 2 < 1},
Skizzieren Sie A und B und berechnen Sie d(A, B).

Aufgabe 3 (4+3+3 Punkte)
Wir betrachten die n-dimensionale Sphire S™ = {z € R"™! : |z|? = 1} ¢ R, n > 1.Es
bezeichne fir N = (0,...,0,1) und S = (0,...,0,—-1)

7y ST\ {N} > R" 7g: 5"\ {S} = R"

die stereographischen Projektionen, d. h. fiir z € S™ \ {N} (bzw. x € S™\ {S}) ist (7n(z),—1)
(bzw. (ms(x),1)) der Schnittpunkt der Geraden durch N und z (bzw. der Geraden durch S und
x) mit dem Unterraum R™ x {—1} (bzw. R™ x {1}).

a) Finden Sie explizite Formeln fiir 7y und 7g.

b) Zeigen Sie, dass diese Abbildungen Karten der Untermannigfaltigkeit sind.

¢) Berechnen Sie den Karteniibergang mg OW]f,l und beschreiben Sie dabei die Menge, auf die dieser
definiert ist.

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 25.10-27.10 besprochen werden:

Aufgabe U1

Zeigen Sie: Ist K C R™ eine kompakte Teilmenge und f : K — R™ injektiv, dann definiert f
einen Homoéomorphismus zwischen K und f(K) C R™. Skizzieren Sie ein Beispiel einer injektiven
Immersion f : R — R2, deren Bild keine Untermannigfaltigkeit ist.

Zeigen Sie, dass {A € M(n,R) : detA = 1} € M(n,R) ~ R™ " eine Untermannigfaltigkeit
ist. Bestimmen Sie die Dimension und den Tangentialraum in jedem Punkt.

Aufgabe U2

Diskutieren Sie notwendige und hinreichende Kriterien dafiir, dass eine gegebene (zweimal differen-
zierbare) Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit M C R™ in einem Punkt z € M ein Extremum
annimmt.

Zeigen Sie: Unter allen n-dimensionalen Quadern, n > 2, mit gegebener Gesamtlinge der Kan-
ten, ist das Volumen am grofiten im Fall wenn allen Kantenldngen gleich sind.

Aufgabe U3
Wir betrachten fiir a,b,c € R\ {0}, a > 0 die Teilmenge

Qape = {(r,y,2) €ER®:ax® + by? + ¢z =1} C R®,

Zeigen Sie, dass Qg p,c fur jedes Tripel (a,b,c) eine Untermannigfaltigkeit ist und entscheiden Sie,
welche der Untermannigfaltigkeiten ), 5 . paarweise diffeomorph sind.

Aufgabe U4
(i) (Sphérische Koordinaten) Wir betrachten die Abbildung
T
o (— Iz 2
() x (-2 D)8

D(¢,0) := (cos ¢ cosb,sin ¢ cos,sin ).

Zeigen Sie, dass ® eine Parametrisierung von S2, also ein Diffeomorphismus auf ihr Bild ist. Er-
kldren Sie fiir x = ®(¢, 0) die Groflen ¢, 6 geometrisch in Termen von x und erldutern Sie, wie man
die Umkehrabbildung bestimmt. Beschreiben Sie das Bild U C S? von ® und begriinden Sie, dass
(U, ®) eine Karte auf S? definert.

(i) Sei f : S% — R eine glatte Abbildung auf der zweidimensionalen Einheitsphiire S? = {z €
R?: ||lz|| = 1}. Beweisen Sie, dass 7 := {f(z) -z : € S*} C R eine glatte Untermannigfaltigkeit
ist, welche diffeomorph ist zu S2.



