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1. Ubungsblatt

1. Zeigen Sie fiir Algebren o/ und o-Algebren %

(a) A, Be o/ = ANBe .

(b) A,....,Ap e & = UL, A e;zf Nit, Ai € .
(c) ApeF , n21=5 An€F
)

(d) Ist (%)ier beliebige Familie von J—Algebren auf X, so ist auch N;cr.%;
o-Algebra auf X.

2. Eine Funktion f : X — Y zwischen Messrdumen (X,.#) und (Y,¥) heifit
messbar, falls VB € ¢4 : f~Y(B) € Z.

(a) Weisen Sie G C f[F] und f~1[¥] C . fiir messbare f nach.

(b) Beweisen Sie fiir beliebige Funktionen f : X — Y, dass f[.#] die grofite
o-Algebra auf Y ist, so dass f auf (X,.%) messbar ist, sowie f~1[¥] die
kleinste o-Algebra auf X, so dass f mit Werten in (Y, %) messbar ist.

(c) Beschreiben Sie f[%g] sowie f~1[%g] fiir folgende f : R — R:

fl@)=1, f(x)=12* [(z)=1q(x),
wobei 14(z) ;=1 fiir z € A und 14(x) := 0 fiir z ¢ A gilt (Indikatorfunk-
tion). Sind diese Funktionen f messbar beziiglich der Borel-o-Algebren?

3. Beweisen Sie, dass die Borel-o-Algebra %pa jeweils erzeugt wird von g,
{Q C R | Q verallgemeinerter Quader}, {[a;,o0) X --- X [ag,00) | a1,...,aq €
D} fiir eine dichte Teilmenge D C R.

4. Beweisen Sie fiir einen endlichen Inhalt z auf einer Algebra &7 die Aquivalenz
von:

(a) p ist Pramas.

(b) Fiir A, € & mit A, C Apt1, Ay T A=, An € & gilt lim,, oo p(Ay) =
w(A) (o-Stetigkeit von unten).

(c) Fir A, € & mit A, D Apt1, Ay L A=), An € & gilt lim,, oo p(Ay) =
wu(A) (o-Stetigkeit von oben,).

(d) Fiir A, € & mit A, D Apt1, Ay | D gilt limy, oo u(Ay) = 0 (0-Stetigkeit
bei ).

Fiir pu(X) = oo gilt dasselbe mit der Ausnahme (c) = (b) statt (b) <= (¢).

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 23.10.15.
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2. Ubungsblatt

1. In einem Mafiraum (X, .7, 1) setze
N ={NCX|3Ae F:N CA, u(A) =0}.

Weisen Sie nach, dass .# := {AUN|A € F,N € N} o-Algebra ist und
i F —[0,00] mit i(AUN) := uu(A) ein wohldefiniertes Maf auf .%# definiert.
Man nennt (X,.%, i) die Vervollstindigung von (X,.%, 1) und im Fall % = .F
heifit (X, .7, u) vollstindig.

2. Zeigen Sie:

(a) Die Maflerweiterung im Satz von Caratheodory ist stets vollsténdig.

(b) Fiir das Lebesguemafi A\ und die Cantormenge
C= {ZtkS_k Ity € {0,2}} c[0,1]
k=1

gilt C' € $r und A(C) = 0.
Tipp: Betrachte Cy, | C, wobei in Cy, die t; € {0, 1,2} beliebig sind fiir
k> m.

(c) C besitzt die Kardinalitét von R und die o-Algebra der Lebesguemengen,
d.h. der Maflerweiterung des Lebesguemafles, besitzt die Kardinalitdt von
Z(R).

Ohne Beweis: Mit transfiniter Induktion kann man |#g| = |R| zeigen.

3. Der Messraum (X,.%) eines zweifachen Miinzwurfs sei durch X = {0,1}2,
F = P(X) modelliert. .# bestehe aus allen Ereignissen, die von hochstens
einem der Miinzwiirfe abhéngen:

% = {®7 {(07 0)7 (07 1)}7 {(]‘7 0)7 (17 1)}7 {(07 0)7 (170)}7 {(07 ]‘)7 (17 1)}7X}

(a) Zeigen Sie, dass . die o-Algebra % erzeugt.

(b) Finden Sie zwei Wahrscheinlichkeitsmafle, die auf .# iibereinstimmen,
jedoch nicht auf #.
Tipp: Betrachten Sie unabhéngige bzw. identische Miinzwiirfe.



4. Das Modell des unendlich langen Wurfes einer fairen Miinze sei durch die

Algebra o7 der Zylindermengen auf {0, 1} sowie den Inhalt P(Z, x {0, 1}) =
|Z,|/2" fir n € N, Z,, C {0,1}" gegeben. Beweisen Sie, dass P sogar ein
Prama#f ist.
Anleitung: Zeige zunichst A, | @ = Ing : (2, A, = @ durch Widerspruch:
Sonst gibt es eine Folge a, € A, und fiir jedes m € N eine Teilfolge (an, ),
wo die ersten m Koordinaten iibereinstimmen (Vk,l : mpy(an,) = mm(ay,))
und mittels Diagonalfolgenargument existieren eine Teilfolge (ap,) und ein
a € {0,1}Y] so dass fiir alle m € N ein ky, existiert mit mp,(an, ) = mm(a) fiir
k > ky,. Es folgt a € (o2, A,.

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 30.10.15. Version: 22.10.15
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3. Ubungsblatt

1. Essei P ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (R?, %2 ). Zeigen Sie folgende Eigen-
schaften der zugehorigen Verteilungsfunktion F'(x,y) := P((—o0, z] X (—00, y]),
z,y € R:

(a) Durch die Angabe von F ist P eindeutig bestimmt.
(b) Es gilt fiir alle a; < b1, as < by (Skizze!)

F(bl,bg) — F(al,bg) — F(bl,CLQ) + F(al,ag) = P((al,bl] X (az,bg]) > 0.

(¢) Fiir %) € R? mit CL’Z(-k) Vg, i=1,2, fir k — oo folgt F(z®) | F(x).
(d) limpgoo F'(k, k) =1, limg, o F(k, k) = 0.

Jede Funktion F' mit den Eigenschaften (b)-(d) generiert ein Wahrscheinlich-
keitsmafl Prp auf Bp2 mit Verteilungsfunktion F'. Geben Sie die groben Be-
weisschritte dafiir an.

2. Beweisen Sie fiir eine Funktionen f : (X,.#) — (R%, Bga):

(a) f ist bereits messbar, wenn f~1(A) € .Z gilt fiir alle A in einem Erzeuger
& von PBpa.

(b) Ist X ein metrischer Raum, .# = %x und f stetig, so ist f messbar.

(c¢) f ist genau dann messbar, wenn alle Komponenten fi,...,f;: X — R
messbar sind (bzgl. Zg).

(d) Betrachte auf R := RU{+oc} U {—o0} die o-Algebra Bz = {AUB|A €
Pr, B C {—o00,4+o0}}. Sind f, : X — R, n > 1, messbar, so
auch sup,, fp,inf, fy,limsup,,_, . fn,liminf, o fn. Existiert lim, . fy
punktweise, so ist auch lim,, f,, messbar.

3. Es bezeichne P das Wahrscheinlichkeitsmafl des unendlich langen (fairen)
Miinzwurfs auf ({0, 1}, 0(/z,)) (Konstruktion gemif Fortsetzungssatz).
T :{0,1} — R sei definiert durch T'((as)n) = 23>.°°, a,37" und PT(A) =
P(TY(A)), A € B, bezeichne das BildmaR. Zeigen Sie:

(a) Das sogenannte Cantormaf PT ist ein wohldefiniertes Wahrscheinlich-
keitsmafl und besitzt als Trager die Cantormenge C' (der Trdger eines Ma-
Bes p auf Ay ist die kleinste abgeschlossene Menge F', so dass pu(F C) =0
gilt). [Beweis der Trigereigenschaft: 1 Zusatzpunkt]



(b) Die Verteilungsfunktion F' von PT ist stetig mit F'(0) = 0, F(1) = 1 und
A{z €[0,1] : F'(z) existiert und ist gleich Null}) = 1.

(c¢) Zeichnen Sie den Funktionsgraphen von F' (approximativ, Computerein-
satz empfohlen).

4. Beweisen Sie folgende Version des Satzes iber monotone Klassen: Es seien &
ein Vektorraum von Funktionen f : X — R und & ein N-stabiler Erzeuger der
o-Algebra % auf X mit:

(a) 1x,14 € J fur alle A € &,

(b) A ist abgeschlossen beziiglicher monotoner Konvergenz: aus f, € 2,
n>1mt0< f; < fo < - (punktweise) und f,, 1 f mit einer
beschrinkten Funktion f folgt f € 7.

Dann enthilt 57 alle beschriankten % -messbaren Funktionen.

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 6.11.15. Version: 3.11.15
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4. Ubungsblatt

1. Beweisen Sie:

(a) Ist f: X — [0,00] messbar auf (X, .7, u), so definiert v(A) := [, fdpu,
A € Z, ein MaB auf .#, das absolut-stetig beziiglich p ist, d.h. u(A) =
0= v(A) =0 erfiillt.

(b) Auf dem Mafiraum (N, Z(N), ) folgt aus der Absolutstetigkeit eines Ma-
Bes v auf Z(N) beziiglich einem o-endlichen Mafl p die Existenz einer
Funktion f: N — [0,00], so dass v(A) := [, fdu fiir alle A C N gilt.

2. Zeigen Sie fiir v(A) := [, fdu wie in (1), dass [gdv = [gfdp fir jede
messbare Funktion ¢ : X — [0, co] und fiir jede messbare Funktion g : X — R
mit gf € L () gilt.

3. Weisen Sie fiir eine beschrénkte Borel-messbare Funktion f : [a,b] — R
nach, dass das Riemann-Integral R- f; f(z)dr und das Lebesgue-Integral
J ap () A(dz) iibereinstimmen, sofern f iiberhaupt Riemann-integrierbar ist.
éeben Sie ein Beispiel einer solchen Funktion f an, die Lebesgue-integrierbar,
aber nicht Riemann-integrierbar ist.
Zusatzaufgabe: Ist f : [a,b] — R beschrinkt und Riemann-integrierbar, so
ist f bereits messbar beziiglich der Lebesgue-o-Algebra auf [a,b] (d.h. bzgl.
{AN]a,b]| A € Zr}) und Hg.

4. Uberpriifen Sie, ob das Integral ffooo % dz (mit stetiger Ergénzung bei z = 0)
als uneigentliches Riemann-Integral und/oder als Lebesgue-Integral existiert.

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 13.11.15. Version: 17.11.15
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5. Ubungsblatt

1. Es sei K C R3 kompakt und p € £ (K, Bx, N k). Dann heift

u(z) = / Ply) dy, x € R3\K, mit |z> = 23 + 2% 4 22
K lz—yl

Newtonpotential bei Masseverteilung p. Weisen Sie nach, dass u eine harmoni-
sche Funktion ist, d.h. Au(x) = (02, + 02, + 92, )u(z) =0, z ¢ K, gilt.
Hinweis: Finden oder beweisen Sie den benétigten Satz zur Vertauschung von
Ableitungen und Integral.

2. Beweisen Sie das Lemma von Scheffé: Sind f, f,, Wahrscheinlichkeitsdichten
auf (X,.Z,p) (dh. f, f, = 0 messbar und [ fdp = [ frdp=1) mit f, — f
p-L.ii., so folgt bereits [|f, — f|du — 0.

Anleitung: Betrachten Sie die Funktionenfolge (f, + f — |fn — f|)n-

3. Beweisen Sie fiir Messriaume (X;,.%;), i = 0,1, 2:
(a) Z1 ® F, ist die kleinste o-Algebra, so dass die Koordinatenprojektionen
m;: X1 X Xo = X;, 1 =1,2, messbar sind.
(b) f: Xo — X1 x X3 ist genau dann (%, #; ® F2)-messbar, wenn 7; o f,
1 = 1,2, messbar sind.

4. Zeigen Sie fiir die o-Algebra ?Z’Rd der Lebesguemengen:

(a) Bk @ Byi C Byrti, k,1 € N (Hinweis: Aufgabe 3(a));

(b) Bk @ ’@El # PBgrii, da A x {y} fiir y € R! und A C R* in PByr+i, aber
fir A §é %Rk nicht in %Rk ® %]Rl liegt.

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 20.11.15. Version: 17.11.15
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6. Ubungsblatt

. Zeigen Sie vg = F(Tii/z) fiir das Volumen vy der d-dimensionalen Einheitsku-
gel, indem Sie mit Hilfe des Satzes von Tonelli bzw. der Transformationsformel
berechnen:
) Jza el 4y = 74/2,
) Jga e 1 dz = duy I e rd=1dr = pD(1 + d/2).

. Essei K = {z € R? ||| € [, R]} eine Kugelschale mit R > r > 0 und p > 0
eine Dichtekonstante. Zeigen Sie fiir das Newton-Potential u(z

= [k 2 [z—y] y\
(a) Fiir alle z € R? gilt:

R pm  pm/2 2
x) = p/ / / v cosy dipdedu.
r S mj2 /02 — 2v|z]siny + |z|2

(b) Ist M = 3m(R3 — r3)p die Masse von K, so folgt u(z) = M|z|™! fiir
|z| > R (das Potential gleicht dem eines Punktes gleicher Masse im Mit-
telpunkt).

(c) Fiir r > 0 und |z| < 7 ist u(z) = 27p(R? — r?) (das Potential im Innern
ist konstant).

(d) Firr < |z| < R gilt u(z) = 7Tp| Pr? 2p(R? — |z|?) und u ist stetig.

le

(e) Was ist Au(z) fiir € R® mit |z| ¢ {r, R}?

. Beweisen Sie folgenden Vergleichssatz: Ist <7 eine Algebra auf X und sind u, v
Mafle auf o(o/) mit u(A) < v(A) fir A € o7, so gilt u(B) < v(B) fiir alle
B € o(4), sofern v auf &7 o-endlich ist (A, € & : v(4,) < o0, Ay, T X).
Hinweis: Fortsetzungssatz von Caratheodory.

. Es selen P das Wahrscheinlichkeitsmafl (Normalverteilung) gegeben durch
P(A) = [, ¢(z)dz mit p(z) = (2m)"Y2e7*/2 A € Bg, sowie h(z) = 22
und P das Bildma$ auf &g von P unter h. Weisen Sie fiir alle messbaren
Funktionen f : R — [0, co] nach:

h _ > -1 —1\/
/ £(y) P'(dy) = / f(h r=2 / F@)e(h~ W) (1Y ()] dy.

P" besitzt also die Dichte 2(h~(y))|(h~1) (y)| = (2ry)~1/2e~¥/2 fiir y > 0.

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 27.11.15.

Version: 17.11.15
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7. Ubungsblatt

1. Zeigen Sie fiir 1 <p < g < oo:

(a) ZL(u) C .2P(p) fiir endliche MaBe p und || f||zr < p(X)YP=19)| £ 1.
(b) &7 € €7 mit [lallee < [laler-

(¢) Die umgekehrten Inklusionen in (a) und (b) sind falsch, und es gilt weder
ZP(R) C Z9R) noch Z9(R) C ZP(R) fiir irgendwelche 1 < p < ¢ < 00
(Gegenbeispiele!).

2. Auf dem Mafraum (X,.#, u) betrachte den Raum
LP(X) :=={f: X — R messbar| || f|| =~ < oo}

mit dem wesentlichen Supremum || f||p = inf{R > 0| u({|f(z)| = R}) = 0}.

(a) Weisen Sie nach, dass ||e||f~ eine Seminorm auf .Z*°(u) ist und bestim-
men Sie den Quotientenraum L>°(u), auf dem ||o||zoc eine Norm ist.

(b) Uberpriifen Sie die Aussagen fiir .#”— und LP-Riume aus der Vorlesung
und aus Aufgabe 1 auf ihre Richtigkeit im Fall p = oo (dabei sei 1/00 :=
0). Kligdren Sie insbesondere, ob L>°(u) ein Banachraum ist.

3. Beweisen Sie fiir 1 < p < oo:

(a) In jedem Mafiraum (X,.#,u) liegen die einfachen Funktionen dicht in
LP(p), d.h. zu f € LP(u) gibt es einfache Funktionen f, mit || f— fu|/z» —
0.

(b) In LP([a,b]), —0o < a < b < oo, liegen die stetigen Funktionen C([a, b])
dicht.
Anleitung: Approximieren Sie zuniichst 1. 4 mit a < ¢ < d < b durch
stetige Funktionen und dann 14 fiir Borelmengen A durch Summen von
1(c’i7di]'

Freiwillig: Gelten die Aussagen auch noch fiir p = oo? Gilt (b) auch fiir L?(R%)?



4. Beweisen Sie fiir die Legendre-Polynome Py(x) = 1,

1 d¥ ., n
(a) (Po, P1,...,P,) bildet eine Basis im Vektorraum der reellen Polynome

vom Grad n oder kleiner.

(b) (y/n +1/2P,)n>0 bildet ein Orthonormalsystem in L?([—1,1]).

(c) Bestimmen Sie fiir f(x) = sin(rx) die L?([-1,1])-Projektionen f,(z) =
Sio(k+ ) (f, Py)Py(z) fiir n = 0,1,2,3 und zeichnen Sie diese zusam-
men mit f in ein Koordinatensystem.

Freiwillig: Berechnen Sie f,, und ||f — fn|| in L?([—1,1]) fiir n < 100 numerisch und

plotten Sie sowohl die Funktionen (Auswahl) als auch separat ||f — fy||
als Funktion von n. Kénnen Sie || f — f,|| — 0 beweisen?

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 4.12.15.

Version: 2.2.16
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8. Ubungsblatt

1. Bestimmen Sie die abstrakte Fourierreihe von f(z) = § — [z[, € [-m,7].
Weisen Sie nach, dass diese in der Tat punktweise gegen f konvergiert und
leiten Sie durch Betrachtung von f(0) die Formel

ab. Welche Identitét liefert die Parsevalsche Gleichung?

2. Essei f(z) = /2, x € [—m,7|. Zeigen Sie:

(a) Esgilt f(z)=>7 CORE sin(nx) fiir x € (—m, 7). Wogegen konvergiert

n=1 n

die Fourierreihe fiir x = (2k + 1)7 mit k € Z?

(b) Welche Formel ergibt sich fiir z = 57

(c) Zeigen Sie, dass die gliedweise differenzierte Fourierreihe an keinem Punkt
x € R konvergiert.

(d) Freiwillig: Zeichnen Sie f und die Partialsummen s, sowie die Césaro-
Mittel o, fir n = 1,2,3,5,10,100 in ein Koordinatensystem und disku-

tieren Sie das sogenannte Gibbsphdnomen aus der Literatur. Wieso kann
oy, nicht gleichméfig gegen f konvergieren?

3. Beweisen Sie den Weierstrafischen Approximationssatz: Fiir jedes kompakte
Intervall [a, b] liegen die Polynome p(z) = Y"1, a;x" dicht in (C([a, b]), ||e]/c0)-
Anleitung:

(a) Durch Reskalieren geniigt es, die Aussage fiir [a,b] = [0, 7] zu beweisen.
(b) Durch Spiegelung geniigt es, die Aussage fiir (Cpe,([—, 7]), ||o|loo) zu be-
weisen.

(c¢) Die Taylorentwicklung eines trigonometrischen Polynoms ¢ : [—7, 7] — R
konvergiert gleichméfig auf [—7, 7] gegen t.

(d) Die Aussage folgt aus der Tatsache, dass die trigonometrischen Polynome
dicht in (Cper ([—m, 7]), ||o]|oc) liegen.



4. Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen jeweils Untermannigfaltigkeiten des
angegebenen Raums sind, und bestimmen Sie ggf. ihre Dimension:
(a) der Zylinder My = {(z,y,2) € R3 | 2?2 +3y? =1} C R,
(b) die Neilsche Parabel My = {(z,y) € R? |2® = y*} C R,
(¢) die Kurve M3 = {(cos(t),sin(2t)) |t € (0,27)} C R?,
(d) das verallgemeinerte Ellipsoid My = {z € R" | (Az,z) = 1} C R" fiir

eine symmetrische, positiv semi-definite Matrix A € R™*".

1 Zusatzpunkt fir Zeichnungen von My — Mjy.

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 11.12.15.

Version: 3.12.15
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Freiwilliges 9. Ubungsblatt

1. Es sei T C R* offen und ¢ : T — R" eine Immersion und ¢ € T. Beweisen Sie
detailliert:

(a) Gegebenenfalls nach  Umnummerieren der Koordinaten  gilt

det(i‘f’g(ﬁ;;;ﬁkg (t)) # 0.

(b) Es gibt eine Umgebung 77 C T von z und V C R* offen, so dass
(01, 1) : T = V ein C1-Diffeomorphismus ist.

()@ : T'x R 5 V x R"™* mit ®(ty,....t,) = @(t1,....tx) +
(0,...,0,t511,...,t,) " ist ein C'-Diffeomorphismus mit ®(7” x {0}) =
p(T7).

(d) @(T") ist eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und ¢ : 7" — ¢(T")
ist ein Homdomorphismus.

2. Fiir vy, ...,v, € R™ betrachte das aufgespannte Parallelotop
P(v1, ... vp) = { o1 + -+ \og € R™ [ g, A, €[0,1]}
und setze A = (vy,...,v;) € R™*. Zeigen Sie:

(a) Im Fall k£ =n gilt Vol,,(P(vi,...,vp)) := A (P(v1,...,v,)) = |det(A4)].

(b) Im Fall £ < n und v; € Ep (dh. v; = (w;,0)" mit w; € Rk) set-
ze Vol (P(vi,...,v)) = |det(B)| mit B = (w1,...,w;) € RF*F sowie
Vol (OP(vy,...,v;)) = Volg(P(v1,...,vx)) fiir jede orthogonale Matrix
O € R™ ™. Dies impliziert fiir beliebige v1,...,vp € R", k € {1,...,n}

Voly(P(vr,...,vr)) = y/det(AT A).

3. Es sei h: (0,1) — R stetig differenzierbar und M = {x € (0,1) x R |z =
h(x1)} € R? die Untermannigfaltigkeit des Graphen von h. Bestimmen Sie die
Léange Voli (M) von M. Welche Funktion h liefert die kiirzeste Verbindung
zwischen zwei beliebigen Punkten (x1,y1), (z2,y2) € (0,1) X R mit z; # 27

4. Betrachten Sie das verallgemeinerte Ellipsoid M4 aus Aufgabe 8.4(d) fiir eine
strikt positiv-definite Matrix A. Bestimmen Sie:

(a) fiir jedes p € My den Tangential- und Normalenraum an M.
(b) den MafBtensor und die Gramsche Determinante von My in p € My.

(c) das (n — 1)-dimensionale Volumen von Mjy.

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 8.1.16.

Version: 5.1.16
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10. Ubungsblatt

1. Die Karten ; : T; — V; C M, j =1,...,J, mogen einen endlichen Atlas der
Untermannigfaltigkeit M bilden, und «; : M — [0, 1] mit a; o ¢; messbar,
Jj=1,...,J, sei eine untergeordnete Zerlequng der Fins, d.h. Oéj|M\Vj = 0 und

Z;-Izl a;j = 1. Zeigen Sie, dass dann fiir integrierbare f : M — R unabhéngig

von der Wahl von (a;) gilt

J
/M f(x) S(dx) = ; /M () f(z) S(dx),

wobei die Integrale auf der rechten Seite {iber das Kartengebiet V; erklirt sind.

2. Es sei M C R3 eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit und ¢ : T —
V C M eine Karte. Mit v x w € R? werde das Vektorprodukt von v,w € R3
bezeichnet. Beweisen Sie:

. . .. O %)
(a) Die Gramsche Determinante erfiillt g(t) = [|7.=(t) X ng(t)HZ’ teT.
(b) Ist o7 ein orientierter Atlas von M, so definiert
92 (1) x

o) = 220X
1220 220

mit beliebiger Karte ¢ € & um p € M und t = ¢~ (p), ein stetiges
Einheitsnormalenfeld auf M.

SIS
SENS

)

Hinweis: Zeigen Sie ggf. folgende Formeln fiir a, b, ¢ € R3:

det(a, b, ¢) = (axb, c), det(axb, a,b) = [laxb|?, det (iz Z; igé’;) — Jlaxb]?.

3. Esseien M C R" eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, k > 2,
und 2 C M besitze glatten Rand.

(a) Konstruieren Sie einen Atlas ./ rand-adaptierter Karten von M, so dass
fiir den vorgegebenen orientierten Atlas .7’ von M gilt:

Vo:T =-Ved3 T -V €' :VCV und det(D((¢') toyp)) > 0.

(b) Schlieflen Sie: .27 ist ein orientierter Atlas rand-adaptierter Karten von
M mit derselben Orientierung wie &7’ (d.h. & U &/’ ist orientiert).



4. Ist g : U — R3, U C R? offen, ein differenzierbares Vektorfeld, so bezeichnet
divg(x) = (gﬁi + 692 + 893)(56) die Divergenz und

dg3 _ 0ga
rotg(z) = V x gla) = | 92— 22 | (0

Og2 _ 9Og1

81‘1 63!72

die Rotation von g. Weisen Sie fiir a € R3, f € C%(U), F € C%(U;R?) nach:

(a) div(a x F) = —(a,rot F) (kurz: (V,a x F) = —(a,V x F));
(b) rot(af) = —a x Vf (kurz: V x (af) = —a x Vf);

(c) rot(Vf) =0 (kurz: (V x V)f =0);

(d) div(rot(F)) =0 (kurz: (V,V x F) =0).

Freiwillig: Welche Formeln ergeben sich, wenn a durch ein differenzierbares
Vektorfeld A : U — R? ersetzt wird?

5. Freiwillig: Beweisen Sie formal, dass das M&biusband nicht orientierbar ist.

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 15.1.16.

Version: 8.1.16
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11. Ubungsblatt

1. Beweisen Sie:

(a) Sind A, B zusammenhéngende Teilmengen eines metrischen Raumes und
AN B # @, so ist AU B zusammenhingend.

(b) Ist U C R" offen, so sind die Zusammenhangskomponenten C(z) fiir
x € U offen.

(c) Mit den Ergebnissen der Vorlesung folgt, dass jede offene Menge U C R"
in offene Wegzusammenhangskomponenten zerfillt.

2. Betrachten Sie das Vektorfeld f : U — R? mit f(x1,29) = (—x2,21)" /(22 +
22), wobei U C R?\{0} offen. Weisen Sie % = g—ﬁ nach und geben Sie
Mengen U an, auf denen f konservativ bzw. nicht konservativ ist.
Zusatzaufgabe: Charakterisieren Sie die Mengen U, auf denen f konservativ

1st.

3. Zeigen Sie: Ist K C R"™ kompakt und (Uj)j=1,..s eine offene Uberdeckung
von K, so existiert eine (U;) untergeordnete Zerlegung der Eins (o) auf einer
Umgebung von K mit o € C*(R"), j =1,...,J. Anleitung:

(a) f(t) = e Y1(t > 0) liegt in C®(R) und x(z) = f(4_”§ﬁ‘§ﬂ§'('ﬁ;“2_l),
z € R”, erfiillt x € C°(R"), x(x) =1 fir ||z]] < 1, x(z) € (0,1) fur
|lz|| € (1,2) und x(x) = 0 fiir ||z| > 2.

(b) Zu jedem x € K wihle j(z) mit € Uj(,). Dann gibt es z; € K, &; > 0,
so dass K C UM, B.,(x;) und Bs.,(z;) C Uj(zs)-

(c) Fir xi(z) :== x((z — x;)/ei) und

af(z) = Xi(o)
Z Sy Xm (@) + [To—y (1 = Xm ()

/
'

, x€R"

betrachte aj := ;. ;)= &

4. Folgern Sie aus dem Gaufischen Integralsatz fiir U C R" offen sowie 2 C U
kompakt mit glattem Rand und &uflerem Einheitsnormalenfeld v: fiir u,v €
2
C2%(U) gelten mit Au := " 2% 9 u = (Vu,v) die Formeln

i=1 9z2°
(a) [JqAudz = [, d,udsS;
(b) [o(Vu, Vo) dz = [, ud,vdS — [ ulvd;
(¢) [ouAv—vAu)de = [,o(ud,v —vi,u)dS.

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 22.1.16.

Version: 12.1.16
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12. Ubungsblatt

1. Beweisen Sie auf elementarem Weg den Gauflschen Integralsatz fiir Quader
Q = [a1,b1] x --- x [ag, bg] € R?. Das Integral iiber den Rand 99 wird dabei
als Summe der Integrale iiber die 2d begrenzenden Hyperflichen aufgefasst.

2. Es gelte a € Q° fiir Q C R", n > 3, kompakt mit glattem Rand, und h: U — R
sei harmonisch fiir U D () offen. Es bezeichne
= H
(n — 2) Voln_l(Sn_l)

No(z) = z—al*™", xeR"\{a},

das Newtonpotential um a. Zeigen Sie:

— 1 r—a
Vol,—1(Sn_1) Ta—al""

(b) Fiir r > 0 so klein, dass B,(a) C Q°, folgt aus der Greenschen Formel (A
11.4(c)): fa(Q\BT(a))(haVNa — Ny,0,h)dS = 0.

(c) Es gilt lim, g faBT(a)(h&,Na — N,0,h)dS = h(a).

(d) h(a) lasst sich also nur aus den Randwerten von h auf 02 berechnen:

(a) N, ist eine harmonische Funktion mit VN, (x)

h(a) = / (hdy N, — N, h) dS.
o0

Freiwillig: Schlieflen Sie daraus die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funk-
tionen:

1

hla) = Vol,,—1(rSp—1)

/ h(a + z) S(dz), solange B,(a) C U.
'I’Sn71

3. Weisen Sie folgende Identitéit der linearen Algebra fir A = (a;;)ij=1,..3 €
R3*3, v, w € R? nach

(Av,w) — (Aw,v) = ((ase — as3,a13 — az1,az1 — a12) ' ,v X w).

Schliefen Sie daraus fiir ¢ € CY(T;V), f € CYV;R3) mit T C R* V C R?
offen

<8(fo<p) %>_<8(fo<p) @>:<(rotf)o%as0x8ﬁ>.

ot; Oty oty Ot oty Oty



4. Fiir ein Vektorfeld f : U — R3, U C R3 offen, heifit g € C1(U;R3) Vektorpo-
tential, falls rot g = f gilt. Zeigen Sie:

(a) Ist f € CYU;R?), so ist div f = 0 (f ist divergenzfrei) notwendige Be-
dingung fiir die Existenz eines Vektorpotentials g € C%(U;R?).

(b) Ist f € CY(U;R3) und U sternformig, so ist div f = 0 auch hinreichend
fiir die Existenz eines Vektorpotentials.
Tipp: Ist U sternférmig um xg = 0, so betrachte g(x) = fol tf(tx) x xdt.

Geben Sie jeweils ein Beispiel f fiir die Existenz und Nicht-Existenz eines
Vektorpotentials g an. Bestimmen Sie auch ¢ im ersten Fall.

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 29.1.16. Version: 2.2.16
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Probeklausur

1. Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen, wahr oder falsch sind. Jede richtige
Antwort wird mit +0,5 Punkten berwertet, jede Falsche mit -0,5. Insgesamt
sind fiir diese Aufgabe nicht mehr als fiinf und nicht weniger als null Punkte

zu erreichen.

(5P

Frage (@) | () [ () [ (d) ()| )] ()| M| 1G] K

(1)

wahr

falsch

weil} nicht

Der Weg ¢ : R — R* mit ¢(t) = (arctan(t), e, 12, (14+2)~3) hat endliche
Lange.

Jeder Weg in R?, dessen Definitionsbereich ein beschrinktes Intervall ist,
hat endliche Linge.

Das Bild der Funktion f : [—1,0] U [1,2] x (0,00) — R mit f(x,y) =
{z fir z € [-1,0]

ist wegzusammenhéngend.
y fiir x € [1,2]

Die Menge X = {(z,y) € R? | % + y? > 1} ist sternformig.
Die Menge B1(0) = {z € R3 | |z| < 1} ist eine dreidimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R3.

Die leere Menge ist eine orientierbare Untermannigfaltigkeit des R3.

Die Funktion (z,y) — % ist auf [0,1]? Lebesgue-integrierbar.

Sei By, ={z € R" | 2341 = --- = &, = 0} die k-dimensionale ,,Ebene* im
R™. Dann ist M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, falls
es zu jedem p € M eine offene Umgebung U C R", p € U, und einen
C1-Diffeomorphismus F : U — F(U) mit F(M NU) = E,_,,NF(U) gibt.
Das Bild einer injektiven Immersion ist eine Untermannigfaltigkeit.

Die Vereinigung zweier k-dimensionaler Untermannigfaltigkeiten des R"
ist eine Untermannigfaltigkeit.

Die 3-Sphire vom Radius r > 0, 7S3 = {2 € R?* | |z| = 7}, hat das
3-dimensionale Volumen Volz(rS3) = 27%73.

Eine Ruhelage 7 ist asymptotisch stabil, wenn lim;_,~ ¢(t, z) = Z fiir alle
x in einer Umgebung von z gilt.

)



2. (a) Formulieren und beweisen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir einen
Mafiraum (X, .#, ).

(b) Seien f,, : X — R fiir n € N und f: X — R messbare Funktionen auf ei-
nem Messraum (X, .#) mit endlichem Ma$ i, sowie f,, — f p-fast iiberall.
Beweisen Sie, dass dann fiir alle stetigen und beschrénkten Funktionen

g9: R = Rauch limy o0 [ 9(fn(x))uldr) = [y 9(f(x))u(dz).

(c) Zeigen Sie anhand von Beispielen, dass in 2b weder auf die Stetigkeit,
noch auf die Beschréinktheit der Funktionen g verzichtet werden kann.

3. Sei M = {(rcosa,rsina,z) € R | r = 14+f(B) cos B,z = f(B)sin 3, o, B € R}
fiir eine stetig differenzierbare, 2m-periodische Funktion f : R — (0, 1).

(a) Weisen Sie auf zwei verschiedenen Wegen nach, dass M eine zweidimen-
sionale Untermannigfaltigkeit ist.

(b) Bestimmen Sie fiir p € M den Tangentialraum 7}, und den Normalen-
raum N, M.

(c) Bestimmen Sie die Gram’sche Determinante und das zweidimensionale
Volumen von M.

4. Sei f(z) = 2V/1—22, z € [-1,1] und P(A) = [, fdX fir A € P_1 ;) mit
Lebesguemaf A.

(a) Beweisen Sie im Detail, dass P ein (wohldefiniertes) Wahrscheinlichkeits-
maf ist.

(b) Sei g(z) = a:21£0’1} (x), © € [-1,1]. Bestimmen Sie die Orthogonalprojek-
tion von g in L*(P) auf den Unterraum span{ fo, f1, f2}, wobei fo(z) =1,

fi(z) =2, folz) = 2%

Abgabe, nach Aufgaben getrennt, vor der Vorlesung am Freitag, dem 5.2.16.
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(2P)

(1P)

(2P)

Version: 28.1.16



