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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Bestimmen Sie die kritischen Punkte der Funktion f : R2 → R,

f(x, y) = 2x3 + 6xy − 3y2 + 2.

Bestimmen Sie für jeden kritischen Punkt ob er ein lokales Maximum oder Minimum ist. Sind
diese Punkte globale Extrema?

Aufgabe 2 (5 Punkte)

Sei f : R2 → f(R2) ⊆ R2, f(x, y) = (ex cos y, ex sin y).

(a) Bestimmen Sie das Bild von f .

(b) Zeigen Sie, dass f in R2 lokal invertierbar ist, d.h. für (x, y) ∈ R2 jeweils in einer geeigneten
Umgebung von (x, y)

(c) Zeigen Sie, dass f nicht global invertierbar ist, d.h es existiert keine auf f(R2) definierte
Umkehrabbildung.

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Man betrachte die Funktion f(x, y) = xey + ex sin(2y).

(a) Zeigen Sie, dass man die Gleichung f(x, y) = 0 in einer Umgebung von (0, 0) nach y auflö-
sen kann (d.h. Es existiert eine Funktion ϕ(x) so dass f(x, ϕ(x)) = 0 in einer Umgebung
von (0, 0)).

(b) Bestimmen Sie ϕ′(0) und die Gleichung der Tangente an den Graph von ϕ im Punkt
(0, ϕ(0)).

Bitte wenden!
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Aufgabe 4 (5 Punkte)

Es sei f : R2 ⊃ Ω→ R eine C1-Funktion und für c ∈ R

Nc := {(x, y) ∈ Ω | f(x, y) = c}.

Ist Nc 6= ∅ und ∇f(x, y) 6= 0 ∀(x, y) ∈ Nc so ist Nc = {f − c = 0} eine eindimensionale
Lösungsmannigfaltigkeit die Niveaulinie genannt wird. Unter Gradientenlinie von f verstehen
wir einen C1-Weg ψ : I → Ω, dessen Tangentenvektor nirgends verschwindet und an jeder
Stelle in Richtung des Gradienten von f zeigt, d.h.

ψ′(t) = λ(t) · ∇f(ψ(t)) 6= 0 mit λ(t) > 0.

(a) Beweisen Sie, dass sich die Gradientenlinien und die Niveaulinien in rechten Winkeln
schneiden, d.h. 〈v, w〉 = 0 für v die Tangente an der Gradientenlinie in (x0, y0) und w die
Tangente an der Niveaulinie in (x0, y0).

(b) Zeichen Sie die Niveaulinien Nc von f(x, y) = x2 − y2 für c = 0, 1,−1, 2,−2.
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