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Die Unbekannte in einer Differentialgleichung ist eine Funktion und diese Funktionen ,,woh-

nen” in unendlich-dimensionalen Vektorrdume. Man unterscheidet drei typen:
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2 A. ORTEGA

e gewohnliche Differentialgleichungen
e partielle Differentialgleichungen
e systeme von Differentialgleichungen

(a) Gewdhnliche Differentialgleichungen. Hier die Unbekannte ist eine reelle Funktion z =
x(t), x: I — R, mit I C R ein Intervall, die die folgende Gleichung erfiillt
F(t,z(t),2'(t),...,2™(#) =0, F:D—=R
Die Ableitung n € N heifit die Ordnung der Differentialgleichung.

Beispiel. Die zeitliche Auslenkung xz(t) eines eindimensionalen harmonischen Oszillators
unter einer dufler Kraft K (t) gehorcht der gewthnlichen Differentialgleichung 2. Ordunung:

. . 1
T (t)+2n @ (t) + wia(t) = —K(t)
wobei m=Masse, n > 0 ist die Reibungskonstante und w? > 0 ist die Eigenfrequenz.

(b) Partielle Differentialgleichungen. Hier tritt in der Differentialgleichung eine unbekannte
reelle Funktion y = y(z1,...,2.), y: [ X -+ x I, > R I; CR.

oy 0%y oy
F Iy P =

Die hochste auftretende Ableitung n € N heifit die Ordnung.

Beispiel. Eine elektrische Raumladungsdichte p(#) erzeugt das elektrische Potential @(5)
gemaf:
Ap(T) = —4mp(T), T€R®
wobei A = ) % ist der Laplaceoperator. Die Potentialgleichung der Elektrostatik ist eine
partielle Differentialgleichung 2. Ordnung.

(c¢) Systeme von Differentialgleichungen.

Seien yy = (x1,...,2,), k =1,...,p, Funktionen die die folgenden Gleichungen erfiillen:
O Pk 0" yp, o .
oz, g, =, s =0, [=1,2,...,q, Jiy e yin €41,2,... 1}
: (93' Yk 61’1 (’3;1:1-181’1-2 axil ce (%czn g “,% ! { T}

Beispiel. Ein Massenpunkt mit Ortsvektor #(t) bewegt sich unter dem Einfluss einer Kraft

—

K(t,%,7)) geméBNewtons Bewegungsgleichungen:
mZ(t) = K(t, 7).

Die ist ein System von drei gewohnlichen Differentialgleichungen.

Fragen:

e Existiert eine Losung?
e Falls eine Losung existiert ist sie eindeutig?
e Falls mehrere Losungen existieren, wie sieht die Menge der Losungen aus?
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1. ANFANGSWERTPROBLEME FUR GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1.1. Existenz und Eindeutigkeit. Wir behandeln Differentialgleichungen der Form:
y =f(r,y), y:I1—=R, ICR

wobei f : D — R ist stetig, D = I x I’ C R2. Geometrisch, in jedem Punkt (zg,y0) € D,
f(zo,90) ist die Steigung der Tangente und die Kurve (z,y(z)) auf den Punkt (zg,y0). Es
wird eine Funktion ¢ : I — R gesucht deren Graph die durch f gegebene Richtung hat. Z.B.
Richtungfeld zu f(z,y) = —y>.

Anfangswertproblem. Seien I, I’ C R beliebige Intervallen, f : I x I’ — R eine Funktion,
(x0,y0) € I x I'. Eine Lésung der Differentialgleichung

(11) y/ - f(‘ra y)? durch (1‘0790)7
ist eine differenziarbare Funktion ¢ : [a,b] — I’ (dabei xy € [a,b,] — I) so dass gilt:

¢'(x) = f(z, (), V€ la,b] und (o) = yo.
Eine Losung ¢ : L., — I’ von (1.1) heifit maximale Losung wenn fiir jede andere Losung
@: T — I'von (1.1) gilt T C Inge und $(z) = p(z),Va € I.

Hauptsatz 1.1. Ist f : [ x I' — R stetig, so gilt: Eine stetige Funktion ¢ : I — I’ ist genau
dann Lésung der Differentialgleichung (1.1) wenn fir alle x € I gilt

m=%+/ﬁ@wmw

Beweis. Man wendet den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung an:
(=) ist ¢ eine Losung durch (zo,y0) = ¢'(z) = f(z, ¢(z)) und daher

/’f .Ajdﬁﬂtzwwﬂ—ya

(<) Aus p(z) = yo + [, (¢, @(t))dt folgt ¢ (z) = f(x,¢(x)) und @(zo) = yo. O

Beispiel 1.2. Wir betrachten das Anfangswertproblem 3/(x) = |y(2)|*/?, y(x0) = vo, f :

R x R — R. Man bemerkt dass die Funktion f(x,y) = |y|>/? einmal stetig differenzierbar ist
aber nicht zweifach. Die maximale Losung ist

4y
(27(%;}02)\/3?0)2 T <To+ = \ﬁ, falls yo > 0
o(x, 20, Y0) = 0 relR falls yo = 0
Mlﬁ% x>x0—\/%7yo, falls yp < 0

Definition 1.3. Eine Funktion f : I x I’ — R geniigt einer Lipschitz-Bedingung (L-B)
wenn es ein L > 0 gibt, so dasss Va € I und y, g € I’ gilt:

|f(z,y) = fz,9)] < Ly — .
L heifit eine Lipschitz-Konstant zu f. Ferner, f gengut lokal einer Lipschitz-Bedingung,

wenn es zu jedem Punkt (xg,10) € I x I’ eine Umgebung U beziiglich I x I’ gibt !, in der f
einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Id.h. e > 0 mit {(z,y) € I x I' ||(z,y) — (z0,90))|| < e} C U



4 A. ORTEGA

Bemerkung 1.4. Wenn g—g existiert und beschrankt ist, so geniigt f einer Lipschitz-Bedingung.
Denn, nach dem Mittelwertsatz, existiert zu = € I, y,g € I' ein 5 € [y, y| mit

ﬂa@—f@@%z%?mmw—ﬂ)

Insbesondere, gengut jede Funktion f, die stetig partiell nach y differenzierter ist, lokal einer
L-B.

Hauptsatz 1.5. Seien I,1' C Intervalle. Die Funktion f : I x I' — R sei stetig und geniige
lokal einer Lipschitz-Bedingung,

(i) (Existenz) so existiert durch jeden Punkt (xg,yo) € I x I' eine Losung der Differentialglei-
chung (1.1).

(i1) (Eindeutigkeit) ¢ - I — I', ¢ : I — I’ seien Losungen von y' = f(x,y). Es existiert xo € 1
mit p(xo) = 1 (x0). Dann gilt o(x) = Y(x),Vo € I.

Bemerkung 1.6. Daher folgt dass das Anfanswertproblem eine eindeutige maximale Losung
besitzt.

Beweis. (ii) Eindeutigkeit. Seien v, ¢ : [ — I' Losungen von y' = f(x,y).Angenommen: 3z € [
mit @(zg) = ¥(xg). Zu zeigen: ist xy € [a,b] dann (x) = Y(z) Voo < x < b (fiir a < z < x
beweist man analog ). Sei
T :={x € [z, 0] | ¢(t) = (t), Vt € [0, x]}.

Daxy € T, T # () und T ist nach oben beschrinkt. Nach Lemma von Zorn folgt dass 3s :=supT’.
Weil ¢ und v stetig sind, gilt ¢(s) = ¥(s) =: w. Zu zeigen s = b. Wir nehmen s < b an. Wir
wéhlen 0; > 0 und € > 0 so, dass (1) s+ 01 < b, (2) f geniigt in [s, s+ d;] X [w — &, w + €] einer
L-B mit Konstanten L und (3) |p(z) —w| < e, [¢p(z) — w| < e Vz € [s,5 + 01].
Dann sei § so gewéhlt, dass 0 < d < d; und § < ﬁ gilt. Wir setzen

A= sup{lp(t) —¢(t)| | t €[s,s+ 0]}
Nach Satz 1.1:

ww=w+/7mwmﬁ, ww=w+/@wwmﬁ
Fir z € [s, s + d] gilt:

IN

o) = ()] /x [f (@t @(t) = f(t,(2))]dt

sL/Wm%www
s+0

< L/ Adt:LA§<§.

Man nimmt das Supremum beide Seiten und es ergibt sich A < é, d.h. A = 0. Daraus folgt
o(t) = (t),Vt € [s,s+ d]. Da § > 0 dies gibt ein Wiederspruch zu A = supT'.

(i) Ezistenz. Zu zeigen: es existiert eine stetige Funktion ¢ mit

o) =yo + /x f(t,o(t))dt.
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Wir werden ¢ als Grenzwert einer Folge (¢,) erhalten. Man wéhlt §; > 0, > 0 so, dass f in
[xg — 61,20+ 01] X [yo — €, y0 + €] C I x I’ einer L-B mit Konstanten L > 0 geniigt. Da f stetig
ist,
AM >0 mit |f(z,y)] < M V(z,y) € [vo — b1, @0 + 61] X [yo — &, 50 + €]
Man wihlt § > 0 so, dass § < 6, und § < ;. Wir definieren die Folge ¢, : [1g — 6,20 +J] — R
durch
wo(z) =

or(8) = w0t / "1t wolt))dt

en(z) == o +/ f(t, ona(t))dt
o
Wir werden durch vollsténdige Induktion zeigen: fir n € N, = € [z¢ — 0, x¢ + 0] gilt

(1) len(z) =yl <e
daher ist f(x, p,(z)) definiert, und
M
(n+1)!

/ f(t, on(t))dt
SM

Ln|ZL‘ . J]0|n+1.

(2)  lenra(z) = pal2)] <

Die Behauptung (1) folgt aus

IN

|on () = yol

IN
I/\

Fiir (2), Induktionsanfang ergibt sich aus

o1(z) — po(2)] < / [t o)t < Ml — o).

Induktionsschtritt (von n auf n + 1):

Pnea(@) — pnea(2)] < /zlf(t,sonﬂ(t))—f(t,son(t))ldt

L / (onia(t) — on(t)|dt
M

L”/ 1t — zo|dt
o
M

— Ln+1 o n+2.
(n+ 2)! [z = ol

IN

IN

Nun schreiben wir ¢, = yo + Zizl(wn — ¢n—1). Die Reihe Y > (¢n — @n_1) ist gleichméBig

konvergent, denn
L”(S”
Z [fn = @] < Z

n=1
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daher existiert eine stetige Funktion ¢ := lim,, . ,. Aus

(2, n(2)) = f(z,0(2))] < Llgn(r) = ¢(z)|

folgt dass auch f(x, ¢, (x)) konvergiert nach f(z,¢(x)) gleichméfig. Daher darf man Limes und
Integration vertauschen:

P(o) = i (@) =oo+ i [ Fleon®)de =0+ [ St o(0)d

Nach Satz 1.1 folgt dass ¢ eine Losung von ' = f(z,y) durch (zo,yo) ist. O

Bemerkung 1.7. Wenn f stetig ist und einer L-B geniigt und f(z,0) = 0 Va gilt, dann y =0
ist eine Losung von ¢y = f(z,y). Wenn ¢ eine Losung von y' = f(x,y) ist und besitzt eine
Nullstelle, dann ¢ = 0. Mit anderen Worten, nach der Eindeutigkeitsatz diirfen die Losungen
nicht schneiden.

Gegenbeispiel 1.8. Wir betrachten die Funktion f : R x R — R, f(x,y) = /|z| und die

Anfangswertproblem:
y(z)=+lyl,  y(0)=0.

Dann existiert unendlich viele verschiedene maximale Losungen: fiir jedes ¢ > 0 ist

@9 fir g > e
— 1 =
y(@) { 0 z<ec

eine maximale Losung. Man bemerkt dass f stetig ist aber sie ist nicht differenzierbar.

Definition 1.9. Wir bezeichnen die Losung von y' = f(z,y) durch (z¢, yo) mit ¢(x; xo, yo), sie
heifit die allgemeine Losung.

Beispiel 1.10. Die Differentialgleichung ¢ = y hat y = ce” als Losung. Die Losung durch
(20, yo) ergibt sich mit yo = ce®™, so die allgemeine Losung ist p(z; xg, yo) = yoe™ .

1.2. Einigen Losungen Methoden.

(a) Trennung der Variablen

Man nimmt an dass f als Produkt f(z,y) = g(x)h(y) mit g, h stetig, darstellen lasst. Dann

Falls h(y) # 0, kann man beide Seite der Gleichung integrieren:
dy /
—— = [ g(z)dz.
/ h(y) @)
Es ergibt sich

(1.2) H(y) = G(x),
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mit A und G Stammfunktionen von 3 bzw. von G. Wegen H'(y) = % # 0 kann man lokal die
Gleichung (1.2) auslésen: ¢(z) = H~Y(G(z)). Da H(p(x)) = G(x), folgt H'((z))p(z) = G'(x).

' (z)
S0 7ay = 9():

Beispiel 1.11. Wir betrachten ' = £, x > 0. Die integration

/dy_/dw
y x

ergibt sich In|y| = In|z| 4+ ¢ und daher y = +ez. Die Losungen sind y = cz mit ¢ € R. Durch
(o,%0), o > 0 ist die Losung y = g—Zx die allgemeine Losung o (z; xo, yo) = yom xo > 0.

Beispiel 1.12. Man betrachtet ¢’ = —y?. Die Funktion f(x,y) = —y? geniigt lokal einer L-B,
denn % = —2y stetig ist . Dann gibt es genau eine Losung durch jeden Punkt (zg,10) € R2.

Nach Trennung der Variablen

d 1
/ Y /dx = —x+c Yy = , mitcelR
Tr+c

Die allgemeine Losung ist somit

1 falls yo < 0 fiir € (—o0, 29 — =)
o(x; 0, Y0) =

Yo

r—x0+ (1/y0) falls yo > 0 fiir z € (x 0_y0>00)
Man bemerkt dass es nicht notwendig Losung in ganz R gibt, auch wenn f(z,y) in ganz R?
definiert ist.

Beispiel 1.13. Man betracht das Anfangswertproblem y/(z) = 2zy(z)?, y(1) = 1. Man bemerkt
g—i = 4y stetig ist so existiert es genau eine maximale Losung durch (1,1). Nach der Trennung

der Variablen:
Yd v 1
(1.3) / i /Qtdt = ———+1=2"-1
1 y(x)
Das grofite Intervall I C R das die Eins enthélt und das die Eigenschaft besitzt dass Vo € 1
(1.3) eine Losung y(z) € (0,00) hat ist I = (—v/2,v/2).

Beispiel 1.14. Man betracht das Anfangswertproblem z/(t) = sinz(t), (0) = 1 mit (¢,z) €
R x (0,7) als Definitionsintervall von f(t,z) = sinx(¢). Da % = cos x stetig ist, gibt es genau
eine Losung durch (0, 1). Nach Trennung der Variablen findet man:

/ﬂc 4 —/tdf—t
o sing Sy

Das Integral der Linke Seite ist keine elementare Funktion seiner oberen Integrationsgrenze.
So kann man nicht x(¢) in geschlossener Form angeben. Man kann trotzdem etwas iiber den
Verhiltnis der Losung sagen. Wegen

. [T dx . [T dx U dz
lim — = 400, lim = lim ~ | = -0

atr J; sInT xl0 J; sInT 0 sin T
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folgt dass die maximale Losung z(t) auf ganz R definiert ist und dass gilt

tliglo x(t) =, tkr_nooa:(t) = 0.

(b) Exakte Gleichungen und integrierende Faktor

Seien I,I’ C R Intervalle. Wir nehmen an, dass die Differentialgleichung v = f(x,y) sich
in der Form

(1.4) P(z,y)dz + Q(x,y)dy =0

schreiben lésst mit P, @ : I xI" — R stetige Funktionen und es gelte Q(z,y) # 0V(z,y) € I xI'.
Nach Analysiskurs ist den folgenden Satz bekannt:

Satz 1.15. Unter den obige Voraussetzungen hat man: ist P(x,y)dx + Q(z,y)dy = do(x,y)
fiir eine Funktion ¢ genau dann wenn P,Q im einem einfach zusammenhdngend Gebiet stetig
partiell differezierbar sind und dort die Integrabilititsbedingung:

or_ o
dy  Ox
erfillt. In diesem Fall lautet die Differentialgleichung (1.4) do(x,y) = 0 (sie heifit dann exakt).

(1.5)

Wenn (1.4) die Bedingung (1.5) erfiillt ist dann ¢(x, y) Konstante und man kann daraus nach
y auslosen um eine Losung von (1.4) erhélten. Da gilt

pBo 00

Oz dy
lasst sich ¢ durch ein Kurvenintegral zwischen die Punkte Py = (xg,40) und P, = (z1,y1) aus
P und @ bestimmen:

Py Py
/ Pdx + Qdy = / do = ¢(x1,y1) — d(x0, Yo)-

Py Py

Da [ d¢ unabhéingig vom Weg ist, wihlt man die einfachste Kurve v (wie in Fig.). Dann gilt

/ Pdz + Qdy — / P, yo)dn + /y y Q1. y)dy.

Y zo

Damit erhéhlt man (fiir x; — = und y; — y):

(1.6) oy) = olavs) + [ Pla i+ [ Qasi)di = Konstante,

o

Beispiel 1.16. Man betracht die Differentialgleichung zydx + %xQdy = 0. Da ‘2—1; =1 = g—g
gilt, ist sie exakt. Nach (1.6) ergibt sich:

x y
oay) = dleoun)+ [ widi+ [ Sady

o Yo
v’y agyo @'y 2Py
= ¢(xo,v0) + 5 "5 T3 "3
2
i
- _y+00
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Die Losung der Differentialgleichung d¢ = 0 ist daher y = w—(’;, mit C € R.

Beispiel 1.17. Man betracht das Anfangswertproblem y'(z) = —(eyD) y(0) =1 = yo. Man

2eTy
setzt P(x,y) = e®y? + 2 und Q(z,y) = 2¢”y. Da %—I; = 2e"y = % ist die Differentialgleichung
(e"y* + 2)dx + 2e"ydy = 0
exakt. Nach (1.6) ergibt sich:

@ v
o(x,y) = Co +/ (e” +2)dz +/ 2e*ydy
0 1
+ e g?
0 1
= Co+e"+2x—1+e"y* —¢"
Daher e”y? = C' — 2z. Da y(0) = 1, erhélt man C = 1. Fiir y > 0

y=+(1—-2x)e® € (o0,1/2)

)
= Cp+ (" +27)

ist eine maximale Losung.

Allgemein ist eine Funktion u(x,y) ein integrierender Faktor fiir die Differentialgleichung
Pdx + Qdy = 0 wenn daraus durch Multiplikation mit p ein totales Differential wird, d.h. wenn
gilt:

uPdx + pQdy = do.
Zum Beispiel z ist ein integrierender Faktor der Differentialgleichung ydx + %xdy da
0xQ

ox

dzP __

oy — =

gilt. Mann bestimmt p aus der Integrabilitdtsbedingung:

oxP  0xQ 0

dy or
Hat man p gefunden, aus ¢(x,y) =Konstante ergibt sich eine Losung wie oben, wobei man P
bzw. () durch puP bzw. uQ ersetzt hat.

Wir kann man ein integrierenden Faktor berechnen? Wir haben den Ansatz:

ouP  opQ

oy or U
ol oP ou 0Q
) iRt le Yl it A
= (9y+ Jy ox ox 0

or QY _ o
oy 0x) '

1 /0P 90
25 %)

unabhénging von y ist (und natiirlich Q(z,y) # 0 in einer Umgebung) dann kann man p = u(x)
annehmen, d.h. g héngt nur von x ab. Dann bestimmt man pu(x) aus

oy B[0P 04
‘0-5 (5 %)

Wenn
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L(or 0@
P\ody Oz
unabhénging von z ist (und P(x,y) # 0 in einer Umgebung) dann kann man p = p(y) annehmen

und aus
/()___“ or _oQ
PW="p dy Ox

Analog wenn

kann man p(y) bestimmen.

Beispiel 1.18. Wir betrachten

. — (14 22%?)
== ° 1) =1.
y By y(1)
So P(z,y) = 1+ 22%y* und Q(x,y) = x*y. Man bemerkt
oP 0Q
= 422 —* 32

so die Differentialgleichung ist nicht exakt. Weil
1 (8P E)Q) _daty—32%y 1

x3y x

Q\0y Oz

unabhénging von y ist und Q(x,y) # 0 gilt in einer Umgebung von (1, 1), kann man pu(x)
berechnen durch p/(x) = £. Man findet p(x) = z als integrierenden Faktor. Nun ist

(z + 22%y)dx + x'ydy = 0 = d¢

exakt. Dann

T Y
oz, y) = CD+/ (at~+2:f:3)dat~+/ zhgdy
1 1

.’,Z'Q i’4 x4,g22/
— O i
“Jr(2+2)1jL 2 |,
ZL’2 I4 £4y2 ZE4
G R Tl A
0t 5 T T 2

Daher z1y? = C' — 2% Da y(1) = 1 gilt, hat man C = 2. Fiir y > 0 die maximale Lésung durch
(1,1) ist
2 —x2

xrd

z € (0,v2).

y:

(c) Variation der Konstanten

Sind g, h : I — R stetige Funktionen so heif3t
(1.7) y' = g(x)y + h(z)

eine lineare Differentialgleichung und die Differentialgleichung

(1.8) y' = g(z)y
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heifit die zugehorige homogene Gleichung. Um (1.8) zu 16sen man wahlt G eine Stammfunktion
von g und erhilt alle Losungen y = ce“® mit ¢ € R. Wir machen den Ansatz

(1.9) y = c(x)e’@

den als Variation der Konstanten bezeichnet ist. Wir nehmen an, dass (1.9) eine Losung von
(1.7) ist, dann gilt es ¢(z) = h(z)e~%®). Man bestimmt die Funktion c¢(z) : I — R als folgende:
da c(x)e® eine Losung von (1.7) ist, muss es gelten

Y = (@) + e(2)g(2)e"@ = g(a)y + h(z).
Daraus folgt ¢ (2)e“® = h(z). So erhiilt man c(z) als Stammfunktion von he=¢
Bemerkung 1.19. Ist § eine Losung von (1.7), dann ist
{§+ce® | ceR}

die Menge alle Losungen von (1.7). Es reicht eine einzige Losung der inhomogen Gleichung zu
finden um alle Losungen zu erhalten.

Beispiel 1.20. Sei ¢ = y + x. Die homogene Gleichung 3’ = y hat die Losung y = ce®*. Der
Variation der Konstante y = c(x)e” ergibt

y =d(@)e" +c(x)e” =y+u

Dann d(z)e”* = z. Man findet die Stammfunktion —(x + 1)e™® von ¢(x). Eine Losung der
inhomgene Gleichung ist somit

y=c(z)e’ =(—(x+1))e ")’ =—(x+1)
und alle Losungen sind {ce® — 2z —1 | ¢ € R}.

Beispiel 1.21. Ein Korper der Masse m falle unter dem Einflufl der Schwerkraft in einem wider-
strebenden Mittel wobei wir annehmen, dass der Widerstand proportional zu Geschwindigkeit
ist. Sei v(t) die Geschwindigkeit zu Zeit t. Nach Newtonsgesetz erhédlt man die Differentialglei-
chung

dv
m% =mg — kv,
wobei k > 0 ist die Proportionalitdtskonstante und ¢ ist die Erdbeschleunigung. Also v' =
g — %v. Die homogene Gleichung v = —%v hat die Losung v = cewt. Die Variation der

Konstante v(t) = c(t)em® liefert ¢/(t) = gew', mit Stammfunktion mem + ¢. Da v(0) = 0,
erhilt man ¢ = —%*. Daher folgt

gm ky gmy kg gm —ky
o= (B - )= B2 o).
vt = e m ) e &
Die Geschwindigkeit nimmt beim Fallen sténdig zu und néhert sich exponentiell der Konstanten
Endgeschwindigkeit

gm

Uoo = Jim v(t) = =
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Beispiel 1.22. Wir betrachten eine Population mit Anzahl z(t) zu Zeit t. Seien a > 0 die
Wachstumskonstante ( bei a < 0 sprechen wir iiber Zerfallen) und b > 0 die zeitlich Konstante
Zuwanderung (bei b < 0 sprechen wir iiber Auswanderung). Dies fithrt die lineare Differential-
gleichung
dz
dt
Man bemerkt, dass eine Losung ist die Konstante () = —2. Alle Lésungen sind

=2 =ax +0b.

b
{p(t) = -+ Ce™ | C €eR}

Sei p(0) = ¢o der Anfangswert. Dann C' = ¢ 4 2. Die Losung mit ¢(0) = ¢ ist

b b
o(t) = ——+ <co - —> e
a a

Man berechnet ¢'(t) = a(co+ 2)e®. Wir untersuchen den Verlauf von ¢ und unterschieden vier
Fille.

(A) Fir a > 0, b > 0 (Wachstum und Zuwanderung) ist ¢() streng monoton wachsend da
¢'(t) > 0Vt > 0 und zusammen mit lim; ,, ¢(t) = 400 bedeutet dass die Population unbe-
grenzt wachst.

(B) Fiir a < 0, b < 0 (Zerfall und Auswanderung) ist () streng monoton fallend da ¢'(t) < 0
Vt > 0 und ¢(t) hat eine Nullstelle
1 b/a
to= —In [ —1%
o=t (co + b/ a)

der Zeitpunkt wo die Population ist ausgestorben.

(C) Fiir a < 0, b > 0 (Zerfall und Zuwanderung) es gilt lim; oo ¢(t) = —2 > 0, also die
Population strebt gegen —% unabhéngig von Anfangswert ¢y. Man unterscheidet drei Falle:

b

a’

e 0<cy<—2:¢/(t) > 0 dann (t) ist streng monoton wachsend gegen —
e ¢g > —2: ¢/(t) < 0 dann ¢(t) ist streng monoton fallend gegen —2.

o o= —2: (t) ist konstant.

(D) Fiir a > 0, b < 0 (Wachstum und Auswanderung). Man unterscheidet drei Falle:

e 0<co<—2:¢/(t) < 0dann p(t) ist streng monoton fallend und besitzt eine Nullstelle
to > 0 wie oben. Evtl. die Population stirbt aus.

e g > —L: ¢/(t) > 0 dann ¢(t) ist streng monoton wachsend und lim;_, () = 400,
also die Population wéchst unbegrenzt.

® ¢y = —2: die Population ist konstant.

(d) Reduktion der Ordnung .

Bisher haben wir DG von 1. Ordnung behandeln. Nun betrachten wir DG der Form F(x,y, y'y")
0, in zwei besondere Fille.
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(i) DG ohne die abhéingige Variable y: F/(z,vy’,3”) = 0. Wir fiithren eine neue Variable an:
" — %

dv
Dann die Substitution liefert eine DG 1. Ordnung F(z, z, %) =0.

z=1, y

Beispiel 1.23. Man betrachtet zy” — ¢/ = 32%. Wir setzen z = ¢/ und 2’ = y”. Dann
dz

r— — 7z = 3x?

dx

ist eine lineare DG 1.0Ordnung mit Losungen z = 32%+c,z, ¢; € R. Nach Trennung der Variablen

findet man I
y:$3+501$2+027 Cl,CQGR.

(ii) DG ohne die unabhéngige Variable x: F(y,y/,y") = 0. Wir setzen:
, , dz dzdy dz
z:=1, z:@:d_y%:'zd_y'
Dann die Substitution liefert eine DG 1. Ordnung F'(y, z, zg—;) =0.

Beispiel 1.24. Man betrachtet die DG 2. Ordnung " + k*y = 0. Wir setzen z = y' und
2=y = zg—z. Das ergibt sich

2dz + k*ydy = 0.
Nach der Trennung der Variablen, findet man
2% = a’k? — k%2, mit  a*= > >0.

So bekommt die DG
Yy = L£ky/a? — y?

mit Losung der Form y = asin(+kz +b), a,b € R, die auch als
Yy = cysinkx + ¢y cos kx, 1,00 €R

geschrieben werden kann.

1.3. Systeme von Differentialgleichungen.

Wir behandeln Systeme von Differentialgleichungen der Form

yll = f1<557y17 s 7yn)
(110) y;:fQ(x7y17"'7yn)

y':z = fn(w7y17 cee ayn)

Bezeichnung: Sei U C R™*! eine offene Menge und y := (y1, ..., ¥,)- So (z,y) := (2, (Y1, ..., Yn) €
R™*1. Eine Abbildung f : U — R" wird durch n Funktionen fi,..., f, gegeben:

f : (l’,y) = (f1($,y>, st fn(‘r:y»
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wobei f; : U - R, i =1,...,n. Mit dieser Bezeichnung, kénnen wir das Systeme (1.10) in der
Form

y = f(z,y)
schreiben.

Definition 1.25. Sei U C R"*! offene Menge, f : U — R™ stetig und ¢ = (¢y,...,¢,) € R"
sodass (zg,c) € U. Eine differenzierbare Abbildung

o :lrog+ 0,k — 0] — R
o= (i), pn(T)

fiir ein 6 > 0, heifit eine Losung von y' = f(z,y) durch (z,c) wenn fir alle x € [xq+ 9, 29 — 0]
gilt

Pile) = filz,ei(x), - enlr))
poy(x) = falz,p1(x), ... pn(2))

on(x) = fulz,01(2),. .. pulz))
(3) w1(z0) = c1,- -, (o) = Cn

Definition 1.26. Eine Abbildung f : U — R"™ gengut einer Lipschitz-Bedingung wenn es
ein L > 0 gibt mit

||f($,y)—f(I,ﬂ)||§L||y—ﬂ||, ‘v’(x,y),(m,g])eU,

dabei ist ||y|| = \Vy? + ...+ y2 die gewdhnliche Norm in R™. Ferner, f geniigt lokal einer
Lipschitz-Bedingung, wenn es zu jedem Punkt von U eine Umgebung U’ C U gibt , in der
f einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Ahnlich wie (1.5) beweisst man:

Hauptsatz 1.27. (Ezistenz- und Eindeutigkeitsatz)

Es sei U C R™ ! offen, die Abbildung f : U — R™ sei stetig und geniige einer lokal L-B.
Dann existiert durch jeden Punkt (zo,c) € U genau eine Lisung ¢ : [xg + 6, x9 — 0] — R™ der
Differentialgleichung y' = f(z,y) durch (xo,c).

Es sei I C R ein offenes Intervall, fiir 7,j = 1,...n seien a;; : I — R und b, : I — R stetige
Funktionen, setzt man

aj(z) - ap(x) bi(z)
Alz) = : : b(x) = :

an1(z) -+ apn(x) by ()
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soist A: I — R", x> A(z) eine stetige Matrix und b : I — R", 2 + b(z) ein stetiger Vektor.
Dann heifit ¢ = A(x) - y + b(z) ein lineares Differentialgleichungssystem. Ausfiihrlich
geschriben lautet

vy = an(@)yit+ ... 4an(@)y, bi(x)
vy = an(@)yt+ ... +ag(v)y, bo(z)
y;; = an (l‘)y1+ o +ann(x)yn bn (aj)

Behauptung: f(x,y) = A(x) - y + b(x) gengut einer lokal Lipschitz-Bedingung. Somit geht
durch jeden Punkt eine eindeutige Losung.
Man kann beweisen, dass in diesem Fall die Losungen auf ganz I existieren. Wir setzen

L(Ab) :={p: I —R" | ¢ ist differenzierbar und ¢’ = Ay + b}

die Menge alle Losungen von ¢/ Ay +b. So L(A, 0) ist die Losungsmenge der zugehorigen homo-
genen Gleichungssystem y' = Ay.

Bemerkung 1.28. (1) L(A,0) ist ein R-Vektorraum, wo das neutrales Element ist die

triviale Losung ¢ = 0.

(2) L(A,D) ist ein affiner Raum und L(A,0) ist der zugehorige Vektorraum. Ist ¢ € L(A,b),
S0 1st

L(A,b) = ¢+ L(A,0).

Begriindung: Aus ¢ € L(A,b),p € L(A,0) folgt o+ € L(A,b), und aus ¢, p € L(A,b),
folgt o — @ € L(A,0).

(3) Aus Eindeutigkeitssatz: ist ¢ € L(A,0) und besitzt eine Nullstelle, so ist ¢ = 0.

Satz 1.29. Elemente ¢1,...,0r € L(A,0) sind genau dann lineare unabhdngig wenn sie in
einem Punkt xo € I linear unabhdngig sind.

Erinnerung: ¢y, ..., ¢, € L(A,0) sind lineare unabhéngig wenn fiir ¢1,...,¢c; € R
clg01+...+ckg0k:0 = ci:(),izl,...,k.
Beweis. (=) Angenommen: 3z¢ € [ und ¢y, ..., ¢, € R nicht alle Null, so dass

c1p1(xo) + ...+ crpr(xg) = 0.

Wir setzen ¢ := c11 + ... + cpr, dann ist ¢ € L(A,0) und ¢(xg) = 0. Nach Bemerkung (3)
ist ¥ = 0, dann sind ¢, ..., ¢ lineare abhéngig als Elementen von L(A,0).
(<)

O]

Definition 1.30. Eine Basis (¢1,...,¢,) von L(A,0) bezeichnet man als Fundamentalsy-
stem zur Differentialgleichungssystem 3’ = Ay

Satz 1.31. Ein n-Tupel (¢1,...,on) von Elementen aus L(A,0) ist genau dann ein Funda-
mentalsystem, wenn ein xo € I existiert so dass p1(xg), ..., pn(zo) linear unabhingig in R"
sind.
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Beweis. (<) Es sei xg € I und (¢1(xq), ..., pn(xo)) eine Basis des R™. Zu zeigen ist, dass jede
1 € L(A,0) eindeutig als Linearkombination der ¢, ..., ¢, darstellbar ist. Zu 1 (xy) gibt es
genau Ay, ..., A\, € R mit ¥(zg) = AMg1(xo) + ... + A@n(x). Nach Eindeutigkeitssatz folgt
(x) = Mp1(z) + ...+ M), Vo € 1.

(=) Einfach. O

Definition 1.32. Seien ¢y, ..., ¢, € L(A,0) dann heifit
Y11 - Pin
W(x) :=det(p1,...,pn) =| :
Pnl -+ Pnn
die Wronski -Determinante von ¢y, ..., @,.

Aus Satz 1.31 folgt

Satz 1.33. Wenn W(xy) = 0 fir ein xo € I dann W(zx) = 0. Ferner, (p1,...,¢,) ist genau
dann ein Fundamentalsystem zu y' = A(x)y wenn W nicht identisch Null ist.

Satz 1.34. Ist W die Wronski-Determiante eines n-Tupels (@1, ..., ¢n) aus L(A,0) so gilt:
W' = (SpA(x))W
wobei Sp(A) bezeichnet die Spur von A.
Somit: ist S : I — R eine Stammfunktion von Sp, so ist
W = ce’.

Nun behandeln wir das inhomogene System y' = A(x)y + b(z). Ist ¢ : I — R™ eine Losung
davon, dann L(A,b) =¥ + L(A,0). Ist (¢1,...,p,) ein Fundamentalsystem zu y' = A(z)y, ist

{Y+apr+...+cnpn | 1y 00 €R}

die Losungsmenge des inhomogenen Systems.

1.4. Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten. Wir betrachten eine
konstante Matrix A € M,,»,,(R).

Lemma 1.35. Ist A ein Eigenwert von A € M,x,(R) und v € R™ ein Figenvektor zu A so ist
0:R—=R", z— e
eine Lisung von iy’ = Ay.

Beweis. Sei A ein Eigenwert von A. Daraus folgt (e**v) = e\ = e? Av = A(e*). O

Satz 1.36. Ist (vy,...,v,) eine Basis des R™, die aus Figenvektoren von A besteht und A1, ..., \,
die zugehorige Figenwerte, so ist
(Mg, ... eMTy,)

ein Fundamentalsystem zu y' = Ay.
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Beweis. Fiir j = 1,...,n setzt man ¢; : x — e“%v;. Nach dem vorherigen Lemma, sind ¢;
Losungen von ¢y = Ay. Ist ¢;(0) = v;, dann sind ¢;(0), ..., ¢,(0) linear un abhéngig. Nach
Satz 1.31 sind ¢, ..., ¥, linear unabhéinging und damit ein Fundamentalsystem. 0

Beispiel 1.37. Gegeben sind zwei Bakterienkulturen, die sich gegenseitig bekdmpfen. Man
bezeichnet mit x(t) bzw. y(t), die Anzahl der Bakterien von Typ 1 bzw. von Typ 2, zu Zeit ¢
und mit a? und b? die ,, Kémpf-Kraft” Konstanten wobei a,b > 0. Man hat ein Differentialglei-
chungssytem
I/ — - a2y
y/ — —be

0 —a?
a=( %)

sind A = =£ab. Der Eigenvektor zu A = ab ist (fb) und zu A = —ab ist (‘;) Damit ein Funda-

mentalsystem ist
( (_ab) et (Z) e_abt) .

Nun seien Anfangswerte z(0) = A und y(0) = B. Aus der Gleichungssystem

z(t) = aCpe™ + aCre "
y(t) = —bCoe™ +bCre ™

Die Eigenwerte der Matrix

ergibt sich zu t =0

A = GOO+CL01
B = —bCy+ bCh

Man rechnet die Konstanten Cy, C; aus:

1/A B 1/A B
Cl—§<z+z)>0 00—5(5—3)-

Wir unterscheiden zwei Félle Cy > 0 und Cy = 0 (der Fall Cy < 0 folgt nach Vertausch der
Funktionen z und y).
Fall Cy > 0. Man hat x(t) > 0 fiir alle ¢ > 0 und y(¢) besitzt eine Nullstelle ¢5 > 0 mit

e (&
O_Qabn CO '

In diesem Fall die Population von Type 2 ist zu ¢, ausgestorben. Da a'(ty) = 0 gilt, x(t) besitzt
in ty ein Minimum.
Fall Cy = 0. In diesem Fall 2 = £ Dann ist

b
z(t) = Ae™®™  y(t) = Be .

Die beiden Populationen sterben nie aus, gehen monotonfallend gegen 0. Der Quotient % =4

@l

ist konstant.
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Beispiel 1.38. (Variation der Konstanten).
Zu losen ist iy’ = Ay + b, wobei

-3 =2 1
() ()
Zunichst findet man ein Fundamentalsystems des homogenen Gleichung y' = Ay. Die Eigen-

werte von A sind A = —2 und A = —1 mit Eigenvektor v; = (712) zu Eigenwert —2, bzw.
Vg = (_11) zu Eigenwert —1. Somit ist

o= () ()

ein Fundamentalsystem. Dann gilt c;p1 + cop2 = ¢ - ¢, mit ¢ = (2) € R? alle Losungen des
homognes System 1’ = Ay.

Nun findet man eine ,,spezielle” Losung 1) durch Variation der Konstanten. Ansatz: ¢ = ¢ - ¢,
mit ¢ : I — R” eine differenzierbare Abbilidung. Dann

W =@+ dd = Apc+ ¢ = A+ ¢ = A +b

wo die letzte Gleichung folgt aus der Annahme, dass ¢ eine Losung ist. Daher folgt b = ¢c/, so
¢ = ¢~1(b) und man kann c¢ ausrechnen. In dem Beispiel

—Qe % ® ch 1 —e™® —e™® 1 e
LTG0

Somit ist eine spezielle Losung

—2e7 @ %6296 2
1/} - ¢C - ( 6721 —e ) (36:0 - _g
Die Losungsmenge ist

2 -2 1
{( 5) +cle_2“’( ) +cze_“”( ) | 1,00 € ]R}
—3 1 —1

Andere Perspektive um 3’ = Ay zu lésen.

Definition 1.39. Fiir alle Matrizen A € Mat,,,,(R) die Reihe

00
=0

2

A A
S =LA+ o4

J
A
= A) = —
e exp(A) 7 51

Die Abbildung exp : A — e? heifit Exponentialfunktion fiir Matrizen. Sie ist unendlich oft
differenzierbar.

Beispiel 1.40.

0 al) (1
*Ploo /)= \o

Einige Eigenschaften von exp:

0 —6 cosf@ —sinf
)’VCLGR exp(e 0):<sin9 cos@)

—Q

e ¢ = I, (n x n Einheitsmatrix ), e ist invertierbar.
o AtB = 468 fiir alle A, B € Mat,,y,, mit AB = BA.
o deted = ¢SP4



ANALYSIS III 19
o ¢ =lim, . (1 + %)n

Sei D € Mat,,«,(R) eine Diagonalmatrix:

A ... O
(1.11) Do
0 ... \,
Dann das DGS 3/ = Dy hat als allgemeine Losung
M,
y= : =eP"c
eMe,
wobei ¢ = (¢q,...,¢,)" Nun nehmen wir an, dass A € Mat,x,(R) diagonalisierbar ist, d.h.

existiert eine invertierbare Matrix P so dass P"'AP = D ist eine Diagonalmatrix wie in (1.11).
Es gilt
ePr = pledrp.

Lemma 1.41. Ist p = eP%c eine Lisung von y' = Dy (mit ¢ € R") dann ist ¢ = P eine
Losung von y' = Ay.

Beweis. Es gilt
¢ = Py’ = P(Dy) = A(Py) = Ap
und somit ist ¢ eine Losung von 3’ = Ay, mit ¢(0) = Py (0) = Pe. O

Bemerkung 1.42. Ist ¢ = PeP?¢, = 47 P&, = e4%¢; eine Losung des Anfangswertproblem
y' = Ay, y(0) = ¢y, dann folt

und somit - (e?) = Aet”.
T

Insbesondere, die Spalten der Matrix e* bilden ein Fundamentalsystem zur 3’ = Ay. Sei
Ay A mit Ay #£ A fiir £k, 1 <m <nund

A ER fiir j=1,...,p;
Im); >0 fir j=p+1,....,p+gq

mit p + 2¢ = m. Ferner sei 7; := dim Ker(A — \;I) die geometrische Vielfachheit des EW \;
und «; seine algebraische Vielfachheit. So 1 <v; < a; und oy + -+ - 4+ ,, = n. Sei

{Ué-k =1 . omk=1..,y;5l=1,... L}
eine Jordan-Basis zu A in C", also lj; + -+ lj,, = a; und es gilt
Avle = Mol 4ol file 0 =2,3,0 0 L, falls [y, > 1

Die EV und verallgemeinerten EV zu reellen EW seien reell gewéhlt. Dann bilden die folgenden
n Funktionen ein Fundamentalsystem zu iy’ = Ay:
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-1,
x
ehi® E ﬁvﬁr, J=1..0p k=19 L=1,... L

r=0
1o 1
Re (e’\szﬁvﬁr) ,  Im (e’\fgczﬁvﬁr) , J=p+ Ll o p+q E=10 0y =1, g,
r=0 "' r=0
Dabei gilt
1 R 1
Re (e’\f”” Z FU;ZT> = teAe Z ) (cos(Im \;z)Re v};r —sin(Im A\;z) Im vé;r) :
r=0 r=0
-1, -1,
Im | eM® Z T pizr | = eRexe Z T (cos(Im A;z) Im vf," + sin(Im Ajz)Re vl")
rl jk - r! J ik J Jk :
r=0 r=0

1.5. Koordinatentransformationen.

Voraussetzungen: Seien J C R ein Intervall, X C R” eine offene Menge, f : J x X — R”
stetig und so dass 0, f existiert und stetig ist. Sei Y C R" offene Menge und ® : J x Y — X
stetig und differenzierbar mit

det0,®(t,y) #0  V(t,y) € J x Y.

Sei I C J Intervall und y : I — Y eine Losung von
(1.12) y'(t) = 9,@(t,y(t)) " (f(t, Bt y(t))) — A®(t,y(1))),

die transformiertes System zu 2z’ = f(¢,2) unter die Koordinatentransfomation ®.
Dann ist x : [ — R, 2/(t) := ®(t,y(t)) eine Losung von 2’ = f(t, z(t)).

Beispiel 1.43. Seien J = X =Y = (0,00). Wir betrachten eine homogene Funktion f(¢,x),
d.h. eine Funktion mit der Eigenschaft

fOA, A x) = f(t,z) VA t,x € (0,00)

Die Koordinatentransformation ® : J x Y — X, ®(¢,y) = ty transformiert das Anfangswert-
problem

(1.13) ?(t) = f(t,x(t), a(r)=¢
in das Anfangswertproblem

1 §
(1.14) Y () = S (FL ) —9(0), y(r) =S
und die Differentialgleichung in der neue Variable 148t sich durch Trennung der Variablen
auslosen. Wenn y : I — (0, 00) eine Losung von (1.14) ist, dann ist 2/(t) := ty(t) eine Losung
von (1.13).
Zum Beispiel, man betrachtet das Anfangswertproblem

x 3

x’(t):?%—g:f(x,t), (1) =1.
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Offensichtlich, gilt f(\, A\x) = f(t,x), VA, t,z > 0. Wir setzen ®(¢,y) = ty und man iiberpriift
dass 0,®(t,y) =t # 0. Unter den Koordinatentransformation ® ergibt sich das Anfangswert-
problem

das die maximale Losung
y(t) = (4nt + 1)V ¢ > e V4
hat (dabei muss y > 0). Dann die maximale Losung fiir die originale Differentialgleichung ist

z(t) = t(dlnt + )4 ¢ > eV

Beispiel 1.44. Rotationsinvariante Systeme. Seien / = R, X = R? und Y = (0,00) x R.
Wir betrachten f : R? — R? stetig, differenzierbar und der Vektorfeld f sei Rotationsinvariant,
dass heifit

ﬂ%wz&ﬂ@‘mew,eeRmmm%:(ww *me)

sinb cos

Die Abbildung Sy : R? — R? ist eine Drehung mit Winkel # durch der Ursprung. In diesem
Fall, existieren g, h : R — R Funktionen, die in R \ {0} stetig differenzierbar sind, mit

f(@) = g(af + 23)x + h(2% + 23) Sy oz, Vy € R?
wobei z = (i;) € R2. Das Anfangswert problem

At = f(5,8),  w(0) = (7”0 C?’S‘%) y (g) o £0

ro sin gy

7 cos
®(r,0) = (r sin 9)

in zwei entkoppelte Anfangswertproblem transformiert:
' (t) = g(r(t)*)r(t), r(0) = 9 Amplitudenproblem

wird dann durch Polarkoordinaten

0'(t) = h(r(t)?), 6(0) = 6, Phasenproblem

Beispiel 1.45. Als Beispiel von ein rotationsinvariante System betracht man das Anfangswert-
problem
/2

x’l(t):xl(t)—xz —xl (t)/z1(t)2 + 22(t)? 21(0) =
Ié(t) = Jil(t) + l’g - [L‘Q t \/ T t —f—l'g 1'2(0) =
das ein rotationsinvariante System 1st mit g(r(t)*) =1—r und h(r(t)?) = 1. Das Amplituden-
prblem ist

O =

r'(t) =r —r? r(0) =1/2,
mit maximale Losung r(t) = ﬁtet, t € R. Das Phasenproblem ergibt ¢'(t) = h(r?) = 1,
6(0) = 0, so die maximale L8ung ist #(¢) = 1. Dann ist die maximale LSung des Anfangssystemes
t €t

x1(t) = ¢ cost, xo(t) =

int  teR.
1+ et Tet
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1.6. Differentialgleichungen héhere Ordnung.

Wir behandeln nun Differentialgleichungen n-ter Ordnung, n > 2 von der Form

(1.15) y™ = f(z,y,y,...,y" D).
Sie lassen sich auf ein System von n Differentialgleichungen 1. Ordnung zuriikfiihren:
=y =y =y oY,
so ist (1.15) dquivalent zu
Y= Y
Yno1 = Yn
Un = f@y1y2, 4.

Definition 1.46. Sei U C R""' f : U — R stetig und (zo,co,c1,...cn 1) € U. Eine n-
mal differenzierbar Funktion ¢ : [xg — §,29 + §] — R heifit eine Losung von (1.15) durch
(20, Co,C1, - - Cpn1) wenn Yz € [zg — 0,z + 0] gilt:

(1) (2, 0(@),...,o" D(x)) €U
(2) o™ (@) = f(=, (x), ¢ (2), ..., " D())

(n—1)

(3) (xg) = co, ¢ (x0) =1y, = Cp_1.

Hauptsatz 1.47. (Ezistenz- und Findeutigkeitssatz) Sei f : U — R stetig un lokal einer
Lipschitz-Bedingung geniigt dann ezistiert durch jeden Punkt (zo,co,...,cn—1) € U genau eine
Lésung von (1.15).

Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit Koeffizienten ag, a4, ..., a,_1, b die auf
einem Intervall I stetig sind, schreibt man als
(1.16) Y™ a1 (2)y" Y - ag ()Y ao(x)y = b(w).

Die Losungen sind wieder auf ganz I definiert.

Satz 1.48. Sind ag, a1, . ..,a,_1,b: I — R stetig, so existiert zu xog € I und (co,...,ch_1) € R™
genau eine Losung ¢ : I — R von (1.16), mit ¢(x0) = co, @ (x0) = c1, ..., 0" V(o) = ooy
Ferner, die Losungsmenge der homogene Gleichung

Y™ a1 (2)y" Y ()Y + ao(x)y =0
st ein n-dimensionale Vektorraum.

Definition 1.49. Sind ¢, ..., ¢, Losungen der homogene Gleichungssystem so heif3t

901 e gpn
SOI .. ()0;1
W)= .
e )
1 n

die Wronski-Determinante von ¢y, ..., ¢, . Wenn W eine Nullstelle besitzt dann ist W = 0.
Die Losungen 1, ..., ¢, sind lineare unabhéngig genau dann, wenn W (z) # 0.
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1.7. Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Wenn die Koeffizienten ag,ay, ..., a,_; konstanten sind, die Losungen von (1.16) sind auf
ganz R definiert. Wir machen den Ansatz: y = e*, so die k-te Ableitung ist \*e**. Somit
erhalten wir

()\n + anfl)\nil + - al)\ + ag)e’\x = 0.

So ist A eine Nullstelle des Polynoms p(t) = t" +a,_1t" "' +- - - a1t +ay (das charakteristisches
Polynom gennant wird), dann ist e* eine Lésung der Differentialgleichung.

Wir setzen D" := Lo Fiir p(t) = t" 4+ a,_1¢"" + - - - a1t + ao setzten wir
L:=p(D)=D"+a, D" '+ ---a1D + ay.
L(D) heifit ein linearer Differentialoperator. Dann die Differentialgleichung
Y™+ a1y Y ) + agy =0, ag, a1, ...,0n—1 € R
kann man in der Form Ly = 0 mit L = p(D) schreiben. Zur p/(t) = >",_, kayt*~! gehort den
Differentialoperator L, := p/(D), also Ly (y) = ny™ ™V + (n — 1)a,_1y™ 2 + - + ay.
Lemma 1.50. Ist f : R — R eine beliebig oft differenzierbar Funktion, so gilt:
Li(f) = Lz f) — xL(f).
Beweis. Esist (zf) = f+axf', (zf) =2f + xf". Allgemein gilt
(xf)(k) = kfO=D g ),
Darauf folgt

n n

Liaf) = ax(@f)® =Y ap(kf* + 2 f®) = Li(f) + 2 L(f).

k=0 k=0

Aus dem Lemma ergibt:
Satz 1.51. Es sei A einer r-Fache Nullstelle des Polynoms
p(t) =1t" + Clnfltnil + - &1t + ag

dann sind

€Ax,$€/\x, o ’l,rfle)\:(;

Lisungen von y™ + a,_1y™ ™ + -+ + a1y + agy = 0.
Beweis. Wir setzen L = p(D), L = p/(D) und sei f(x) = . Dann ist

n

L(e) = Zak)\kem = p(\)e.
k=0

Wenn A eine Nullstelle von p(t) ist, dann L(e*®) = 0. Ist A eine zweifache Nullstelle von p(t),
so p'(\) = 0 und dann L;(e**) = p/(\)e*® = 0. Daher

L(xe*) = Li(e) + zL(e) = 0.
Es folgt, dass xe* eine Losung der Differentialgleichung Ly = 0 ist. Bei dreifachen Nullstellen
betracht man p’(D) anstatt von p(D). Auf diese Weise erhélt man die Behauptung. O
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Satz 1.52. Seip(t) =t" + ap_1t" ' + - -ait + ag, L = p(D). Es gelte
p(t) = (¢t =)™ - (= An)™,

dann bilden

AT AT

eMT geMT .. griTlehim

Am T AT

ehm®  gperm® .. gTm—loAm®

ewn Fundamentalsystem zu Ly = 0.

Beispiel 1.53. Bewegung des eindimensionalen harmonischen Oszillators. Die Schwingungs-
gleichung

2" (t) + 2nx' (t) + woz(t) = 0
beschreibt die Bewegung eines Korpers der einer elastischen Feder befestigt ist. Dabei x(t) ist
der Entfernung von der Ruhelage zur Zeit ¢, n > 0 ist de Reibungskonstante und w2 > 0
ist die Konstante fiir Riicktreibende Kraft. Die Nullstelle des charakteristisches Polynom sind
A2 = —n % /n? — wi. Man unterscheidt die folgende Fille.

(a) Kriechfall n* > w?. In diesem Fall, beide Nullstelle sind reell und negativ und die allge-
meine Losung ist
x(t) = e " (cre + coe™), c1,0 € R,

mit w := y/n? — w3 > 0. Die Auslenkung nimmt exponentiell mit der Zeit ab.

(b) Aperiodischer Grenzfall n? = w3. Die allgemeine Losung lautet
x(t) = 677#(01 + Cgt), C1,C2 € R.

Qualitativ hat ein dhnlicher Verlauf wie in (a). Fiir die Anfangswerte x(0) = 0,2/(0) = vg > 0,
die Losung ist x(t) = vote . Zur Zeit t; = % erreicht die maximale Auslenkung (man bemerkt

#(2)=0)

(c) Schwingfall n? < w? (kleine Reibung). Man setzt w : /w2 — n? < wy. Die komplexwertige
Losungen sind
e " (cre™ 4 cpe” ™), c1,co € C.

Dann Real- und Imaginérteil davon sind Losungen. Wegen e = coswt + isinwt dann sind
die reelle Losungen

e " (cy coswt + ¢y sinwt) c1,co € R,

Angenommen: (¢, c2) # (0,0). Setzt man r := \/c? + 3. Wegen sin(t + ) = costsinf +
sint cos @, kann 6 so wihlen, dass gilt

c1 coswt + cosinwt = rsinw(t + 6).
Dann ¢; = rsinw6 und ¢, = r coswf. SchlieBlich, alle reelle Losungen sind
{re "sin(wt+6) | r>0,0 € R}.

Der Ostzillation schwingt mit der Frequenz w, wobei die Amplitude exponentiell mit der Zeit
abnimmt. Die Welleldnge ist %”
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Zussammenfassung.
Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit Konstanten Koeffizienten:

(1.17) Y™ 4+ a1y ™Y 4 ayy + agy = 0, ag, a1, -+ an_1 € R.
Sei {A1,..., A} mit A\j # A, 5 # k (1 < m < n) die Menge aller Nullstelle des charakteristi-
sches Polynom p(t) = t" + a, 1t" ' + -+ + a1t + apt = 0 und

/\jER, j=1,...,p

ANj=pj+wy, pw,v; €eRv>07=p+1,...p+q.

Also m = p + 2q. Ferner sei
k

d
7’]' = mln{k eN ’ %p(t)h:)\j 7é O} Z 1
die Vielfachheit von A;. Ein Fundamentalsystem von (1.17)

xleM®, 7=1...,p.

14
¢ ‘eritsin(vx), j=p+1,...p+q £=0,1,...,1.

zeti® cos(v,x), x

1.8. Variation der Konstanten Formel. .
Sei 1, ..., p, ein Fundamentalsystem von

Y+ a1 (2)y" Y 4+ ar (2)y + ao(x)y = 0,

dann ist
n

I e e s

j=1
eine Losung der inhomogenen DG
Y+ a1 (@)y" Y 4t ar (@) + ao(x)y = b(w).
Dabei sind W (1, ..., 0j—1,@j41s- -, Pn) bzw. W(pr,...,¢,) die Wronski-Determinanten der

n — 1 Funktionen ¢1,...,¢;_1,9j41,...,¢n bzw. der n Funktionen ¢1,..., ¢,.

Fiir n = 2 der Formel (1.18) ergibt

[T oi(s)e
ylw) = /xo e1(s)g

no

Ny
|

©

o~
—~
VA
~
|
S
==
—~
VA
~—
S
[\
—~
V2)
~—

Beispiel 1.54. Man betrachtet die Differentialgleichung y"” — y' — 6y = e~*. Das charakteristi-
sches Polynom ist t?—t—6 = (t—3)(t+2), so bilden ¢ = €3, py = 7% ein Fundamentalsystem,
dessen Wronski-Determinante is W (z) = —5¢®. Nach der Formel (1.18), ist

T 6356721 _ 631‘6728 . 1 .
y(x) = e ds=—-e
To

—bes 4
eine Losung der Differentialgleichung. Dann die allgemeine Losung ist
1
1637 + coe 2 — Ze7%, c1,co € R.

4
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Beispiel 1.55. Man findet die allgemeine Losung von y” — 23 +y = 2x. Das charakteristisches
Polynom ist t? — 2t + 1 = (¢t — 1)?, so bilden ¢; = €%, s = ze” ein Fundamentalsystem, dessen
Wronski-Determinante is W (z) = €**. Nach der Formel (1.18), ist
T Spp® T opS
y(z) :/ M?s ds =2x + 4
o e
eine Losung der Differentialgleichung. Dann die allgemeine Losung ist

(1 + cox)e® + 2 + 4, c1, 00 € R,

Beispiel 1.56. Greift am eindimensionalen harmonischen Oszillation einen d&uflere harmonische
Kraft an, so lautet die Bewegungsgleichung

2" (t) + wix(t) = acoswt.
Ein Fundamentalsystem der homogene Differentialgleichung ist
x1(t) = coswyt, xo(t) = sinwgt.
Die Formel (1.18) liefert die spezielle Losung

1 t
z(t) = — / (cos wys sin wot — sin wys cos wot)a cos(ws)ds.
w(] tO

Aber man kann auch den Ansatz zg..(t) = ccoswt machen und die Konstante ¢ auslosen:

2 2 a
clwy —w)=a = c= ————
( 0 ) U}2 . wg
So die allgemeine Losung ist
i a cos wt
x(t) = ¢1 coswot + o sinwot + ——5 L, ER

Schwingt mit der Frequenz der duflern Kraft, ihre Amplitude wird grofler, je ndher diese Fre-
quenz der Eigenfrequenz des Oszillators kommt. Wenn wy — w, z(t) — oo und man spricht
von einer Resonanzkatastrophe.

2. ASYMPTOTISCHES VERHALTEN UND STABILITAT

Wir untersuchen den Langzeitverhalten von LLosungen und ihre Stabilitiit (stetige AbhBangigkeit
von Anfangswert ) auf unbeschriankren Intervallen [z, 00).

Definition 2.1. Seien D C R" offene Menge, f : D — R" stetig differenzierbar auf D und
y : [x9,00) = R eine Losung der Differentialgleichunssytem (DGS) ¢’ = f(z,y) fir ein zy € R,
Yo := y(zo). Die Losung heifit:
e Stabil (auf [z, c0)) wenn gilt
Ve > 0,30 > 0 so dass Vzo € R" mit ||yg — 20]| <
das Anfangswertproblem (AWP)
Z(x) = f(z,2)
2(xo) = 20

eine Losung z auf [zg, 00) besitzt und ||y(z) — z(2)|| < &, Y& > xo.
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e Attraktiv (auf [xy,00)) wenn gilt
30 > 0 so dass Vzyp € R” mit ||yo — 20| < 0

das AWP
Z(x) = f(z,2)
2(z0) = 2o
eine Losung z auf [zg, 00) besitzt und lim, . ||y(z) — z(x)|| = 0.

e Asymptotisch stabil falls y stabil und attraktiv ist.
e Exponentiell stabil falls 0, L,w > 0 existieren, so dass Vzo € R" mit ||yo — zo|| < §

das AWP
{ Z(x) = f(z,2)
2(xg) = 20

eine Losung z auf [y, 00) besitzt und

ly(z) — (@)l < Lllyo — 2olle™ =), ¥a > .

Bemerkung 2.2. (1) Exponentiell stabil = asymptotisch stabil = stabil.

(2) Fiir n = 1 gilt: attraktivitdt = Stabilitéit aber nicht fiir n > 1.

(3) Bei der Stabilitdat Jz¢ ab dem alle Losungen einem Abstand < e zur der Losung y haben
wenn |xg — z — 0| < 0. Anderseits, bei der Attraktivitiat findet man fiir jede Losung ein xy ab
dem dies gilt, aber es kann fiir jede Losung ein anderes z( sein.

Beispiel 2.3. Man betrachte das lineares AWP
{ Y () = ay
y(xo) = Yo
fiir (z9,v0) € R?, = € R und o € R. Betrachte das AWP zu anderem Anfangswert
{7 =
y(o) = To
Mit der Substitution w := y — § erhélt man w'(z) = aw, w(xy) = yo — Yo. Dann ist w(x) =
e (yo — o) eine Losung des AWPs. Daraus folgt
ly(x) — g()] = lw(z)| = |yo — Hole™.
Dann gilt:

e o <0 : yist exponentiell stabil
e =0 : y ist stabil
e >0 : yist instabil

Bemerkung 2.4. Aufgrund der Linearitét der DGS die (exponentiell- / asymptotisch- / -)
Stabilitét einer Losung y des AWPs fiir (y9) € R™ dquivalent zur (exponentiell- / asymptotisch-
/ -) Stabilitét der Konstante Nulllgsung ist.
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) =(50) ()

Die Eigenwerte sind A = +:. Der Eigenvektor zu ¢ ist (_1’) und zu —i, v = U] = (i) Das
komplexes Fundamentalsystem ist ey, ey, und als reelles Fundamentalsystem erhalten wir
{Em7), (027)} (die Real- und Imaginéreteil der komplexe Losung e™v; ). Somit ergibt als

sinx —Ccosx
y(r) = yo1 + Yoz :
COS T sin x

allgemeine Losung des AWPs
2 Y

Beispiel 2.5. Betrachte

Ferner, ist

1
Y2

Folglich: Die Nulllésung (und damit jede beliebige Losung des AWPs) ist stabil aber nicht
asymptotisch stabil.

2
Vr € R.

2.1. Autonome DGS.

Wir behandeln autonome DGS, die auf der Gestalt y/'(z) = f(y(x)) sind, mit f: D — R”
dabei D C R" eine offene Menge ist.

Bemerkung 2.6. Die autonome DGS sind translatiosnsinvariant: Sei y eien Losung von y' =
f(y) auf [zg, +00) dann ist z(z) = y(x — x) eine Losung von ' = f(y) auf [0,00) und es gilt: y
ist (exponentiell- / asymptotisch- / -) stabil < z ist (exponentiell- / asymptotisch- / -) stabil.
Daher kénnen wir annehmen dass zy = 0.

Definition 2.7. Eine Losung y von ¢/(z) = f(y) heifit stationire Losung, falls y eine konstan-
te Funktion ist, die die DGS ¢/(z) = f(y) 16st, d.h. y = z V& € R und z ist eine Nullstelle von
f. Jede solche Nullstelle heifit kritischer Punkt (oder Ruhelage, oder Gleichgewichtspunkt).

Nun beschéftigen uns mit dem speziellen Fall der lineare autonome DGS

(2.1) { 5(5 iyyo A € Matnn(R).

Satz 2.8. Alle Losungen von (2.1) sind

(i) stabil : wenn alle EW X von A gilt Re(\) < 0 und aufferdem die EW halbeinfach sind (d.h.
die geometrische Vielfachheit = algebraische Vielfachheit).

(i1) asymptotisch stabile: falls fiir alle EW X von A gilt Re(\) < 0. In diesem Fall gilt:

Yw  mit s := manpw Re(\) < —w <0

so dass
le*yoll < My|lyolle™® VYo >0 yo € R,
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mit M, > 1 geeignet, d.h. alle Losungen sind sogar exponentiell stabil.
Falls zusdtzlich alle EW halbeinfach sind dann gilt sogar

(2:2) le**yoll < Mllyolle*

fiir ein M > 1 und mit s = mazygw Re(\)
(#11) instabil falls mindestens ein EW X von A mit Re(\) > 0 existiert oder falls X mit Re(\) =0
existiert der nicht halbeinfach ist.

Beweis. Erinnerung: ein Fundamentalsystems von 3’ = Ay besteht aus Losungen aus der Form

(), ¢ cos(Ba)(x), ¢ sin(Ba)qlx)

wobei A € R, a 4+ ifC sind EW, p,q,r : R — R" sind Polynome und degp > 0 (resp.
degq, degp > 0) < A (resp. a + i/3) nicht halbeinfach ist.

(i) < alle Losungen in einem Fundamentalsystem von 3’ = Ay sind beschrénkt auf [0, 0o)
& alle spalten von e?* sind beschrinkt auf [0, o)

& IM > 1so dass |[e?]|| <M Vo >0

& IM > 1 so dass |[eyo|| < M||yol| Vo >0, yo € R®

& die Nulllosungs ist stabil

& jede Llosung ist stabil (iii) < ReA <0 VA EW von A

< alle Losungen eines Fundamentalsystems von 3’ = Ay konvergieren gegen 0 fiir x — oo
< alle Losungen von 3’ = Ay sind asymptotisch stabil
Sei w > 0 mit s < —w < 0. Fiir jede Losung y; des Fundamentalsystems gilt

||yi(@)]] || pi()]|

e**||pi(2)]]

= exp((s + w)z)e””||pi(2)||
< Me " fir ein M; > 1

Mit M, = max{M;1 =1,...,n} folgt die Behauptung. Wenn alle EW halbeinfach sind, dann
p; ist Kostante und es gilt

IN

lyi(2)]| < llpile>® Vi=1,....n
somit (2.2) auch mit —w = s gilt. O
Beispiel 2.9. Die konstante Losung zo = (0,0) ist eine stationdre Losung des DGSs
Ty = —x
xh =1z — 219
—1

1

v = (}),/02 = ((1)) Da die EW haben Realteil < 0, x( ist asymptotisch stabil. Man skizzierte in
das Phasenportrait der allgemeine Losung

1 0
z(t) = cle_t(l) + CQG_Qt(l), c1,c0 €R

Die EW der zugehorigen Matrix A = ( _g ) sind \y = —1, Ay = —2 mit Eigenvektoren
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Mehere Phasenportraits: man betrachte 2’ = Ax, A € Mataxo(R) und angenommen A, u EW
von A mit A # p. Die allgemeine Losung ist

1 = creMvy + ety

Ty = c1eMvy + coettwy

A0
0 A
At

c1eM, 29 = cpeM. Im Phasenraum erhilt man der radiale FluB O(x,t)=e

wobei (Z;) und (g;) sind die EV. Im Fall wenn A = < ) die allgemeine Losung x4 (t) =

Ay,

Beispiel 2.10. Komplexer Fall. Angenommen die matrix A hat EW A\; = v 4w, Ay = v —iw,
mit EV u + v bzw. u — iv. Um die Phasenportrait zu skizzieren betrachte man die reelle
Transformation
T:R? 5 C
u — 1
Vo0

Dann der Flu auf R? geht in einen einfachen Flufl auf C iiber :

D(z,t) = 20T = yertpit

2.2. Nicht lineare autonome DGS 3’ = f(y).

Satz 2.11. (Linearisierte Stabilitit )
Sei D C R"™ offene Menge, f : D — R"™ eine stetig differenzierbar Funktion, y, einer kritischer
Punkt und y, die zugehérige stationdre Losung. Weiter sei

ofi
Jrlys) = (agi)K. . (ys)

die Jacobimatriz von f in ys. Dann gilt
(1) wenn jeder EW von Jylys| strikt negativen Realteil besitzt, ist ys exponentiell stabil;
(1) besitzt mindestens ein EW von Jglys| strikt positiv Realteil, so ist ys instabil.

Bemerkung 2.12. Alle EW haben Realteil < 0 und mindestens ein EW mit Realteil = 0 dann
ist keine Aussage iiber die Stabilitdt der nicht-linearen DG moglich.

Bemerkung 2.13. Der Prinzip der linearisierte Stabilitét ist in allemeinen fiir nicht-autonome
Systeme falsch. Gegenbeisipel:
Das DGS
Vi =~y + ey
Yo = — Y2
besitzt die stationire Losung g, = (0,0). Fiir (y1(0),y2(0)) = (&1, &) die maximale Losung ist

y(w) = (W@) _ ((@ — ) ﬁ_)

Yo () §oe™®

~
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Man bemerkt, dass lim, . ||y|| = +oo falls & # 0. Dann die stationdre Losung g ist instabil.

Aber
-1 62:1:
Jf<07 O) - ( 0 —1 )

hat EW )\ = —1 zweifach.

Beispiel 2.14. Wir betrachten das autonome nicht-lineare DGS

r=02+x)(y— )
V' =y2+z—a?
—1

—1),(2,2). Da
J5(0,0) = ( _3 3 )

einen EW A mit ReX > 0 besitzt, ist die zugehorige stationédre Losung instabil (,,Sattel”). Wir
erhalten auch

nezo= (5 ) wenen=(Zh0) wmea=( ).

Offensichtlich, die Losung g5 = (—2,0) ist auch instabil. Da die Matrizen J¢(—1,—1) und
J¢(2,2) EW mit negativen Realteil besitzen, sind die zugehorige Losungen exponentiell stabil.

Die Ruhelage sind : (0,0), (—=2,0), (

Beispiel 2.15. Mathematisches Pendel ohne Reibung. Nach Newtonsgesetzte
my” :Etan: —mg Sln(y)

wobei m =Masse, Fi.,= die tangentiel Komponente. Nach die Substitution z = ¢ liefert ein
DGS

y ==z
(2:3) { 2 = —gsiny
Dann f(y,z) = (2, —gsiny) hat die kritische Punkte (km,0), fiir k € Z. Die Ruhelage ({) und
(g) hat physikalisch sinnvoll: im ersten Fall das Pendel héngt senkrecht nach unten, im zweiten
héngt senkrecht nach oben.

Fiir den kritischer Punkt y, = (g) :

O] = oy o) o [@=(00)

Die EW sind A = 4,/g und nach dem Satz 2.11 (7)) ist instabil.

Fiir den kritischer Punkt y, = (8) :

i) (5 0)

Die EW sind A = 4i,/g. Da Re(A\) = 0 fiir alle EW der Prinzip der linearisierten Stabilitét ist
nicht anwendbar.
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Aber es gibt physikalisch motivierte Erhaltungsgréfien,

E<y7z) = %2 —|—g/SiHy = Eyin + Epot
z.B. E(y,z) = % — gcosy. Es gilt :
S0, = VB, 20) - (10) = o= (2 =0

fiir jede Losung des DGSs v = 2,2/ = —gsiny, d.h. E ist konstant entlang der Losungskurve.
Solche Erhaltungsgrofien zur Untersuchung der Stabilitdat benutzt werden kann.

Definition 2.16. Sei f : D — R™ lokal Lipschitz-stetig (L-B). Eine stetig differenzierbare
Funktion E : D — R heifit erstes Integral des DGSs ¢y = f(y) wenn es gilt:

VE(W) - fly)=0  VyeD.
(Hier VE = (2 ... 9E) ist der Gradient von E).

Oy1’ """ Oyn

Beispiel 2.17. Die Funktion E(y, z) = % — gcos(y) ist ein erstes Integral von

y ==z
z/ = —gsiny

Bemerkung 2.18. Alle konstanten Funktionen sind erste Integral fiir jede DGS, also sie brin-
gen keine zusatzliche Information iiber die Stabilitét . Nicht jede DGS besitzt eine nicht-triviale
erste Integrale.

Beispiel 2.19.
y'=-y
2 =—z

hat die Losung (Y)(t) = (%) - e, (yo,20) € R?, t € R. Angenommen, F : R* — R ein erstes

Integral dieser; dann gilt: ’

E(yo,20) = E(yoe ™", 207 ") s E(0,0), Y(yo,20) € R?

da E stetig und konstant entlang die Losungskurve ist, d.h. E(yo, 20) = E(0,0) V(yo, 20) € R?,
also ist £ konstant.

Beispiel 2.20. Fiir ein zweidimensionale Hamilton’sche System

{MZ%H%@
2 =—LH(y,z2)

ist die Hamilton-Funktion H ein erstes Integral. Z.B. fiir das matematisches Pendel E(y, z) =
% — gcosy ist die Hamilton-Funktion des systems (2.3).
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Beispiel 2.21. (Rauber-Beute-Modell)
y = yla - p2)
2=z

mit o, 3,76 > 0. Ist es ein Hamilton’sches Systems? Wir suchen H : R? — R C!-Funktion mit
2 H(y,z) = y(a — B2) und a%H(y, z) = —z(0y — ). Ist dies der Fall, dann ist H sogar eine
C2-Funktion und muss gelten :
0? 7 0
H = H
By07 (. 2) 9201 (y, )

aber 6y82H(y’ z) =a—Pz, azay H(y, z) = v—4dy, so ist kein Hamilton’sches System. Anderseits,
ist

E(y,z) = aln(|z]) — Bz +~vIn(ly|) — oy
ein erstes Integral auf jedem der offenen Quadranten.

Bemerkung 2.22. Fiir ein 2-dimensionales autonomes System

r_
{ ?ZJ/ ; 5((5’3 f,g: D — R C'-Funktionen

mit D C R? offene Menge ist

0 0
(2.4) @—yf(y, 2)=—5-9(y.z) aufD

eine notwendige Bedingung dafiir, dass das System ein Hamilton-System ist. Ist D einfach
zusammenhéngend, dann ist (2.4) auch hinreichende Bedingung.

Welche Information liefert ein nicht-triviales erstes Integral?

Definition 2.23. Sei f : D C R™ — R" lokal Lipschitz-stetig, y, kritischer Punkt und g, die
zugehorige stationédre Losung. Eine stetig differenzierbare Funktion V : U — R, mit y, € U C D
offene Menge, heifit

(i) schwache Lyapunov-Funktion des DGS in y, wenn es gilt
VV(y)-fly) <0 Wvyel,
(i) starke Lyapunov-Funktion der DGS in y, wenn es gilt
VV(y) - fly) <0 vy eU\{ys}.

Bemerkung 2.24. (1) V ist schwache (bzw. starke) Lyapunov-Funktion auf D < V fillt
entlang Losungskurven, die ganz in U verlaufen, (bzw. strikt) monoton fallend, d.h.

Dy (o) = YV ) v = YV (D) - ) <0 (b <0)

fiir jede Losung y, die in U verlduft.
(2) Erste Integrale sind schwache Lyapunov-Funktionen.
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Beispiel 2.25. Wir betrachten wieder das Mathematische Pendel im Phasenraum, der y-z-
Ebene. In diesem kann man die Trajektorien {(y(t), z(¢)) | t € I} darstellen, wobei (y, z) : I —
R? Losung ist . Besitzt die DG ein erstes Integral E, so liegen sdmtlichen Trajektorien in einer
Niveaumenge :
b, 22 gyt
NC:{(y,Z)GR | E—FT:C—FQZC, CER}

(hier cosy ~ 1 — % fiir |y| << 1 nach Taylor). Fiir beliebig vorgegebenes € > 0 es sei ¢ > 0 die
grofite Konstante, so dass N, noch in B.(0) liegt. Dann gilt mit § = ¢ > 0, dass V(yo, 20) € R?
mit ||(yo, 20)|| < ¢ die Losung des AWPs ganz in B,(0) verlauft

Satz 2.26. Sei f : D — R" lokal Lipschitz-stetig, ys kritischer Punkt und vy, die zugehdrige
stationdre Losung. Sei V : U — R eine schwache (bzw. starke) Lyapunov-Funktion des DGS
y' = f(y) fir die Ruhelage ys € U. Es gelte

Vigs) <V(y) vy eU\{ys},
dann ist ys stabil (bzw. asymptotisch stabil).

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir schwache Lyapunov-Funktion. O.B.d.A. (Ohne Be-
scrankung der Allgemeinheit) y; = 0 und V(0) = 0. (denn: g, stabile Losung von ¢ = f(y) <
0 stabile Losung von ¢y’ = f(y), wobei f = f(y+ys) und \7(3/) = V(y+ys) —V(ys) ist schwache
Lyapunov-Funktion von 3/ = f (y) fiir die Ruhelage 0 und V besitzt ein striktes Minimum in
0).

S)ei e > 0 so klein, dass B-(0) C U.

Man definiert m = m(e) = min{V(y) : ||y|| = ¢} > 0 nach Voraussetzung. Da V stetig ist und
V(0) =0, existiert 0 < § < & mit

0<V(y) <

Yy € 35(0).

o] 3

Sei nun yy € Bs(0) und y zugehorige maximale Losung des AWPs

y(t) = fy)
Vi > 0.
{ y(0) = yo -
Sei T* :=sup{T > 0, ||ly(t)|| < e, Vt €[0,T]}
Angenommen 7% < oo.
Dann folgt aus der Stetigkeit der Losung: ||y(T*)|| = €. Da t — V(y(¢)) monoton fallend auf
[0, 7] ist, folgt

m < V((T") < Vi) < 7.

wiederspruch da m > 0. Folglich T* = oo und 0 ist stabil. O

Beispiel 2.27. Noch mal das matematische Pendel: 4/ = —¢gsiny. Wir untersuchen die Stabi-
litdt der Ruhelage (0,0) des zugehoriges DGS

y =z
(2.5) { Z' = —gsiny
Das erste Integral FE(y,z) = % — gcosy ist also schwache Lyapunov-Funktion von (2.5). Au-
Berdem gilt

E(0,0) = —g < E(y, 2), V(y,z) € (—2m,2m) x R
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Es folgt nach dem Satz 2.26 (0,0) ist stabil (aber nicht asymptotisch stabil, da keine Energie,
z.B. durch die Reibung verloren geht).

Beispiel 2.28. Wir untersuchen die Stabilitdt der kritischer Punkten :
y/ = —» yS
Y=y — 23

Offensichtlich ist y; = (0,0) ein kritischer Punkt des DGS.

B
fma=(T2T% ) waeR @)

sl =( 7 Sk aeo= (1 )

so die EW sind A = +¢ und der Prinzip der linearisierten Stabilitdt nicht anwendbar. Wir
suchen nun eine Lyapunov-Funktion. Versuche

Viy,2) = y; + %2, (y,2) € R?
Ve C'(R?), V(0,0)<V(y,z) YeR*\{(0,0)}.
und
VV(y.2) fly.2) = (y,2)- ( ;i_zsyg ) = —yz—y' +yz— 2" <0, ¥(y,2) €R*\ {(0,0)}.

= V ist starke Lyapunov-Funktion und erfiillt die Ungleichung im Satz 2.26, dann ist (0, 0)
asymptotisch stabil.

Beispiel 2.29. Mathematisches Pendel mit Reibung. Wir betrachten das klassisches Modell
des Pendels (lineare Reibungskraft)
y' = —ky —gsin(y), k>0 ( Reibungskraft ky' ).
Dabei ist die Reibung proportional zur Geschwindigkeit und ihr entgegengesetzt. Allgemein ist
eine Reibungskraft von der Form:
h(y') mit h € CY(R), h(0)=0, h(r)-r>0 VreR\{0}

Wir betrachten die kubische Reibungskraft: h(r) = kr3. Das zu gehorige DGS 1. Ordnung ist
dann:

y =z

2 = —kz® — gsin(y)
Ruhelage: (0,0). Ein Kandidat fiir eine Lyapunov -Funktion ist die Energiefunktional:

2
z
E<y7 Z) = E - gCOS(y> (y7 Z) < R2

ist C!-Funktion auf R? und

z

E - =—kz'<0 V R?
VE(y,z) (—kz3 B gsiny) ERIS (y,2) €

So ist E eine schwache Lyapunov-Funktion aber da VE(y,z) - f(y,z) = 0 auf R x {0} ist
E keine starke Lyapunov-Funktion. Da E in (0,0) ein lokales, striktes Minimum besitzt, ist
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die Ruhelage (0,0) stabil. Uber die asymptotische Stabilitit der Ruhelage (0,0) kann zum
gegenwirtigen Zeitpunkt noch keine Aussage getroffen werden.

3. RAND- UND EIGENWERTPROBLEME FUR GEWOHNLICHE DG

Wir betrachten lineare DG 2. Ordnung vom Typ

(3.1) u(z) + ar(x)u' () + ap(z)u(z) = f(x)
mit = € [a,b], u € C*([a,b]) und ag,ay, f € C°([a,b]). Wir suchen u so dass zwei Randbedin-
gungen erfiillt.

e Robin-Randbedingung

agu(a) + aqu'(a) = ny, Bou(a) + v’ (a) = 1

mit 71, ag, ag, M2, Bo, f1 € R Konstanten so dass
(3.2) ag + a2 >0, B+ B >0
gilt. Besondere Fille:

(1) Dirichlet-Randbedingung: u(a) = ny, u(b) = ns.

(2) Neumann-Randbedingung: u/(a) = ny, u'(b) = ns.

(3) Gemischte-Randbedingung: u(a) = ny, v (b) = ns.

e Periodische Randbedingung

Beispiel 3.1. (i) Das Randwertproblem (RWP) u"(z) =1, z € [a,b] und v/(a) = v/(b) =0
besitzt keine Losung.

(ii) Das RWP u"(z) =0, =z € [a,b], u'(a)=u'(b) =0 besitzt unendliche viele verschiedene
Losungen: alle Konstante Funktionen auf [a, b] sind Losungen.

(iii) Das RWP u"(z) =0, =z € a, b] u(a) = u/(b) = 0 besitzt genau eine Losung: u = 0.
(iv) Das RWP «”(z) +u(z)* = 1, € [a,b], u"(a) =u'(b) =0 besitzt genau zwei Losungen:
u = =x1.

Wir betrachten den Differentialoperator
(Lu)(z) :=u"(z) + ay(2)u'(z) + ap(z)u(z), =z €la,b] (a,b€R,a<b)

und den Randdifferentialoperator

u(a) u(b)
Ru :=C D
! (uf(a)) i <uf<b>
mit C, D € Myy»(R) und ay, ag € C°([a, b]). Wir untersuchen Losungen des RWPs

(3.3) { g;‘;{?

auf [a,b], mit f € C%([a,b]),n € R?.
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Hauptsatz 3.2. Fredholm-Alternative.
Unter den obigen Voraussetzungen gilt:
e Fntweder: besitzt das RWP
{ Lu=71 auf [a, 0]

Ru=n

fiir alle f € C°([a,b]) und alle n € R? eine eindeutige Lisung
e oder: das zugehdrige homogene RWP

{ ZZ Z% auf [a, 0]

besitzt eine nicht triviale Ldsung.

Beweis. Sei {uj,us} ein Fundamentalsystem der homogenen DG Lu = 0. Dann ist die allge-
meine Losung der inhomogenen DG Lu = f, f € C%([a,b]), von der Form
w(x) = up(x) + crui (z) + cous(w), x € [a,b], c1,c0 ER,

wobei u, eine partikuldre Losung der inhomogenen DG Lu = f ist. Eine Losung des RWPs
(3.3) erhélt man, wenn dies moglich ist, durch geeignetes Anpassen der Koeffizienten ¢y, cs € R.
Es muss gelten:

r=me = o0 i)+ 2 (i o)
= e e o) 2 (i) 4] )
Angenommen nun, dass das homogene RWP B
{ g;i Z% auf [a, 0]

nur die triviale Losung besitzt. Aus unseren Voriiberlegungen folgt dann aber (mit u, =0 ),

dass das Gleichungssystem
0:77:R-0+M<cl) :M<Cl)
C2 C2

nur die triviale Losung (g) = ({) besitzt. D.h. aber gerade, dass det(M) # 0, d.h. M inver-

tierbar ist, und dann folgt sofort, dass fiir beliebige € R? und beliebige partikulire Losungen
u, das Gleichungssystem
n = Ru, + M (Cl)

C2

eine eindeutige Losung besitzt. Somit folgt die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des
inhomogenen RWPs (3.3) fiir beliebige f € C°([a, b]) und beliebige n € R
OJ

Fiir ein inhomogenes RWP (3.3) entweder es ist eindeutig losbar und das gilt genau dann,
wenn das homogene RWP nur trivial 16sbar ist, oder das RWP besitzt keine Losungen, oder
das RWP besitzt unendliche viele Losungen.
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Beispiel 3.3. Man betrachte y” 4+ y = 0 mit Randwerte y(0) = 1 und y(5) = 1. Ein Funda-
mentalsystem der DG ist cosz,sinx und die allgemeine Losung ist y(x) = ¢; cosx + ¢ sin .
Die Randbedingungen liefern:

1 = ¢1c08(0) + ¢28in(0) = ¢4, 1=y (g) = ¢y COS (g) + €9 sin (g) = ¢,

Dann besitzt das RWP die eindeutige Losung y(z) = cosx + sin .

Beispiel 3.4. Man betrachte y” +y = 0 auf [0, 7] mit y(0) = 1 und y(7) = 1. Die allgemeine
Losung ist y(x) = ¢; cosz + ¢o sinx. Die Randbedingungen liefern:

1=y(0) =ci, 1 = y(m) = ¢; cos(m) + cosin(m) = —cy,
Dann besitzt das RWP keine Losung.

Beispiel 3.5. Man betrachte y” +y = 0 auf [0, 7] mit y(0) = 1 und y(7) = —1. Die Randbe-
dingungen liefern:

1 =y(0) =1, —1 =y(7) = ¢1 cos(m) + e 8in(7) = —¢,

Dann besitzt das RWP undendliche viele Losungen y(x) = cosz + ¢ sinx mit ¢ € R.

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Randbedingung von der Form

R — ( i ) Riu = aju(a) + agu'(a) = m
12 Rau = Biu(b) + Bau/ (b) = 1y

Weiter sei das homogene RWP

Lu=20
Rlu:O
RQU:O

nur trivial Losbar, d.h. es gilt :

e (3 ) o (il i) o

wobei w1, us ein Fudamentalsystem von Lu = 0 bilden und C' = ( 0 0

)andD:

( 501 502 ) . Dies ist dquivalent zu

alul(a) + OCQ’U/ (CL) OéllLQ(CL) + OZQU, (CL) . R1u1 R1u2
(3.4) det ( Brua (b) + 52“’11(17) Brua(b) + 52“’22(17) > = det ( Ryuy  Raug ) 70

In der néchste Losungsmethode fiir das RWP gehen wir zunéchst von einem beliebigen Fun-
damentalsystem zu einem dem RWP | angepassten” Fundamentalsystem iiber.

Lemma 3.6. Sei uy, uy ein beliebiges Fundamentalsystem von Lu = 0 und es gelte (3.4). Dann
st vy, vy defintert durch:

V1 = C11Uq + C12U2 mit C11 = R1U2 Cig = —R1u1
Vg = C21U1 + CooUo co1 = Rouy  cy0 = —Rouy

emn Fundamentalsystem von Lu = 0 und es gilt: Ryv; = 0 und Ryvy = 0.
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Beweis. Es gilt
Rlvl = R1UQ . R1u1 + (—Rlul) . R1U2 =0
Analog Rovy = 0.Man berechnet

U1 U2 . Uy U2 Riug Royus L
(vi Ué)(u’l ué)(—Rlul —R2u1)'J’ det ./ 70

wegen des obigen Rechnungen. Also ist ( Z} Z? ) reguldr, d.h. {vy, vy} ist ein Fundamental-

1 U2
system.

O

Bemerkung 3.7. Wenn (3.4) nicht erfiillt ist, dann existiert im Allgemeinen kein Fundamen-
talsystem {vy,ve} mit Ryv; = 0 und Ryve = 0. Zum Beispiel bei

u4+u=0

uw(0) =u(r) =0

Nun erinnern wir uns daran, dass eine partikuldre Losung von Lu = u”+aq (z)u' 4+ ag(x)u = f
gegeben ist durch die 1. Komponente der Funktion

- (12) - Lot

[ (A6 50 smmerammm (ko i) ()

(Hier ist ¢(x) die Fundamentalmatrix von Ly = 0. Dann
i (z) = / va(z)v1(8) — v1()va(s)
0 W (s)
die als die Variation der Konstanten-Formel bekannt ist. Daraus folgt

y1(z) = /Ox %&(S)ﬂs)ds — /Ox %]‘(s)ds.

f(s)ds,

0 W(s
eine Losung von Lu = f auf [0, 1] ist. Diese partikuldre Losung ist der Form

[T va(x)vi(s) L or(z)vy(s)
Yp = /0 Wf(s)ds + /:E Wf(s)ds.
Wir definieren die Funktion G : [0,1]*> — R durch

Da g = fl vz(sgf(s)ds -v1(z) eine Losung von Lu = 0 ist, folgt dass auch y,(z) = y1(z) + g(x)

v (z)v1(s)
2L s <
G({L’, S) = { v1(mM/)S)82)(s) s> (SC, 3) € [07 1]2
Wi(s) =

so kénnen wir die partikuldre Losung von Lu = f schreiben als:

Yp = /0 G(z,s)f(s)ds, x € [0, 1].



40 A. ORTEGA

Diese partikuldre Losung y, erfiillt auch die Randbedingung des RWPs:
Ry, = aiy(0) + azy;,(())

041/0 vl(o)w(s)f(s)ds T (Mﬂo) — Mf(o) _|_/0 Mf(s)ds)

W(s) W (0) W (0) W(s)
= (@) + i) | ;’58 £(s)ds

=Riv1=0
Analog rechnet man die 2. Randbedingung Ry, = 0 nach. Somit ist y, die gesuchte eindeutige
Losung des RWPs.
{ Lu=f

Rlu = RQU =0
Die Funktion G erfiillt die folgende Eigenschaften:
(1) Die Funktion G ist stetig auf [0, 1]; G ist auf D" = {(z,s) € [0,1)> | z > s} , so wie auf
D! = {(z,s) € [0,1)% | z < s}, zweimal stetig partiell nach z differenzierbar.
(2) Gi(x,z) — GL(z,2) = 1, wobei G" = G|p, und G' = G|p,. G macht beim Durchlauf der
Diagonalen einen Sprung der Hohe 1.
(3) Y(z,s) €10,1)% gilt LG(-,s) =0 (s # z) denn:

(4) Es gilt
RiG(-,s) = RyG(-,5) =0  Vse(0,1)

denn:

analog folgt R2G(.,s) =0

Hauptsatz 3.8. Falls eine Funktion G : [0,1]> — R die obigen Eigenschaften 1 — 4 erfiillt,
dann gilt: Vf € C°([0,1]) ist

y(x) = /0 G(z,s)f(s)ds, x € [0,1]

die eindutige Losung des RWPs

Lu=f
Rlu:Rgu:O

und G ist die einzige Funktion mit diesen Figenschaften.

Beweis. Eindeutigkeit: Seien Gy, G5 : [0,1]> — R zwei Funktionen mit den Eigenschaften 1-4.
Dann: Vf € C°([0,1]) ist

/0 Gr(z, 5)f(s)ds — /0 Golw, 5)f(s)ds  z€0,1]

denn dies ist die eindeutige LoSung des RWP. Sei 2y € [0,1]; wéhle dann f(s) := G1(zo,s) —
Gy (g, s) €C°([0,1]), s € [0,1]. Dann gilt

/0 (Gi(z,5) — Ga(x, $))(G1(xo, 8) — Ga(xg, 5))ds =0 Va € [0,1]
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insbesondere fiir xg:
1
/ (Cr(x0,5) — Colwo, s)2ds =0 = Gh(xo,s) = Galzo,s) Vs € [0,1].
0

Da g € [0, 1] beliebig gewiihlt wurde, folgt: G; = G auf [0, 1]?. Da G wie oben konstruiert
die Eigenschaften 1-4 hat, folgt somit, dass die Funktion G durch die Eigenschaften eindeutig
bestimmt ist. Da wie oben gesehen y(x) := fol G(z,s)f(s)ds, x € [0,1], Losung des RWPs ist,
folgt die Behauptung. O

Definition 3.9. Die eindeutig durch 1-4 bestimmte Funktion heifit Green’sche Funktion des

RWPs
Lu=f
Rlu = RQU =0

Beispiel 3.10. Man betrachte das RWP:

(s 1t
u(0) =u(l) =0

Ein Fundamentalsystem ist {1, z} von der DG y” = 0 (A = 0). Man iiberpriift:
R1u1 R1UQ U1<O) UQ(O) i 10 .
det < Rty Ryt ) #0 = det ( w(1) us(1) = det 117 1#£0
So ist das RWP eindeutig losbar. Man bekommt ein neues Fyundamentalsystem {vi,vo} =

{—=z,2 — 1} und W(x) = —1. Dies erfiillt offenbar: Ryv; = Ryvy = 0. Das homogene RWP ist
demnach nur trivial losbar. Somit besitzt das RWP eine Green’sche Funktion.

sel) <y s(x—1) s<uz
= 1 - fr - 2
G(:C, S) { x(sfl) s 2 T { x(S _ 1) S 2 T Y <x7 S) E [07 1]

Das inhomogene RWP

besitzt demnach die eindeutige Losung

y(z) = /OIG(x,s)-lds:(x—l)/oxsds—f—x/xl(s—l)ds

- @-1)(%2—0)”(%—1—%2”)

22
2

N8
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Beispiel 3.11. Sei L = D? + 1 und das RWP auf [0, 7/2]

{ Lu=0
u(0) =u(n/2) =0

Ein Fundamentalsystem ist {sinz,cosz} von der DG «” 4+ u = 0. Man iiberpriift:

R1U1 R1U2 ul(O) UQ(O) o 01 _
det(Rzu1 R2u2>7é0 & det(m(w/?) s (7 /2) = det 10)° 1#0
So ist das RWP eindeutig losbar. Man bekommt ein neues Fyundamentalsystem {vy, v} =
{sinz, — cosz}. Dies erfiillt offenbar: Rjv; = Rovy = 0. Das homogene RWP ist demnach nur

trivial losbar. Somit besitzt das RWP eine Green’sche Funktion.

— cos s(sin x)

G(ZL’, 8) = { —sinsl(cos;t)

1

<
TE0 0 (2,s) € [0,7m/2)°
r>S

Das inhomogene RWP

uw(0) =u(n/2) =0

besitzt demnach die eindeutige Losung

/2 x w/2
u(x) = / G(z,s) - lds = —cos:x/ sin sds — sina:/ cos sds
0 0 T

= cosx(cosx — cos() — sinz(sin(7/2) — sin z)

{u”—l—u:l

= 1—cosx —sinx

3.1. Differentialoperator vom Sturm-Liouville-Type. Seien L = ag + a;D + asD? der
Differentialoperator mit ag, aj, as : [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen. Wir definieren
auf C°([a, b]) das Skalarprodukt

b
()= [ fag@de  fg€C(at)
(symmetrische bilinear Form ). Wir behandeln die Frage wann L selbstadjungiert ist, d.h.

(Lf,g)=(f Lg)

fiir f, g die in den Randpunkte a und b verschwinden.

Definition 3.12. Seien p,q : [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen und p(z) > 0
Vz € [a,b]. Dann heifit

=q+p'D +pD?
ein Differentialoperator vom Sturm-Liouville-Type. Also Ly = qy + p'y’ + py” = qy + (py')’

Lemma 3.13. Seien p,q : [a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen und L = q+p' D+ pD?,
dann gilt Vf, g € C*([a,b]) :
)/

(1) f(Lg) —g(Lf) = (p-‘ ? f’},
150Dl

a

@ (.29) - wha) = (o] 4 ¢
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(3) Wenn f(a) = f(b) =g(a) =g(b) =0 = (Lf,g) =(f, Lg)
(4) Wenn p(a) = p(b) =0 (Lf,g) = ([, Lg)

Beweis. (1) Es gilt

(3.5) (py') = Ly —qy

und daher

) = (fpg) —g(pf)) = F'(d) + fd') — d'(pf') — g(pf")

= fLg—gLf

(2) Es folgt durch Integration in (1).

(3) (p- ‘;l :Z/ )

(4) Analog zu (3) O

b b
= (pfg —pgf’)| =0.

a a

Angenommen p(x) > 0. Wir betrachten L= %L = % + %’D + D?. Fiir L haben wir gezeigt

dass zum RWP genau eine Greensche Funktion G existiert. Dann ist G(z, s) := % die zu L

gehorende Greensche-Funktion.

Satz 3.14. Wenn das homogene Sturm-Liouville RWP

{ Ly=0
y(a) =y(b) =0
nur die triviale Losung besitzt, dann existiert zum diesem RWP genau eine Green’ sche Funktion
G und es gilt
G(z,s) = G(s,x) V,s € [a,b]
Beweis. Nach dem Satz 3.8 existiert eine Greensche Funktion durch
Gl(z,s) = Ul(x)w(s), G (x,8) = Ul(s)%(fﬁ).
= Y T )
Wir haben W = vy - v} — vy - v}. Aus 3.13 (1) folgt
(pW)' = v1(Lvg) — va(Lvy) =0
wegen Lvy; = Lvy = 0. Daher ist pW =: ¢ konstant. Dann Va < z < s < b (auf Dl) gilt

v1(z)va(s)

G(x,s) = Gl(x,s) = . =G"(s,z) = G(x,s).

Analog fiir a < s <z < b (auf D"). O

Mit Hilfe der Greensche Funktion behandeln wir Eigenwertprobleme.
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Definition 3.15. A € R heifit Eigenwerte zum RWP wenn existiert v : [a,b] — R, u # 0
u € C*([a, b]) mit

Lu+ =0, u(a)=0, u(b) =0.
in diesem Fall u heifit Eigenfunktion zum A

Bemerkung 3.16. (1) Hier Lu = —\u, anders als in der linearen Algebra.
(2) Ein homogenes RWP besitzt genau dann eine nicht triviale Losung wenn 0 ein Eigenwert
ist

Satz 3.17. Ist L ein Sturm-Liouville Operator auf [a,b] und sind Ay # Ao Figenwerte zum
RWP und uy,us Figenfunktionen zu i, Aa, so gilt:

(ug,ug) = 0.
Beweis. Die Eigenfunktionen w;, us verschwinden in a, b und daher gilt nach 3.13 (3)
(Luy,ug) = (uy, Lug).
Daraus folgt nach lineare Algebra (u;,us) = 0. Denn:
— A (ug, ug) = (—Ajug, ug) = (Lug, ug) = (uy, Lug) = (uy, —Aous) = —Ao{uq, ug).
S0 (A1 — Ao)(u, ug) = 0, daher (uy,us) = 0. O]

Satz 3.18. Es sei 0 kein Eigenwert des zu L auf [a,b] gehdorende Sturm-Liouvilleschen EWPs.
Ist dann G die Green’sche Funktion, so ist u genau dann Figenfunktion zum Figenwert A\, wenn
gilt:

/ ’ G, $)u(s)ds = — Lu(a).
Beweis. Fiir u(a) = u(b) = 0 gilt
Lu—f o / ' Gl ) f(5)ds = u(z).
Mit f := —Au folgt die Behauptung. ’ 0J

Satz 3.19. Ist L = ¢+ p'D + pD? ein Sturm-Liouville -Operator auf [a,b] mit q(x) <0, Vo €
la,b] und ist A € R Figenwert. Dann ist A > 0

Beweis. Ist u Eigenfunktion zu A, d.h. Lu = —\. Daher,

b
Mull? = OQwu,u) = —(Lu,u) = —/ (qu + (pu') Yudx
b b
= —/ undl’—/ (pu') udz

Partielle integration ergibt
b b b b
/ (pu')'udx = pu'u| — / pu'v'dx = —/ p(u)dz < 0.

Dann folgt A||ul]* > — fab qu*dz > 0 und daher \ > 0. O
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Beispiel 3.20. Die schwingende Saite

Wir betrachten eine schwingende elastische Saite der Léange ¢ Der Elastizitdtsmoodul der Saite
sei p(x) > 0 und die Massendichte r(x) sei konstant = 1. Fiir die Auslenkung u(z,t) der Saite
an der Stelle x zur Zeit t gilt die partielle DG

2
5 (o) Gt} = T

fir z € [0,], t > 0. Oder (Schwingungsgleichung)

(p(2)ua (2, t))e = un(z,1).
Die Saite ist an ihren Endpunkten fest eingespannt, d.h.

u(0,t) = u(l,t) =0, t > 0.
Die Anfangsbedingungen fiir Ort und Geschwindigkeit zur Zeit ¢ = 0 sind

u(z,0) = f(z), u(z,0) = g(z), x € [0,4].
Wobei p, f, g € C*([0,/]) mit p > 0 und
f(0) =g(0) = f(£) = g() = 0.

Wir suchen eine Funktion u € C?([0, 4] x [0, 00),R) mit

(1) (p(@)us(z,1))s = un(z,t)
(2) w(0,8) =0, wu(f,t)=0, t>0
)7

(3) w(z,0) = f(z), w(z,0)=g(z), zcl0,/]
Ansatz:
u(z,t) =v(x) - w(t)
und setzen u' := g—z, U= %—”j

(p(x) - '(2))" - w(t) = () - (v(z)).

(p(x) - '(x)) ()
(z) w(t)

die Linke Seite hédngt nur von z, die rechte nur von ¢ ab ; daher ist dies konstant =: —\ und
damit erhélt man :

Fiir alle z,t ist also

(pv') 4+ Xv =0, W+ Aw = 0.
d d
=2 (pZ
T (pdzv) ’

v w
Damit hat man (mit ¢ = 0) ein Sturm-Liouville-Eigenwertproblem Lv + Av = 0. Die Funktion
v soll die Randbedingung (2) realisieren. Wir setzen also

D(L) ={y € c*([0,1]) | y(0)=0, y({)=0}
und verlangen v € D(L). Aus Lv + Av = 0 folgt A ist Eigenwert zu L. Insbesondere gilt nach
3.19 die Eigenwerte A, Ao, - -+ zu L sind positiv. Aus 3.6 folgt dann fiir w:

wy(t) = A, cos \/)\_nt + B, sin \/)\_nt

Setzt man

so ergibt sich

(3.6)
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mit Konstanten A,,, B,,.
Ist dann v,, Eigenfunktion von L zum Eigenwert \,, so bekommen die partikuldre Losung

2)(A,, cos v/ Ant + By sin v/ Ant)

von (1) die bereits die Randbedingungen (2) realisiert. Die vy, vg, ... bilden eine Hilbertba-
sis. Bei geniigender Konvergenz wird man wird man die allgemeine Losung von (1) mit den
Randbedingungen (2) in der Form

(3.7) Z )(Ayn cos /Ant + By sin v/ Ant)

n=1

bekommen. Wegen v,, € Dy, realisiert u die Randbedingungen (2). Fiir die RB (3): die Fourier-
entwicklungen von f und g lauten:

f= Zanvn(x), an = (f,vn), g= anvn(x), b, = (g, vn).
n=1 n=1

Koeffizientenvergleich mit 3.7 fiir ¢ = 0 liefert A,, = a,,; Koeffizientenvergleich mit der nach ¢
differenzierten Reihe 3.7 fiir t = 0 ergibt B,, = -2~ Mit den Fourierkoeffizienten a,, b, folgt als

= o
Losung des Problems (1), (2), (3):

t):Zvn( anCOS\/_t—i- sm\/_t
n=1

Hauptsatz 3.21. Sei A\ EW zu L. Dann bilden die Figenfunktionen zu \ ein endlich-dimensionalen

Teilraum von
D(L) = {u € C*([a,b]) | u(a)=u(b) =0}
Seine Dimension ey heifit die geometrische Vielfachheit von A. Die EW von L bilden eine Folge
A1, Ag, ... die sich in der Form Ay < Ay < A3 anordnen ldsst. Jede EW ist so eingefiihrt, wie
ex- Dann gilt
lim A, =

n—oo

Zu den EW X, gibt es in Lo([a,b]) eine Hilbertbasis v, € D(L) von EF zu \,. Jedes f € Ls([a, b])
hat eine Fourierentwicklung:
f=Y (fon)v
n=1

Ist f : [a,b] = R stetig differenzierbar und nimmt f die Randbedingungen
fla)=f()=0

an, so konvergiert die Reihe gleichmdfig in |a, b].
Beispiel 3.22. Spezialfall des konstanten Elastizitiitsmoduls: a > 0 und p(x) = a2, Vz € [0, /].
Die DG sind dann

a*" + =0, @+ Iw=0.
Wir setzen f =sinz, g =0, £ = 7. Wegen v(0) = 0 ist v(z) = c-sin \/Txx und aus v({) =0
folgt %é = nm.



ANALYSIS III 47

4. ELEMENTE DER FUNKTIONALANALYSIS

Ein Skalarprodukt in einem Vektor Raum V' definiert eine Metrik und erlaubt uns Winkel
zwischen Vektoren méssen, so iiber Orthogonalitéit zu sprechen. In der folgenden V' ist einer
R-Vektorraum.

Definition 4.1. Ein Skalarprodukt auf V' ist eine Abbildung ( , ) : V x V — R so dass
Vu,v,w €V, VA, n € R gilt :
(1) Bilinearitat
O+ o, 1) = My w) + o, w), (w, da+ o) = Mw, ) + p{uw, o)
(2) Symmetrie (v, w) = (w,v)
(3) Fiir v #0, (v,v) >0
Das paar (V, (, )) ist ein euklidische Vektorraum.

Bemerkung 4.2. Ein Skalarprodukt induziert eine Norme durch ||v|| : y/(v,v) und (V,]| - ||)
heifit ein normierter Raum. Weiter kann man den Winkel ¢ zwischen v, w durch die Gleichung
(v,w) = ||v|| - ||w]| cos ¢ definieren.

Beispiel 4.3. (1) Das kanonische Skalarprodukt auf R™ ist (x,y) := x1y1 + - - Tpyn, ,y € R™
(2) Auf C%([a,b]), (f.g) = [ f(2)g(w)dx.

Definition 4.4. Zwei Vektoren v, w in einem euklidischem Vektorraum sind orthogonal (zu-
einander senkrecht) wenn (v,w) = 0 (auch v L w). Seien U, W C V Unterrdume, dann ist
ULW & ulwVueU Ywe W. Man schreibt Ut :=={v eV | v Lu, Yue U}.

Bemerkung 4.5. Eigenschaften

(1) (Pythagoras) [|v+ w|[* = ||v]]* + ||w]||? fiir alle v,w € V mit v L w

(2) (Parallelogrammgleichung) ||v + wl|* + ||v — w||* = 2||v||* + 2||w]|?

(3) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) |(v, w)| < ||v]| - ||w|| und die Gleichung gilt < v, w
linear abhéngig sind.

Satz 4.6. (Zerlegungssatz)
Ist U C V' Unterriume eines euklidischen Vektorraum V und dimU < oo, dann

v=Uput

Als Folgerung, in einem endlich-dimensionalen euklidischen Raum gibt es immer ein Ortho-
normalbasis.

Definition 4.7. Eine Basis {b1,...,b,} von V heifit Orthonormalbasis wenn Vi, j gilt
<bi,bj> = 5ij und ||bz|| =1

Mittels des Schmidtschen Orthonormalisierunsverfahren erhélt mann eine Orthonormalbasis.
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Beispiel 4.8. Fourierpolynome Problemstellung: Sei f : [—m, 7] — R stetig. Wie kann man
agy -« 5 A, b1, ... by, wihlen so dass
Sm(x) Z an, cos(nz) + by, sin(nx))

f am besten approximiert ? d.h. so dass

/7r (f(x) — (% + Zan cos(nx) + by, Sin(nx))) dx

minimal ist.

Wir betrachten den endlichen Unterraum U, C C°([—, 7, R)
U, =: span{l, cos x,sinx, cos 2x,sin 2z, . . ., cos mx, sin mx }
Satz 4.9. Firn,k € N gilt:
/ﬂ cos(nz) sin(kz)dz = 0, /7r cos(nx) cos(kzx)dr = /7r sin(nx) sin(kz)dx = { ?r Z i Z

Beweis. Fiir die erste Gleichung man bemerkt, dass cos(nz) sin(kz) eine ungerade Funktion ist,
so das Integral ist 0.
Fir k # n gilt

4 B ( L Sink+n)e + - L (k- n)x)]

dx k+n -n
1
=5 (cos(k + n)x + cos(k — n)x) = cos(kx) cos(nx)
Daher folgt, [" cos(nx) cos(kx)dz = 0 (man benutzt cos(k & m) = cos kcosm F sin ksinm).
Analog fiir sin(nz) sin(kx).

Aus cos? z = § cos 2z + 3, folgt

T 1
/ cos® nxdr = i sin(2nx) + g

=
_W n .
und aus sinz = —% cos 2z + % folgt die andere Gleichung. U
Satz 4.10. Seien u, : [—m, 7] = R die Funktionen
(@) = — (2) = (¢) i= —=si
Uup(x) i= — Ugp—1(x) := —= cosnz, Ugp (1) 1= —= sin nx.
0 \/%) 2 1 ﬁ 2 ﬁ
Dann ist {ug, uy, ..., usm} eine Orthonormalbasis in U,,.
Definition 4.11. Die Koeffizienten

1 [" 1 ("
a,:=— [ f(x)cosnzdx, b, == —/ f(z)sinnzde  ne€{0,1,2,3,...}
T ), ™) .

heiflen die Fourier Koeffizienten von f und

m
ag .
Sm(z) = 5 + g a,, cosnz + b, sin nx
n=1
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ist das m-te Fourierpolynom von f.

Folglich: s, ist das trigonometrische Polynoms dass f ,,im quadratischen Mittel” am besten
approximiert, d.h.

I1£@) = sl = | "(F (&) = $m(2)d

—T

ist minimal

4.1. Hilbertradume und Forurierreihen.

Definition 4.12. Ein normierter Raum (X, || - ||) iiber R oder C heifit vollstéindig oder ein
Banachraum wenn in ihm jede Cauchy-Folge konvergent ist.

Als Erinnerung: (z;) C X ist eine Cauchy-Folge wenn: Ve > 0,3N(e) mit ||z — 4| < e,
Vk,1 > N(e).

Ein euklidischer VR (H, (, )) der versehen mit der Norm ||z|| := \/{(x, z) vollstdndig ist, heifit
Hilbertraum.

Beispiel 4.13. (1) (R™,(, )) ist ein Hilbertraum.
(2) (C™,(, )), mit (x,y) = 2191 + - - - + X, Yn ist ein komplexener Hilbertraum.
(3) Fiir jeden Quader I = I} X -+ x I, C R™ist Lo(I) ist

Lo(I) = {f messbare Funktion auf I | /fzdx < o0o}/{f = 0 fast iiberall }
I

mit [|f]|5 = [ I f%dx, ein Hilbertraum. In einem normierten VR die Konvergenz ist definiert.
Im Hilbert VR Lo(1), (f,) konvergiert gegen f wenn Ve > 0 existiert ein N € N mit [ (f(x) —
fn(x))?dx < € Vn > N.

Satz 4.14. (Stetigkeit des Skalarprodukts) In einem euklidischen VR gilt:
(1) Wenn die Folgen (v,) und (wy) konvergieren, dann

(lim vy, lim w,) = lim (v, w,).

(2) Wenn Y7 v, konvergiert dann

Qv w) =D (v, )
n=1 n=1
Beweis. Setzen v = lim,,_,o v,, w = lim,, o, w,. Nach Cauchy-Schwartzschen Ungleichung ist
[(Vn, wn) = (v, )| = [{vn, wn = w) + (vn — v, W) < [on] - lJwn — w[| + [Jon = 0l] - [[w]],
daraus folgt (1) und wenn dies auf die Folge r, = >, _, v, anwendet ergibt sich (2). O

Das Ziel ist einen Zerlegungssatz fiir unendliche VR zu haben.

Lemma 4.15. Sei H ein Hilbertraum und U C H abgeschlossen. Dann zu jedem f € H existiert
ein Element fo € U mit

lf=hll <Ilf —gll  VgeUu
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Beweis. Sei ¢ := infyey||f — g||. Zu n € N existiert g, € Y mit

1
0 < Hf_gnH <o+ —
n
Wir werden zeigen dass (g,) eine Cauchy-Folge ist. Wir setzen v := f — g, w := f — g,,. Dann
ist
9n + Gm

U+w:2(f— 5

), V— W= Gm — Gn-
Da g”% eu,
If = T > 52
und damit
19m = gnll® = 2I1f = gull® + 211 = gull* =4I| f -

< 2 = gall® + 201 f — gl — 407

Daher ist (g,) eine Cauchy-Folge. Aus der Vollstdndigkeit von H folgt g, — fy fiir ein fo € H.
Da U abgeschlossen ist, fy € U und es gilt § = ||f — fo] O

gn_l'gmHQ

5 (Parallelogrammgleichung)

Hauptsatz 4.16. Zerlequngssatzt
Ist U C H abgeschlossen, so gilt
H=UsU"

Beweis. Zu v € V wihlt man vg € U wie im Lemma 4.15. Behauptung: v; := v — vy € U™,
Angenommen vy ¢ U+, dann folgt: es gibt ein v € U mit (v, u) # 0 und wir kénnen annehmen
dass ||u|| = 1. Wir setzen

A= (vg,u).
Dann
oy — M| = (vp — A, vy — )
[lol[* = 2A (o, @) + N?[Jul|*
= vl = 23 + X% = [[un][* = A* < [Juu||?
so [l — Aul| < ||n1]] = ||v — vo|| und dies ist ein Widerspruch zu Lemma 4.15. Dies zeigt
die Behauptung. Somit ist v = vy 4+ v; mit v9 € U und v; € U*. Daher V = U + U+, aus
UNU+ = {0} folgt V=Ua U*. O

Satz 4.17. Sei H ein Hilbertraum, U C H ein abgeschlossener Unterraum, dann ist
Pu:H—=H, f—fo
fir f = fo+ fi mit fo €U, f1 € (U)* eine Projektion ( d.h. P} = Py) und Py ist selbstadjun-

giert.

In der folgenden betrachten wir H ein Hilbertraum.
Definition 4.18. Eine Folge (b,) in H heifit Orthonormalfolge, wenn fiir alle n,m € N gilt
<bn7 bm> = 5n,m-

Wann konvergiert die Reihe 7 | x,b, ? Wir brauchen das néchste Lemma um die Frage zu
antworten.
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Lemma 4.19. Seien by, ...,b, € H und es gelte (b;,b;) =0 firi # j. Dann ist
101+ -+ D[ = (b * + - -+ [[ba]*.

Satz 4.20. Ist (b,) eine Orthonormalfolge in H, so gilt:

o o)
Z Tpb, ist konvergent & Z x? ist konvergent

n=1 n=1

Beweis. Nach dem Satz von Pythagoras gilt fiir £ < m

m m m
I Zfﬁnan = Z ||nba[* = in
n=~k n==k n=~k

Daher ist > 2, 2,b, genau denn eine Cauchy-Reihe, wenn y o~ 2 eine ist. Weil % und R
vollstandig sind, folgt daraus die Behauptung.

0]
Satz 4.21. Besselsche Ungleichung
Ist (b,) eine Orthonormal Folge in H, so gilt fir alle f € H.:
D (b)) <A1
n=1
Beweis. Fiir N € N ist
N N N
0<(f = (Fbadba, £ = > (F:ba)ba) = [IF1* =D _((f.ba))%,
n=1 n=1 n=1
S0
N
> _({f b)) < 1P
n=1
und daraus folgt die Konvergenz der Reihe S-Y_ ((f,b,))? und die Ungleichung. O

Definition 4.22. Fine Hilbert-Basis in H ist eine Orthonormalfolge (b,,) mit der Eigenschaft:
ist f € H und gilt (f,b,) = 0 fiir alle n € N so folgt f = 0.

Bemerkung 4.23. Bei Hilbert-Basis die Folge (b,,) ist ,,maximal” : wenn es ein f # 0 gibt
mit (f,b,) = 0, Vn € N, dann ist (ﬁ,bl,bg, ...) eine Orthonormalfolge. Eine Hilbert-Basis
bezeicht man auch als vollstdndiges Orthonormalsystem.

Hauptsatz 4.24. Charakterisierung der Hilbert- Basis
FEs sei (b,) eine Orthonormalfolge im Hilbertraum H. Dann sind die folgende Aussage dquivalent:

(1) (bn)nen st eine Hilbert-Basis in H,
(2) fiir M := span{b, | n € N} ist M = H,
(3) fir jedes f € H gilt f =" (f, bn)by,
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(4) fir alle f,g € H gilt die Parsevalsche Gleichung

o

(f.9) = (f:bn) - (g,bn),

n=1

(5) fir jedes f € H gilt die Besselschegleichung

o0

IFIP =) ((f. b))

n=1

(3) : Sei (b,) eine Hilbert-Basis und f € H . Nach der Besselungleichung
((f,b,))?. Aus 4.20 folgt, dass auch

Beweis. (1) =
konvergiert » > |

Z<f7 bn>bn =

n=1

konvergiert. Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts fiir m € N

(f—g.b )= > {fs b (b bm) = (f, o) = (f bm) = 0,
n=1

und da (b,,) eine Hilbert-Basis ist, folgt f = g.
(3) = (1): Klar.
(3) = (4) wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts.
(4) = (5) mit f = g
(5) = (1) : Aus ) = (f,b,) = 0 und (5) folgt || f||* = 0 und somit f = 0.
(3) = (2) : Fiir f € Hist f =30 (f,bn)by, also f € M, somit M = H.
(2) = (1) : Wenn (b,) keine Hilbert-Basis ist, dann existiert f € H mit ||f|| = 1 und f L

b, Yn € N. Fiir jedes g € M ist f L g und daher 1f = gll> = [IfI” + [lg|]* > 1, daraus folgt
(es gibt keine Folge in M die gegen f konvergiert), somit M # H. O

EI

Folgerung: In einem Hilbertraum H kann man jedes f € H in eine Reihe
f=> (b
n=1

entwickeln, die man als Fourierreihe bezeichnet.

Beispiel 4.25. Sei
Oy = {(xn)nen | in konvergiert }
n=1

n=

der euklidische Vektorraum mit Skalarprodukt <(xn), (yn)> = > > TnYn. Man kann zeigen,
dass ¢y ein Hilbertraum ist. Man setzt b, := (0,...,0,1,0,...) so ist (bn) eine Hilbertbasis.
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4.2. Komplexe Hilbertradume.

Definition 4.26. Sei U ein Vektorraum iiber C. Ein hermitische Skalarproukt in U ist eine
sesquilineare Form (cdot,-) : U x U — C die VYu,v,w € U, AC die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

M+ v, w) = Mu, w) + (v, w)
gw )\u+v>—)\< u) + (w,v)

v) = (v,
(u,uy >0 ‘v’u;«é()

\/

Wir definiert ein komplexen Hilbertraum als ein euklidischer Vektorraum (H, (cdot,-)) der
vollstandig bzgl. der induzierten Norm ist. Die Sétze 4.16, 4.21, 4.24 gelten unverédndert fiir
komplexer Hilbertraume, nur die Parsevalsche Gleichung lautet jetzt:

oo

(f,9) = _(fba) (g, bn)

n=1

wobel die b,, eine Hilbert-Basis bilden.

Fourierreihe.

Hauptsatz 4.27. In H = Lo([—m, 7)) die Funktionen u,, : [-m, 7] — R
1 1 1

—— COSNI ——sinnx.

up(z) = —, Ugp_1(T) = 7 Ugp () 1=
0( ) \/% 2 1( ) ﬁ 2 ( ) ﬁ
bilden Hilbert-Basis. Fiir jedes f € Lo([—m,w|) gilt daher

[ = % + ;(an cos nx + b, sin TLOC) = Z<fa un>un

n=0

1 (7 1 [ L ["
ag := —/ fdx, ap = —/ f(z) cosnxdx, b, = —/ f(z)sinnxdx
). - T ) .

die Fourierkoeffizienten. Die ist die Fourierreihe von f.

mit

Bei Fourierreihe unterscheidet man verschidene Konvergenzbegriffe:
e punktweise Konvergenz

e gleichméflige Konvergenz
e Konvergenz beziiglich der in Ly([—m, 7]) definiert Norm (,,im Quadratmittel”)

Satz 4.28. Sei f : [-m,m] — R won beschrinkter Variation und f(—n) = f(m); f werde
periodisch auf R fortgesetzt und die Fortsetzung auch mit f bezeichnet. Wenn f in einem
Punkt x € R stetig ist , dann konvergiert die Fourierreihe in x gegen f(z).
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Dabei heifit f von beschrankter Variation, wenn es ein M > 0 gibt, so dass fiir jede Zerlegung
M =2y < T < - < T <xp = gilt

Z |f(x;) = flzj—1)| < M

Satz 4.29. Wenn f : [—-7,7] — R mit f(—n) = f(n) stetig und stickweise stetig differenzi-
werbar ist, dann konvergiert die Fourierreihe der periodischen Fortsetzung von f gleichmdssig
gegen f.

Beispiel 4.30. Wir berechnen die Fourierreihe von

f(x):{o —r<z<0

T 0<o<nm
Wir haben

f= % + Z(an cos nx + by, sin nx)
n=1

1 ™ 1 0 ™
aO::—/ fdx = —(/ O'dx—l—/ m-dzr) =,
T J_x T J_n 0

mit

1 (" 1 /7
a, = —/ f(z)cosnxdr = —/ mcosnxdr = 0,
TJ . T Jo
1 [" _ T [ 1
by, = —/ f(z)sinnxdx = —/ mwsinnzdr = —(1 — cosnm)
TJ . T Jo n
1
= (1—(-1)"
HIEE

S0 by, = 0 und by, = %H Somit erhélt man

L 2sin((2n + 1)x) 7 . 2sin(3x)  2sin(5x)
=—+2
P T g eSS

@) =3

Beispiel 4.31. Wir berechnen die Fourierreihe von
- ’7” —r<z<0

Diese Funktion ist die Funktion in Beispiel 4.30 minus 5 dann

[e.9]

2sin((2n + 1)x) _ 2sin(3z)  2sin(5x)
= - 2
f(x) Z o 1 sinz + 3 + : +
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Beispiel 4.32. Fiir Funktionen f definieren und integrierbar auf [—L, L], die L-periodisch sind,

man setzt I
Fz)=f (-x) .

™

Dann ist F(x) integrierbar auf [—m, 7]. Ist
F(z) = % + ;(an cos nx + by, sinnx)

die Fourier Reihe von F' dann mit der Substitution ¢ = %

f(t) = % + g (an Ccos (%t) + by, sin (%t)) :

mit
o ()t oo
4, = %/jj(%) cosnxdx—%/_if(m)cos (ﬂ;) dz
by = %/}(%) sinnxdx:%/zf(x)sin (?) dz

Hier das Variablenwechseln ist ¢t = %x, so—nm<zxr<m << —L<t<L.Z7Zum Beispiel, man
berechnet die Fourierreihe von

0 —2<x<0
f(x):{x 0<z<2

ag = %/02 xzdr = %,
a, = %/O2xcos(n7;—x)d$ = % (%)2 (cos(nm) — 1) = % (%)2 (=)™ —1)
b, = %/Ozxsin(ng)dx — _zcosn(:w) _ %(_1)%1
Somit erhdlt man
fla) =1+ fj 2 (1) — Dycos (P22 4 2 (et in (122

Beispiel 4.33. (Temperaturverteilung auf einer kreisformigen Platte)

Gegeben sind: eine Substanz mit der Dichte ¢, dem Wirmleitvermogen k& und der spezifischen

Wiérme c

Fiir die Temperatur T' = T'(z, 3, 2, t) an der Stelle (z,y, 2) € R? zur Zeit ¢ gilt die Wirmeleitungsgleichung
Pe T

AT = ——
k ot
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(Hier: A = Z ) Wenn die Temperatur unabhéngig von der Zeit ist AT = 0. Wir betrachte
das Ebene Problem Auf dem Rand OF einer Platte

E={(r,y) eR* | 2* +9* <1}

sei Zeitunabhéngige Temperatur p : dE — R vorgegeben. Gesuch wird: die Temperaturver-
teilung im Innern FE, also eine stetige Funktion 7" : £ — R die in E harmonisch ist (d.h.
AT = 0) und so dass Tjpp = p. Wir behandeln im Polarkoordinaten z = rcosp, y = rsingp
so p: OF — R ist 2m-periodisch. Wir suchen T' = T'(r, ) auf {(r,¢) € R* | 0 <r < 1} mit
T(1,¢) = p(p), die fiir 0 < r < 1 beliebig stetig differenzierbar ist T € C*°([0, 1] x [0, 27]) und
AT = 0 in Polarkoordinaten d.h.

T tor 1o
or2  ror  r2op?

Ansatz: T'(r,p) = v(r) - w(p) mit v/ = z’r’, w = %' Wir erhalten

1 1
v"w 4 —v'w 4+ Zv(r)w = 0
r r

=0

Fiir alle r, ¢
r20” (r) + o' (r) w(p)

dies ist eine Konstante —\. Dann

20" + v’ — A =0, W+ A w =0
Die zweite Gleichung ergibt sich w(p) = ¢; cos(vAp)+ ¢z sin(v/Ag). So w soll Periode 27 haben,
daher VA € Ny und A = n? € N. In der erste Gleichung:

2"+ —nfv =0

liefert die Losungen (mit Hilfe des Ansatzes v(r) = r®)
v(r)=Cir" + Cor™™
und da v in 0 definiert sein soll, v(r) = Cr" mit C € R, n € {0, 1,2,3,...}. Damit die allgemeine
Losung ist
T(r,¢) =v(r)w(y) =r"(a, cosny + b, sinny).

Um eine partikuldre Losung zu finden, machen wir den Ansatz
T(r ):@%—ir"(/l cosny + By, sinnyp)
» P 5 2 n ¥ n ¥

und die Fourierreihe fiir p ist

?0 ; ay, cos ny + b, sinney).
Da T(1,¢) = p(p) = A, :=a, und B, := b,. Daher folgt

T(r, @) = % + Z r"(a, cosny + b, sinnyp).
n=1
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Konkretes Beispiel: p : OF — R, (z,y) — 100z zeitlich konstante Temperatur vorgegeben. In
Polarkoordinaten:

p(p) = 100 cos? .

Da cos2¢ = 2cos? ¢ — 1 gilt, erhélt man die Fourierentwicklung

p(p) = 100 cos® ¢ = 50 4 50 cos 2¢p
Nach der obigen Formel

T(r, ) = 50 + 5077 cos(2¢p).
In (z,y)-Koordinaten
T(z,y) =50(z® —y* + 1).

Man bemerkt dass 7" harmonisch ist, d.h. AT = 0. Auf dem Rand 0F = {(z,y) | 2*+y* =1}

ist T(x,y) = 100z% Die Isotherme {(z,y) € E | T(x,y) = ¢} fiir 0 < ¢ < 100 sind die
Hiperbelstiicke {(z,y) € E | 2* —y* = & — 1}.

4.3. Normierte Vektorraume. Wir behandeln Vektorrdaume U iiber R bzw. iiber C (= K).

Definition 4.34. Eine Abbildung || - || : U — [0, 00) heifit Norm in U wenn Yu,v € U, A € K
gilt
o |lu|]=0 < wu=0
o [[Aul[ = [Al[]ull
o [lu+ vl <lull +[Jv]]
Weitere Ungleichungen
o |lal[ —[[b]] <fla+ 0]
o |la—0b||—|lc—=d|| <|la—c||+||b—d|| (Vierecksungleichung)

Sei (U,]| - ||) ein normierter Vektorraum. Durch d(u,v) := |lu — v|| ist eine Metrik in V'
definiert. Dies liefert den Begriff von Konvergenz in U.

Beispiel 4.35. Sei C°([a, b], R) die Menge alle reellle stetige Funktionen auf [a, b]. Wir definieren
die Normen

(@) Sl = Sup}lf(t)\

t€fab

®  lh= [ 1)

©  Iflly = ( / b If(t)|”dt) "

Wir iiberpriifen dass || f||o eine Norm ist.
o [[flle =0 < suppylfO=0 < [ft)=0Vieab < [f=0.
o [[cflloo = Supsefay ef ()] = |cl suprejay [ (#)] = lel[| flloo

Firp>1,peR,

o [|f+9llsc = subsepay Lf (1) +9(t)] < supsepe {1 ()+lg(t)]} < supsere o) Lf ()| +subsepa [9(8)] =

[1/1lse + [191]sc
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Definition 4.36. Eine Folge uq, us, ... aus U heiflit konvergent wenn sie konvergent bzgl. der
durch || - || induzierten Metrik ist, d.h. wenn Ju € U mit
Ve>0, 3JjoeN,sd |lu;—ul|] <e Vji>jo
Man schreibt v = lim;_,o u; (u ist der Grenzwert der Folge)
Seien uq, us, ... aus U die Reihe Z;io u; heifit konvergent wenn die Folge der Partialsummen
S 1= Z?:o u; konvergente ist. Man schreibt
[e'S) k
2= fim 3 s = fim s
=0 =0
Eine Folge uy,us, ... aus U heifit Cauchy-Folge wenn gilt
Ve >0, dJjoeN,sd ||lu; —ugl| <e Vj, k> jo

Bemerkung 4.37. (1) Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge ( ||u; —ug|| < [|u; —ul| +
[|lu—uel] <€)

(2) Jede Cauchy-Folge ist beschrankt d.h. sup{||u;|| | j € N} < o0

(sl < gl |+ TJuj = wjoll < M +€, Vj € N wobei M :=max{|[u;]| | j=1,...,50} )

Definition 4.38. (U, || - ||) ist vollstindig wenn jede Cauchy-Folge in U konvergiert. Ein nor-
mierter vollstdndiger Raum heifit Banachraum.
Eine Menge M C U heifit offen wenn Yu € M, 3 € > 0 so dass

{velU | ||lv—u|| <e} C M.

Eine Menge M C U heifit abgeschlossen wenn fiir jede konvergente Folge (u,) aus M gilt dass
ihr Grenzwert ebenfalls in M liegt.

U heifit endlich-dimensional wenn existieren lineare unabhéngige Vektoren uq,...,u, € U mit
U = span{uy, ..., up}.

Beispiel 4.39. Der normierte Raum (C°([a, b)), ||||) ist ein Banachraum. Sei (u,,) eine Cauchy
Folge aus C%([a,b]) d.h. Ve > 0, N € N so dass
|Unp(@) — un(z)] < Sl[lpb] |Untp () = Un(T)] = [[Unap — tnlloo <€ Vn > N,p>0.
z€la,

Dann fiir alle = € [a,b], (u,(x)) ist eine Cauchy-Folge in R, so existiert u(x) := lim,, oo un ().
Wir nehmen p — oo in der vorherigen Zeile und erhalten Ve > 0, 3N € N so dass

sup |up(z) —u(x)| = ||un — ulloo <€ ¥n > N.
z€[a,b]

Dann u,, — u. Wir sollten zeigen, dass u stetig ist. Sei « € [a,b]. Fiir e >0 3N € N so dass

51[1p] lun(z) — u(z)| = |Jluy — ullo < €/3.
z€la,b
Da uy stetig ist 36 > 0 so dass

un(y) —un(@)| < ¢/3
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fir alle y € [a,b] mit |y — z| <. Es folgt

u(y) — u(2)] < fu(y) —un ()] + [un(y) — un ()] + Jun(2) —u(z)| <
fir alle y € [x — §,x + 6] N [a, b]. Damit ist u stetig und C%([a, b]) ein Banachraum.

Beispiel 4.40. C%([a, b]) mit || - ||; ist nicht vollstéindig.

Satz 4.41. Die folgende Aussage sind dquivalent:
(i) dimU < o0

(ii) Jede injektive lineare Abbildung U — U ist surjektiv

(iii) Jede surjektive lineare Abbildung U — U ist injektiv

)

(iv) Wenn V C U Teilraum ist und wenn eine bijektive lineare Abbildung U — V' existiert,
dann U = V.
Beweis. (ii) und (iii) folgen aus der Gleichung dim Ker f + dimIm f = dim U < oc. O

Beispiel 4.42. Sei U = R]z] der Vektorraum alle Polynomen mit reellen Koeffizienten. Dann
ist die lineare Abbildung

A: P(z)— zP(x)
injektiv: P(x) =0 <« P(z) = 0. Aber nicht surjektiv: die konstante Polynomen sind nicht
in dem Bild. Anderseits die lineare Abbildung

B: P(x) — P'(x)

ist surjektiv (jedes Polynom besitzt eine Stammfunktion, die ein Polynom ist) aber nicht injek-
tiv: B(A\) =0, VAeR.

Satz 4.43. Die folgende Aussage sind dquivalent (Topologische Kriterien):
(i) dimU < o0
(ii) alle Normen sind dquivalent, d.h. fir alle zwei Normen || - ||y und || - ||2, Ja,b > 0 so
dass
allully < [lullz < blJully Vue U

(iii) Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.
(iv) Jede Teilraum (VR) von U ist abgeschlossen.
(v) Jede lineare Abbildung U — K st stetig

Beispiel 4.44. In einem unendlichem Vektorraum nicht alle Norme sind dquivalent. Z.B. 3 d >
0 mit ||f]|1 < d||f||lec VS € C°([a,b]) aber es existiert keine ¢ > 0 mit ||f||lc < ¢||f|1 Vf €
C%([a,b]). Angenommen Jc > 0 mit ||f]|e < c||f]];. Wir definieren fiir jedes ¢ > 0

fe(t)_{ 1—t/e 0<t<e

o 0 ansonsten

dann )
ernoozlgufeul:c/ fildr = ce/2 Ve > 0.
0

so erhélt man ein Widerspruch.
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Beispiel 4.45. In einem unendlichem Vektorraum nicht alle Teilrdume sind abgeschlossen.
Man bemerkt K[z] C C°([a, b], K) ist einer Teilraum. Aber K[z] ist bzgl. keine Norm || - ||, mit
1 < p < oo abgeschlossen. Z. B.

J 2k
uj = o € R[]
k=0

und u; — e gleichméfig aber e” ist kein Polynom. Wenn e” ein Polynom P(x) von Grad n
wiire, hitten wir PV (z) = 0 aber die n-te Ableitung von e ist e* # 0.

Beispiel 4.46. In einem unendlichem Vektorraum U nicht alle lineare abbildungen U — K
sind stetig. Die Abbildung u € C°([0,1],K) — u(0) ist linear und stetig bzgl. || - || :

Ve>0, 30>0 s.d. |a(0)—u(0) <ewenn ||t —ullo <0

Aber unstetig bzgl. || - ||, 1 < p < co. Z.B. beim Beispiel 4.44

erHl:/ |1 —t/e|ldt =€/2 — 0, e—0
0

aber f(0) =1, Ve.

Beispiel 4.47.
Sei C%([a, b], K) der Vektorraum alle stetige Funktionen u : [a, ] — K mit der Norm

= ([ltopas) . 15p<o0

[lulloo 7= maxacacp|u(@)].

und

Die Dreieckungleichung gilt fiir || - ||, , 1 < p < oo wegen der Minkowski-Ungleichung
1 b 1
(/ lu(z) + v(z |pdx) (/ |u(z |pdx) + (/ |v(m)|pdx>

Definition 4.48. (Konvergenz fiir Fuktionenfolgen)
Sei (u,,) eine Folge in C%([a, b, R).

(a) (u,) konvergiert punktweise gegen eine Funktion u wenn Vz € [a, b] gilt |u, () —u(x)| —
0 fiir n — oo d.h.

Vo € [a,b], VYe>0 3dngeN sodass |u,(z)—u(x)] <e Vn>n.

(b) (uy) konvergiert gleichméBig gegen eine Funktion u wenn Vz € [a,b] gilt ||u, — u||e =
SUD,c(ap)[Un(2) — u(x)] = 0 fiir n — oo d.h.

Ve>0 dnpeN sodass |u,(z)—u(z)|<e VYn>ng V€ la,bl.
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(¢) (un) konvergiert gegen eine Funktion u bzgl. || - ||, (1 < p < 0co) wenn es gilt

b »
llun — ull, = (/ |u(x) — u(:v)]pda:) —0 fiir n — oo,

d.h. wenn es gilt

b P
Ve>0 dnpe N sodass (/ |un () — u(:z:)|pdx) <e Vn>ng

Bemerkung 4.49. (1) Eine Folge uy, us, . . . aus C%([a, b], K) konvergiert gegen u € C([a, b],
bzgl. ||u||e < (uy,) gleichméBig gegen u konvergiert d.h.
Ve>0 djoeN |uj(x) —u(z)| <e Vxela,b], Vj>jo.

(2) Wenn u,, — u gleichméflig = u,, auch Punktweise konvergiert und bzgl. jeder Norm
|| - ||p- Ferner, u ist auch stetig.
(3) Wenn u,, — u bzgl. der Norm ||-||, = u,, — u konvergiert bzgl. Norm ||-||;, Vg 1<

q=<p.

Beispiel 4.50. Sei f,(z) = T auf [0,1]. Fiir  # 0 konvergiert f,(z) punktweise gegen 0
aber f,(0) = n konvergiert nicht fur n — oo. Dann die Folge konvergiert nicht.

Beispiel 4.51. Sei f,(z) = sin (Jc + %) auf R. Offensichtlich, konvergiert f,, gegen sin x punkt-
weise. Mit Hilfe der trigonometrischen Identitédten erhéilt man

1 1 1 1 1
sin|lx+— | —sinz| =|12sin|{ — Jcos|x+ — )| <2sin| — | < ——=0
n 2n 2n 2n n

So sin (93 + %) — sin x gleichméfBig auf R.

Satz 4.52. Sei (u,) eine Folge aus C°([a,b],R). Wenn u,, — u gleichmiflig konvergiert, dann
ist u € C°([a, b], R)

Beispiel 4.53. Sei h,(r) = e "*72 1 € R. Fiir z fest, e ™*~2l — 0 falls 2 # 2 und konvergiert
gegen 1 falls x = 2. So h,, konvergiert punktweise gegen eine Funktion h die nicht stetig ist,
wegen des Satzes 4.52 die Konvergenz ist nicht gleichméfBig.

Satz 4.54. Sei (f,,) eine Folge aus C°(I,R), mit I C R ein Intervalll. Wenn fn = f gleichmdfig
konvergiert, dann konvergiert die Folge der Stammfunktionen F,( f fn(t)dt punktweise
Vr € I und

im [ f(t)dt = / ’ Tim f, (t)dt = / "Rt = F(a).

n—o0 a

Ferner, wenn I abgeschlossen und beschrankt ist, dann F,, — F gleichmdfig.

K)
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Beispiel 4.55. Sei ¢, (x) = n?ze "7l fiir x € [0, 00), Offensichtlich, konvergiert v, gegen ¢ = 0
punktweise. Nach dem Satz 4.54 die Konvergenz nicht gleichméfig ist. Denn

—|—/ ne Mdt = —e ™| =1
0 0

/ n2te "Mdt = —tne
0 0

aber [ vdt = 0.

Beispiel 4.56. Banachraum L,(I). Sei I ein Intervall in R. Fiir p € R, p > 1 setzt man

L,(I) = {f messbaren Funktionen auf I | |f|” Lebesgue-integrierbar }

151l = ( [ o) v

Satz 4.57. L,(I) ist ein R-Vektorraum, fir f,g € L,(I), c € R gilt

(1) el = lelll £l

() [1f + gllp <11y + gl
) IIfll=0 < f=0 fast iberall

und wir defineren

Es gilt

So || - || definiert eine Pseudonorm in £,(I). Um einen normierten Raum zu erhalten, defi-
nieren wir eine Aquivalenzrelation in £,(]):

Man setzt N'(I) := {f € L) | f=0fii}. Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnet man
als den Quotientenraum

Ly(I) := Ly(I) [N (T).

Da die Operationen unabhéngig der Wahl der Represdntanten sind, berechnet man mit einem
Représentanten. In L, (/) definiert || - ||, eine Norm:

I[fll,=0 < f=0in Ly(I)

Hauptsatz 4.58. (von Riesz-Fischer) Vp > 1, L,(I) ist ein Banachraum.

Satz 4.59. (Satz von Holder) Seien p,q € R so dass %—l—é =1und f e Ly,(I), g€ L,(I), dann
fg e Li(I) und

[ Fglly < Ilpllgllq
Mit Hilfe dieses Satzes, zeigen wir die Minkowski-Ungleichung

frge L) = |If +glly < Ifllp+ llgllp
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Beweis. Wenn || f + g||, = 0, die Ungleichung ist erfiillt.
5+l = [1r+abae < [0s1+1DIs + oo
I I

- / F@IIf +gPde + / Il + 9P de
I I

< [(/I!f|pdx)1/p+(/I,g,pdm)l/p} (/IVfWI“(ppl)dx)l_’l’

IS+ 9llp
= (Ifllo + lglle) 77—
' T+ gl
U
Definition 4.60. Sei (U, ||-||) ein normierter Vektorraum, A C U ist eine konvexe Menge wenn
Ve,y e Ajte+ (1 —t)ye A, Vte[0,]1]
Beispiel 4.61. e Teilrdume sind konvexe Menge

o B(wg)={z €U | ||z —mo|| <€}, Ve > 0,2 € U ist eine konvexe Menge
e Sei A C U konvex und v € U, dann ist A+u:={x+u | = € A} eine konvexe Menge

Satz 4.62. Sei ‘H ein Hilbertraum. Jede abgeschlossene konvexe Menge A C H besitzt ein
ewndeutige element mit kleinster Norm.

Beweis. Sei 6 = infeq ||z]|. Fir z,y € A, 1(z+y) € A wegen der Konvexitét. Daher ||z+y|[* >
46%. Es gilt
[l =yl = 2([[|* + [1y]1*) = o+ yl* < 2(/J2]* + [ly[[*) — 46°.
Eindeutigkeit: Angenommen ||z|| = ||y|| = 6. Dann ist ||z — y||*> < 2(||=|]* + ||y||?) — 46° = 0
und damit ||z — y|| =0, d.h. z = y.
Existenz: Sei (z,,) eine Folge aus A so dass ||z,|| — 0. Dann gilt
120 = 2ml[* < 2(||2al * + [Jom|[*) — 46 — 0.
Somit ist (z,) eine Cauchy-Folge. Nach der Vollstandigkeit von H, existiert es x € H mit
x, — x. Da A abgeschlossen ist © € A und ||z|| = lim,, . ||2,]] = 9. O
Korollar 4.63. Sei A # (), A C H abgeschlossen und konvex. Dann fiir jedes v € H existiert
ein eindeutiges Element ug € A mit
[lv = upl| < ||v — ul| Yu € A.
Beweis. Sei v € H. Wir betrachten die Menge A — v =: A’. Nach Satz 4.62 existiert es ein
eindeutig vy € A’ mit kleinstern Norm. Dann

o AT _
leoll = nf [[]] = inf [fu o]
Wir setzen up = vy + v, s0 ||ug — v|| = ||vo]| = infuea ||u — v]]. O

Wir werden beschéftigenn mit linearen Abbildungen auf Banachrdume (vollstandige normier-
te Rdume), d.h. Operatoren wie A oder Sturm-Liouville-Operatoren.
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4.4. Beschrinkte lineare Operatoren.

Definition 4.64. Seien V, W normierte Vektorrdume; eine lineare Abbildung A : V' — W heifit
beschrankt, wenn ein ¢ > 0 existiert mit

AN <Al VeV
Statt A(f) schreiben wir auch Af. Fiir eine lineare Abbildung A definieren wir
A
AR sup | Agll, |A|] = 400 ist zugelassen
renvioy I geviiopligi=1
Also: A ist beschrinkt & ||A]| < oc.

Al =

Beispiel 4.65. (a) Die lineare Abbildung A : R — R durch Az = az, a € R definiert, ist
beaschriankt und ||Al| = |a
(b) In jedem normierten Raum X die Identitét I : X — X ist beschrankt und ||I|| = 1. Wenn

||A]] = 0 dann ist A =0 (0 = [|A[| = supg,ex Aol 1| Az =0 = Az =0 Va2 e X).

[[]]

Beispiel 4.66. Eine orthogonale Projektion in einem Hilbertraum 7 ist eine lineare Abbildung
P :H — H so dass P? = P und (Pz,y) = (x,Py), Vo,y € H. Dann ist P beschrinkt. Fiir
P #£0,||P|| =1. Sei x € H, Px # 0. Nach Cauchy-Schwarz Ungleichung

(Px,Px) (x,P?z) (x,Px)

P'T = = — S x
Pl = mar = alr ~ <
daher ||P|| < 1. Wenn P # 0, 3z € H mit Pz # 0 und
[P(P)|]
IP(Px)|| = [[P]| Pl

dann ||P|| > 1. Damit ||P]|| = 1.

Satz 4.67. Seien V,W normierte Vektorraume und A :V — W lineare Abbildung. Die Abbil-
dung A ist genau dann stetig, wenn A beschrdnkt ist.

Beweis. (<=) Sei A beschriankt, d.h. [|Az|| < ¢||z|| Vo € V. Zu v € V und € > 0 wihlt man
d :=¢/c. Dann

||Ax — Av|| < ¢||z —v|| < ed =€ wenn ||z —v|| <.
Daher ist A stetig. (=) Sei A stetig, insbesondere ist A stetig in 0. Dann existiert es zu e = 1
ein 0 > 0 mit

Ayl <1 fir flyl] <o

5
||

Ist 2 # 0, 2 € V so setzt man y := 57752, so |[y|| < 0. Dann ist [[Ay|| <1

2|z
= s =|a (25|

und mit ¢ := 2/¢ folgt, dass A beschriankt ist. O
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Bemerkung 4.68. (1) Seien V ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum mit Norm || - || und
{b1,...,b,} eine Basis. Eine Folge (vy) aus V, mit v, = Y 1" | ay:b;, ar; € C, konvergiert gegen
v=>r ab eV & (i) — q Vi = 1,...,n. Damit folgt: jede lineare Abbildung

(2

AV — C stetig ist. Weil: Av € C. Zu zeigen:
v, — v = Av,— AveC

Aber
n n
vy — v = a;p—a; und Z ai Ab; — Z%Abz
i=1 i=1

(2) Die Stetigkeit von A in unendliche-dimensionalen Fall ist nicht immer Wahr.

Satz 4.69. (Hilfsatz) Ist V' ein normierter R-Vektorraum und sind by, ..., b, € V linear un-
abhdngig, so gibt es ein ¢ > 0, so dass Vxq,...,x, € R gilt:

n n
D gl <D byl
j=1 j=1

Beweis. Die Menge M := {z € R* | 377 |z;| = 1} im R" ist kompakt. Dann die stetige
Funktion M — R, z = || 37 z;bj|| nimmt das Minimum m > 0 an. Da by, ..., b, linear
unabhéngig sind, ist m > 0 (Die Normist 0 <& 2 =0 < z;=0Vj =2 ¢ M) . Dann

n

1Y wibsll =m >0 fie > foj] = 1.

J=1 Jj=1

Seiz € R", v # 0und s := "7 | |z;| > 0. Dannist Y7, |v;/s] = 1, daher folgt || 337, %2b;|[ >
m. Man setzt ¢ := 1/m, so folgt

n
s <l > bl
j=1
O

Folgerung: Ist {by,...,b,} eine Basis von V, dann existiert es ¢ > 0 so dass fir v =>_"

j=1
gilt

n

> lasl < elfoll

i=1

d.h. bei endlich-dimensionalen normierten Vektorrdumme Konvergenz < komponentweiser Kon-
vergenz.

z;b;

Satz 4.70. Sei V' ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum, sei (v;) eine Folge in 'V,
v e V. Ist dann (by,...,b,) eine Basis von V und ist vy = 37, x(-k)bj, v=7"_ x;b; so gilt

j
limov,=v < lim wg.k)

=x; ) =1,...,n.
k—o0 k—o0 7 J ’ ’
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Beweis. (=) Aus limy oo vp = v und Y7, |x§k) —z;| < c||lvg — || (Hilfsatz) folgt
(k)

lim T;

k—o00

(<) Wir setzen r := max{||b;|]| | j=1,...,n}. Wir haben Ve > 0, 3N, € N mit ]xg-k)—:vﬂ <
e/nr wenn k > N;. Wir setzen N = max N;. Dann

n . n €
e —oll < 37l = ajllb]] < r(zﬁ)q
j=1

j=1

=z;, Jj=1,...,n.

firyj=1,...,nund kK > N. O

Satz 4.71. Ist V' ein endlich-dimensionaler normierter Vektorraum, so ist V' ein Banachraum
und jede lineare Abbildung V- — W in einen normierten Vektorraum W ist stetig.

Beweis. (a) Sei (vg) eine Cauchy -Folge in V. Wéhlen wir eine Basis (by,...,b,) von V; fur
k,m € N nach Proposition 4.69

S — a0l < ellvr —vell < VE, >N
7=1

Daher ist jede Folge (.rgk) )i eine Cauchy-Folge in R und wegen der Vollstédndigkeit von R gegen
x; konvergiert. Somit limy_,o, vx = > 2;b; =1 v.

(b) Sei A:V — W linear. Es gibt ein 7 > 0 mit (by,...,b,) Basis von V
[|Aby|| < 7.0 || Aby|] < 7.

Firv=>"_, z;b; € V ist Proposition 4.69:

j=1
n n n

vl = 1Y s Abyl| <77 fogl < v eell Y agtll = relfol
j=1 j=1 j=1

daher ist A beschrankst. O

Nun betrachten auch unendliche dimensionale Vektorraume.
Beispiel 4.72. Sei I := [0,2x], V := C>°(I) mit der Norm
1l i=sup @) fir feV
xTe

Fiir n € N setzt man h,, : I — R. z — < sin(n’z). Es ist

1 . 1 d
)| = |—sin®o) < = lhally = 1n, By (@) =neos(ne), [ hallr =,

dann h,(x) — 0 punktweise Vx € [0, 27| und A/ (z) konvergiert nicht , z. B. k/,(0) = n. Somit ist
die lineare Abbildung % V=V, f— % f nicht stetig, weil die nicht beschrankt ist: A ¢ > 0
mit

c

Wl =n < c|ha(x)|| =
[Pl = n < eflhn(@)]| = —

Nun behandeln komplexe Hilbertraume H und lineare Abbildung {iber C.
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Definition 4.73. Eine lineare Abbildung A : H — C zeichnet man auch als lineares Funktional.
Beispiel 4.74. Sein H ein Hilbertraum und g € H ein festes Element. Die Abbildung

A H— C
f= (g f)

ist ein stetiges lineares Funktional (oder beschrankt) denn, nach der Cauchy-Schwarz Unglei-
chung [{g, /)| < lgllIlf]] gilt

1Al = sup [[Af]| = sup [(g, /)| < sup [lgll[[f]] = llgll-
=] ! I711=1

Hauptsatz 4.75. (Darstellungssatz von Riesz-Fréchet)
Sein A ein beschrinktes lineares Funktional im komplexen Hilbertraum H. Dann gibt es genau
ein g € H mit

Af ={g.f) VfeH
und g heifit das erzeugende Element von A, es ist ||Al| = |||

Beweis. Eindeutigkeit: Sei g, € H andere Element mit dieser Eigenschaft. Dann

<g_gl7f>:<97f>_<gluf>:Af_AfIO, VfGH

Setzt man f =g — ¢y folgt (9 — g1,9 — g1) = 0, daher g — gy =0, d.h. g = ¢;.
Ezistenz: Angenommen A # 0 (ansonsten g = 0). Dann Ker A # H. Da A stetig ist, ist
Ker A abgeschlossen (Ker A = A~1(0), {0} C C abgeschlossen). Nach dem Zerlegungssatz
H = (Ker A) & (Ker A)*. Daher 3h € (Ker A)* mit [|h|| = 1. Man setzt ¢ := A(h) € C. Dann
gilt fiir jedes f € H:

Ale- f = A(f) - h) = cA(f) = A(f)A(h) = 0.
Dann c- f — A(f) - h € Ker A. Wegen h € (Ker A)* folgt:

0= (h,cf = A(f)h) = (h,cf) = A(f)(h, h) = clh, [) = A(f) = (ch, f) = A(f).

Somit A(f) = (ch,f) Vf € H. Man setzt g := ¢h. Aus Cauchy-Schwarzen Ungleichung
{9, /)1 < llgll[|f] folgt
A[] < ]9l

Aus Ag = (g, g) d.h. Y9 = ||g]| folgt [|A]| = ||g]. O

llgll

Bemerkung 4.76. Satz 4.75 gilt auch fiir reelle Hilbertraumen.

Beispiel 4.77. Sei H = LS(R") und A ein stetiges lineares Funktional, dann existiert es ein
eindeutiges g € LS (R") so dass

Af=| fgdx fe L;(R")

R"
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Wie in lineare Algebra hat man zu einem R-Vektorraum V' den Dualraum V*
V*={f:V =R | f lineare Abbildung }
Bei einem Hilbertraum H betrachtet man
H* ={A:H — R | A stetiges lineares Funktional }

(oder H — C). H* ist durch
A
jA = sup 1471
rervioy /11

einer normierter Raum. Die Abbildung
JH " —-H, A—g
durch dem Darstellungssatz definiert. Es ist
J(AL + As) = J(A)) + J(Ag) J(\A) = J(A), VXeC.

Auf Grund der Abbildung J kann man H mit H* identifizieren und man sagt, dass H zu sich
selbst dual ist. Eigentlich haben gleichnorm, also isomorph als Banachraume.

Bemerkung 4.78. Der Dualraum von L,, fiir p # 2 oder C°([a, b]) sind nicht isomorph zu dem
originalen Raum. Allgemein: B ein Banachraum, B ~ B*.

Beispiel 4.79. Anwendung in der Quantenmechanik.
In Quantenmechanik die Observables (beobachtbar) eines Systems sind durch Elementen im
einem Raum A von linear Operatoren in einem Hilbertraum dargestellt: H

Observables <+ A€ A:={A:H —H | Operatoren }.

Ein Zustand (state) w eines quantenmechaniken Systems ist ein lineares Funktional w : A — C
mit der Eigenschaften

e W(A*A) >0

e w(I) =1, normalization.

Hier: w(A) ist der Wert des Observables A in der Zustand w des Systems. Z.B. H = C" mit
(z,w) = > Zyw;, A= M, »,(C) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(A, BY := Sp(A*B)

wobel A = (a;;) und A* = (a;;) ist die transponiert konjugiert. Nach dem Riesz-Fréchet Dar-
stellungssatz: fiir jedes Zustand w existiert ein eindeutiges Element p € A mit

w(A) =Sp(p*A) VAe A
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4.5. Lineare Operatoren.

Definition 4.80. Sei H ein Hilbertraum, D C H, D # {0}. Ein linearer Operator (oder
lineare Transformation) 7" in H ist eine lineare Abbildung 7": D — H, wobei D = D(T') heifit
Definitionsbereich von T" und T'(D) = R(T) ist der Wertbereich von T'.

Beispiel 4.81. H = Ly([a,b]), D = C%[a,b]). Sei K : [a,b] X [a,b] — C stetig (z.B. die
Greensche Funktion zu einem Sturm-Liuoville Operator). Dann ist fir f € D

/ K(z,y)f(y)dy, =z € la,b)].

Die Funktion T'f ist offensichtlich stetig also T'f € C%([a,b]) C H und T : D — D ist linear.

Weiter, ist T" beschrankt:
1/2 ) ) 9 1/2
||Tf||L2=< [ K ] a ) ( / ( / |K<as,y>||f<y>|dy) dx)
b
/(sup xy|/|f |dy> a1
a \zyelab]

= Vb—a sup |K(z,y)| ||fl

x,y€la,b]

= (b—a) sup |K(z,y)| /]2

z,y€la,b]

IN

1/2

IN

wobei die letzte Ungleichung folgt aus ||f - g|[1 < [|f]|2 [|g]]2, mit g = 1. dann gilt es
Tl < sup [K(z,y)[(b—a).

x,y€la,b]

Beispiel 4.82. Sei H = Ly([a,b]), D = D(L) = {u € C*([a,b]) | w(a) = u(b) = 0} und die
Sturm-Liouville-Operator

Lf=@®f) +af. feDL)
mit p € C'([a,b]), p > 0 und ¢ € C°([a, b]). Dann ist L : D — H ein linearer Operator:

L(f+9) =@ +9)) +a(f+9) = @f) + ) +aqf +q9=Lf +Lg, L\f)=AL(f).

Im Allgemeinen, ist dieser Operator nicht stetig.
Zum Beispiel, Lf = " (alsop=1, ¢ =0). Sei f € D(L) = {u € C*([0,7]) | u(0) =u(r) =
0}. Fiir die Eigenfunktion sin kx, k € N zu den Eigenwerte k* gilt
LGkl s
|| sin k|| 1, ’

so kann der Operator nicht beschrénkt sein.
Hauptsatz 4.83. (Fortsetzung durch Schlieffung) Sei T : H — H ein beschrankter linearer

Operator in einem Hilbert space H mit Definitionsbereich D(T); D(T) sei dichter Teilraum von
H. Dann hat T' eine und nur eine beschrinkte Fortsetzung T auf H. Weiter, ||T|| = ||T|.
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Beweis. Wir setzen D := D(T'). Da T beschrankt ist ¢ > 0 mit
|| Tz|| < ¢||z|| VxeD.

Sei x € H. Wegen D = H existiert eine Folge (z,,) in D die gegen x konvergiert. Insbesondere,
ist (x,) eine Cauchy-Folge. Wegen

||Txn - Txm“ < c||In - Im”

ist (T'z,) eine Cauchy Folge in H. Wegen der Volllstédndigkeit von H, (T'z,) konvergiert und
man setzt T'(x) := lim,, o Tx,. Ist auch (x)) eine Folge in D die gegen x konvergiert, dann
/

lim,, 00 (7, — 2/,) = 0 und somit lim, (T, — Ta') = 0. So ist T(z) unabhingig von der

Wahl der Folge (z,,). So wir haben eine Abbildung T : H — H sinvoll definiert die auf D mit

T iiberstimmt. T ist linear: Zu z,y € H wihlt man die Folgen (z,,), (y,) in D mit x,, — = und
Yn — y. Dann ist

Tz + py) = lim (Azy, + py,) = A lim 2, + p lim y, = \T(z) + pT(y).
n—oo n—oo n—oo
Aus ||Tz,|| < ||T|| - ||zn]] fiir 2, € D folgt ||Tz|| < ||T)|-||x|| fiir + € H; somit ||T|| < ||T]|. Da
[Tl o lIT]
T £ Sup )
verfoy |[2]] zep\{op |||

IT]| > [|T|| und damit |[T|| = ||T||. Weil es zu jedem z € H eine Folge (x,) in D gibt, die
gegen x konvergiert, ist die stetige Fortsetzung T" auf H eindeutig bestimmt.

O

Satz 4.84. Sei H ein Hilbertraum T : H — H beschrankter Operator mit D = D(T) = H.
Dann 3T* Operator in H mit D(T*) = H und

(,Ty) = (T"x,y)  Vr,y € H.

T* ist beschrinkt un es gilt ||T*|| = ||T||; T* heifit die Adjungierte zu T. Auflerdem gilt T** =
(T*)*=T.
Beweis. Sei x € H fest aber beliebig. Dann ist A,(y) : (z, Ty) ein lineares Funktional. Wegen

[Ae()] = [, Ty)| < || [ Ty[| < {l=[[ - 1T} - Hlyl]
ist A, ein beschrinktes lineares Funktional in ‘H mit ||A.|| < [|T|] - ||z||. Nach dem Darstel-
lunssatz 4.75 existiert ein eindeutiges Element x* € ‘H mit
Wir definieren 7%(z) := z*. Wegen der Eindeutigkeit von z* und die Linearitdt des Skalarpro-

dukts ist 7™ linear.
Nun wenden wir den Satz zu 7% an. So existiert (77)* mit

(T7)x,y) = (2, T"y) = (T*y,x) = (y, Tx) = (Tx, y)
Ve,y € H, dann (T*)* =T =T.
Fiir jedes x € H gilt:

ITX||* = (T, Ta) = (T*Tx,2) < [|[TT"|| ||l=]] < [|TI] [|77]] []«]]*.
Analog zeigt mann ||T*|| < ||T||. Dann ist ||T*|| = ||T|| O
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Beispiel 4.85. Fourier-Transformation
Die Fourier- Transformation ist das Kontinuierliche Analogon zur Fourier-Reihe. Sei f € H =
LS ([—n,7]). Die Funktionen

by, : [-m7]) — C
1

V271

fir n € Z bilden eine Hilbertbasis von LS([—7,7]). So fiir f € H haben wir die Fourier-
Entwicklung

inx
e

T

o0

. 1
— n wmnx 't ’\n e —'Lnxd
f= g e mit ¢ Py f (x)e x

n=—oo

Man beweist

1 [" ’
<bk, bl> o / elkxell‘rd.’lf = 5kl

Vergleich zwischen discret und kontinuierlich:

Fourier Reihe ~- Fourier — Transformierte
ne?Z ~ celR

~

Cn ~ fle)

Zw/de

n

Dann ist

1 " iex £ _ - " e € dr
f@) = o= [ fee=ie fo=—= [ faean

Man bezeichnet f als die Fourier-Transformierte von f.

Definition 4.86. Sei f € L;(R), dann definieren wir

A~ 1 )
R — C, > —/ x)e "Ydx
f v = | f(z)
die Fourier-Transformierte von f.

Eigenschaften:
e [ ist beschrinkt : |f(y)] < \/ﬂfR |f(z)|dx < 400, f € Li(R).
° f ist stetig: v, € R, lim,, o ¥, = y dann ist

~ ~

fyn) = fly \/%/ et — ™) f(x)dx

Da lim,, o (e7™¥n — e=") f(x) =0, limp, o0 Flym) = f(y).
e Umkehrformel: f € L;(R) und f € L;(C), dann

1 £ Ty
) = <= /R F(y)e=rdy.
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Sei # = LS(R). Der Operator T : Li(R) — H, f > f ist linear und wegen der Plancherel
Gleichung

T fll2 = [1£1l2,

er st auch beschrénkt. Sei
Co? ={f:R—C | fistoco-stetig differenzierbar mit kompakt Tréger }.

Hier kompakt Trager bedeutet, dass die Menge {x € R | f(x) # 0} ist kompakt. Insbesondere,
ist f € C, dann f € Li(R) (dh. [, |f|dz < 00). Es gilt C° = H (C§° ist dicht in H). Nach
dem Satz 4.83 existiert es ein eindeutige lineare Fortsetzung T : H — #H von T die auch
beschrinkt ist. Aber es gibt keine allgemeine Formel fiir T da allgemein ist |e=*¥ f(z)| iiber R
nicht integrierbar.

Nach Satz 4.84 besitzt T eine Adjungierte T* : H — H die auch einer beschriankter linearer
Operator ist.

Wir wihlen f, g € C5°. Es gilt

(Tf,g)={f,T"g).
So

(Tf.g) = /(\/%/e @ f(y )g(:c)d:c
/E(/ - el ) d
/ Nor ( / ”"yf(y)g(w)da:) dy

= (f,T*g)

Da Cg°(R) dichter Teilraum von H ist, dann jedes f € H kann durch Funktionen aus C§°
approximiert werden, d.h. 3f,, € C3° mit fn — f. Dann Vg € C°(R) gilt

0 = limy, o0 ([fn, \/ﬂ/ eg(x)dr — T*g) = / “Yg(x)dr — T*g)

g—\/_/”y r)dr =Tg.

Wir wenden wieder den Satz 4.83 um eine lineare beschrianktere Fortsetzung 7 : H — H zu
erhalten.

Dann ist

Definition 4.87. Sei H ein linearer Operator in H mit dichtem Definitionsbereich D(H) C H.
Fiir alle f,g € D(H) sei

(Hf,9)=(f,Hg),
dann heiBt H hermitesch. Ist D(H) = H so ist H selbstadjungiert.

Bemerkung 4.88. Einer selbstadjungiert Operator in einem Hilbertraum H ist beschrénkt.
Um dies zu zeigen, benutzen wir den Satz vom abgeschlossenen Graphen, der laut: Sei A : X —
Y linear Operator zwischen Banach Rdume. Dann ist A beschrénkt (und somit stetig) < A ein
abgeschlossener Operator ist (d. h. der Graph I'(A) := {(z, Az) | = € X}) abgeschlossen in



ANALYSIS III 73

X xY).
Beweis: Sei (x,,, Az,) — (z,y) fir n — 0o0. Z.z. y € A(X). Fiir alle z € H gilt

(z, Az —y) = (2, Az) — (z,y) = (Az,x) — (z,y) = lim(Az, x,) — lim(z, Az,,) =0
damit ist Az = y.

Definition 4.89. Sei H ein Hilbertraum, und 7" : D(T") — R(T') ein bijektiver linearer Ope-
rator. Dann ist T~ : R(T) — D(T) der inverse Operator zu T. Man zeigt dass T~' ein linear
Operator ist mit D(T') = R(T) und R(T~') = D(T).

Satz 4.90. Kriterium von Toeplitz

Ein beschrinkter linerarer Operator T hat einen in H inversen beschrinkten Operator T—! :
H — D(T) C H (insbesondere D(T™') =R(T)=H) &

(1) 3d > 0 so dass ||Tz|| > d||z||, Yz e H.

(2) Ist T*x =0 = x=0.

Beweis. Zuerst bemerkt man, dass Bedingung (2) #iquivalent zu Ker T* = (ImT)* = {0} ist.
Weiter gilt, Im7)* = {0} < ImH = H.

(=) Angenommen H # {0} und T hat einen inversen beschriinkten Operator T-'. Da T
surjektive ist, (ImT')* = Ker T* = {0}. Man setzt d := ||T~!||7* > 0. So Vz € H gilt

d||z]] = d||T™ Ta|| < d||T7 | - || T[] = [|T]].

(<) Man setzt U := ImT. Es existiert d > 0 so dass V = € H, x # 0 gilt ||Tz|| > d||z|| > 0.
Dann Tz # 0 und somit Ker 7' = {0}, d.h. T ist injektiv. Wir behaupten, dass U vollstindig
ist. Sei (y,) C U eine Cauchy Folge, so Vn € N, 3z, mit y,, = T'z,,. Sei € > 0. Dann existiert es
N € Nmit ||y, — ym|| <de  Vn,m €> N. Daher folgt

o — o] < 1T =l [Ty = Tl

d d
so (x,) C H ist Cauchy . Dann 3 = = lim,,_,o, @5, s0 y := Tx € U. Die Steigkeit von T' liefert

y=Tx=T(lim)= lim Tz, = lim y,
n—oo

n—oo n—oo

und damit ist U vollsténdig. Insbesondere, ist U abgeschlossen und damit U = U = H. So ist
T bijektive. Sei S := T~ !, dann gilt es

I7Sal| _ sl
d d -’
Daraus folgt S ist beschrénkt mit ||S]] < 4. O

[|5z]] <

4.6. Unitiare Operatoren.

Definition 4.91. Ein U : H — H linearer Operator heifit unitdr wenn er: (1) Isometrisch ist
d.h Vz,y € H gilt ||Uz|| = ||z|| und damit (Uz,Uy) = (z,y);
(2) surjektiv ist.
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Bemerkung 4.92. Ist U unitiir, dann ist U bijektiv, dann 3U 1 : H — H:
Ur=Uy= (Ux,z) = (Uy,2) Vz € H.
Da U surjektive ist
(Uz,Uw) = (Uy, Uw) Yw € H.
Daraus folgt
(x,w) =(y,w)Vw e H — z=w
damit ist U injektiv. Aus (Uz, Uy) = (z,y) folgt
(U~ U™y = (@)
mit Uz = 2’ und Uy = 3. Somit ist U~! auch unitér.

Die Menge U := {U : H — H | U unitér } ist eine Gruppe mit o.

Satz 4.93. Sei U ein beschrankter linearer Operator in H mit D(U) = H. Es gilt
Uist unitair <  UU") = (U")U = Id.
Beweis. (=) Angenommen ist U unitdr. Dann ist
(z,y) = (Uz,Uy) = (x,U"Vy) Va,y €H,
daher U*U = Id. Da U~ unitér ist, folgt
(2,Uy) = (Uz,y) = (U Uz, U 'y) = (2,U"'y) Va,yeH,

somit U* = U~!. Dann UU* = Id.
(<) Ist U(U*) = (U*)U = Id. Dann

(Urz,Ury) = (UU z,y) = (z,y) und (Uz,Uy) = (2, U"Vy) = (z,y)

Somit sind U und U* isometrisch. Nach Toeplitz Kriterium existiert es eine Inverse zu U ((1)
U (@)|| = ||z||, Yo € H, (2) Ist U*z = 0 dann ||[U*z|| = ||z|| = 0 und damit x = 0). So ist
U* der zu U inverse Operator und es ist D(U™!) = R(U) = H, daher ist U surjektiv. O

Beispiel 4.94. Sei H = Ly(R), die Fourier-Transformierte 7' : H — H besitzt ein Inverse
T-':H — Hund T-' = T auf H. Nach dem Satz 4.93, T ist unitér.

4.7. Schwache Konvergenz. In C" gilt das Haufungsstellenprinzip von Bolzano-Weierstrass:
Jede beschrinkte Folge komplexer Zahlen (mit unendliche vielen Gliedern) enthdlt eine konver-
gente Teilfolge

oder

jede beschrinkter Folge komplexer Zahlen hat einen Haufungspunkt

Man verallgemeinert den Satz zu C™ durch komponentweise Konvergenz. Erinnerung: einen
Folge in R™ oder C™ konvergiert genau dann, wenn jede Komponente konvergiert. In unendlich-
dimensionaler Banachrdume dies gilt nicht mehr.
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Definition 4.95. Sei B ein Banchraum (iiber C). Eine Folge (u,,) in B heifit schwach konvergent,
wenn (f(u,)) eine konvergente Folge in C ist fiir jedes f* € B*.
Im Fall des Hilbertraums H: (x,) C H konvergert schwach gegen ein 2* € ‘H, wenn Yy € H gilt

(Tn,y) = (z,y), n— o0

(weil jedes Funktional in H ist auf der Form = — (x,y) fiir ein y € H).
Bezeichnung;:
U, — U, N — 00, u, ist schwach konvergent gegen wu.

Bemerkung 4.96. Konvergenz =- schwache Konvergenz

Beispiel 4.97. Sei ly := {z = (z,) C C | >.°7,|z.|*> < oo} Hilbertraum mit der Norm
lz]| = (2%, 2|2, Sei 2® = (2 cine beschriinkte Folge in £, mit [|z®)]| < ¢ z®)
schwach in ly gegen x* = (z7) konvergiert, wenn Vn € N gilt

B = (2 by & g* als k — 0.

wobei €¥ = (8,1)neny = (0,...,0,1,0,...) ist der Hilbertbasis von ¢5. Z. B. die Folge e konver-
giert schwach gegen Null, da d,;) — 0 als k — co. Aber ||e*||,, = 1, d.h. (¢F) konvergiert
nicht gegen Null bzgl. der Norm in /5.

Substitut fiir das Haufungsstellenprinzip von Bolzano-Weierstrass:
Satz 4.98. Jede beschrinkte Folge im Hilbertraum enthdlt eine schwach konvergente Teilfolge

Beweis. (Skizze) Sei (¢,) eine beschrénkte Folge und setzt L = span{y, | n € N}. Dann ist
fir jedes ¢ € H die Folge ({1, n))nen beschriankt (in C) (nach Cauchy-Schwarz: |(¥, p,)| <

[[lenl] < ||P]|M). Setzte 1 = 1 dann (nach Bolzano-Weierstrass in C) existiert eine Teilfol-

ge (goq(ll)) von (p,,) so dass ((¢1, 507(11)>) konvergiert. Davon 3 Teilfolge (goq(f)) so dass ({2, 90,(7,2)))

konvergiert (wenn man ({ps, o )) betrachtet). Diesen Prozess setzt man fort und erhélt Teil-
%k)) von (gp%k_l)) so dass ({pg, gpﬂ%) konvergiert. Fiir die Diagonalfolge (cp,gn)) gilt dann

((or, 0™ Nnen  konvergiert Vk € N

folgen (¢

also, wegen der linearitédt des Skalarsprodukt, konvergiert ({0, oY) nen fiir alle ¢ € L. Man
muss noch beweisen, dass diese Folge auch fiir alle ¢ € L konvergiert. Trivialweise konvergiert

dann ({1, ")) nen fiir alle 9 € Lt. Daraus folgt (¢4") eine schwach konvergente Teilfolge der
Folge () ist. O

Bemerkung 4.99. Man bemerkt dass (goﬁln)) eine schwache Cauchy Folge ist. Da jeder Hilber-
traum schwach folgenvollsindig ist, ist (cp,(l")) konvergent.

4.8. Das Spektrum eines Operators in einem Banachraum. Erinnerung: Ein Banach
Raum iiber R bzgl. C ist ein normierter Vektorraum ( iiber R bzgl. C ) der vollstandig ist. Z.B.

L,([a,b]) mit der Norm ||f|| = (fab |fIP)Y/? oder C*([a, b]) mit der Norm
A=A+ 1M+ P 11 = max ()], T = a,b].
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Satz 4.100. Satz von Banach
Sei B ein Banachraum, T : B — B beschrénkter linearer Operator. Sei T bijektiv. Dann ist T—!
ein stetiger linearer Operator mit D(T) = B.

Die Operatoren, die Vorausetzungen dieses Satzes erfiillen, werden beschrankt invertierbar
gennant.

Definition 4.101. Sei B ein Banachraum, wir definieren
L(B):={T :B— B} | D(T') =B, T beschrénkter Operator }

Wir beschéftigen uns mit der Frage: Wann ist 7' € £(B) invertierbar?
Bezeichnung: Fir 5,7 € L(B), ST =SoT € L(B) und T" =T o---0T € L(B), n € N. Wir
setzen T° = Id. Es gilt ||ST|| < [|S||||T|| und ||T"|| = ||T||".
L Weil:

Motivation. Fiir # € R mit || < 1, de geometrische Reihe konvergiert: > 37 % = =

Sy =Y 1,2, dann
1—a"

1-2)S,=1-2) 142+ +2")=1-2""" = g, = ——

Daher

. o k o
Jim S0 =)t =
k=0
Analog haben wir:

Lemma 4.102. Sei T € L(B). Ist ||T|| <1 so ist [ — T beschrinkt invertierbar und
1
< 1 T
— [T

Beweis. Seien x € B, M, N € N mit M 4+ 1 < N. Die Folge (Sy) mit Sy(z) := 3.0 T"x, ist
wegen ||T|| < 1 eine Cauchy Folge in L(B): fiir e > 0,

(1 =T)"

N N
1(Sn = Su) (@ Z Tzl < Y Tl < > Tl
n=M+1 n=M+1 n=M+1
N
= ISy —Sull < D |IT|I"<e VYN,M >Ny
n=M+1

Da L(B) ein Banachraum ist (??), konvergiert die Folge Sy in £(B), d.h. 3 limy_ o Sy =
> o T™. Insbesondere gilt limy oo 7" = 0. Da (I = T)Sy = Sn(I = T) =1 — TN+, folgt

I=lim (I —T"*Y) = lim (I = T)Sy = (I = T) lim Sy = (I —1T) ZT”

N—o0 N—o0 N—oo

also
o0
ey
n=0

Mit Hilfe der geometrischen Reihe, kann man die Norm von (I — T')~! beschrinken. O
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Satz 4.103. Seien S,T € L(B) und S beschrinkt invertierbar. Sei

1
S—-T|| < ——.
IS =71l < ey

Dann ist auch T beschrinkt invertierbar.

Beweis. Sei Q = (S —T)S™!, dann ist ||Q|| < 1. Nach Lemma 4.102, ist I — @ beschrinkt
invertierbar. Mit Q = I — T'S™!, gilt es TS~ = I — Q und damit T = (I — Q)S. Daher folgt

ITI < 1T =QIllISI| <oo und T7' =871 -Q)™".
0

Definition 4.104. Fir T € £(B) definiert man das Spektrum von T

o(T)={X € C | T — M ist nicht bijektiv },
das Punktspektrum von T

op(T) ={A € C | T — Al ist nicht injektiv },
das kontinuierliches Spektrum von T

oc(T) ={A € a(T)\ o, T | (T = AI)(B) = B},
und das Restspektrum von T

or(T) ={\ € C | T — M ist injektiv und (T — X\ )(B) # B}.

Das Element \ € oT ist ein Spektralwert. Ist A ¢ T so heifit (T'— AI)~! die Resolvente von T
an der Stelle A € C.

Bemerkung 4.105. (1) Fiir A € op(T), ist T'— A\ nicht injektiv, so 3z € B, = # mit Tx = Az,
somit ist op(T") die Menge aller Eigenwerte von 7.

(2) Fiir A € 0¢(T), ist T'— A injektiv aber nicht surjektiv und das Bild ist dicht in B.

(3) Ist T € L(B), dann o(T) = op(T) Uoc(T) Uor(T).

Satz 4.106. Sei T' € L(B). Dann ist o(T) kompakt (in C). Es gilt
o(T)Cc{zeC | |z <|IT[}

Beweis. o(T') ist abgeschlossen: Sei Ay ¢ o(T'), so ist S = T — Aol beschrénkt und invertierbar.

1
T = Aol = (T = AD)|| = [A = Xol[]] = [A = Ao| < =
so, nach Satz 4.103, ist 7' — AI beschrénkt und invertierbar. Daher folgt, dass C \ o(T") offen
ist (da BH - offen in C\ o(T) ist). Somit ist o(7T") ist abgeschlossen.
L
o(T) ist beschrinkt: Sei A € C. Dann ist S = —AI beschréinkt und invertierbar, mit S~' = 511
So gt = [A]. Es ist
1

151

1S = (T =AD[[ =IT]| < A=
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und nach 4.103 ist T'— AI beschrénkt und invertierbar. Somit A ¢ ¢(7"). Dann for alle A € o(7),
||T|] > |A| und daher o(T') ist beschrénkt. Dann ist o(7") kompakt. O

Beispiel 4.107. Der Hilbertraum C™ mit der kanonischen Norm (z, w) > Z;w;. Sei A € Mat,,»,(C)
mit Eigenwerte A ..., \,. Sei Ty : C* — C", x +— Az, so Ty € L(C"). Dann

0(Ta) =0p(Ta) = {1, \n} und  oc(Ta) =or(Ta) =0

Beispiel 4.108. Sei H = L([a,b]) mit ||f]| = ([|f]*)*/?. Wir betrachten

TN = [ Kan)iwdy. K e Cad] x [a.b)

A € C ist Eigenwert von 7' genau dann, wenn 3f € H \ {0} mit Af(z) = fab K(z,y)f(y)dy fast
iiberall in [a, b].

Beispiel 4.109. Sei H = ly = {(x,) CC | >_|z,| < co}. Wir betrachten
TI£2—>£2, (I1,5E27...,In,...)f—>(O,Il,l‘g,...)

T = T — 0] ist injektiv aber nicht surjektiv. Also 0 € o(7T") und 0 ¢ op(T). Dann 0 €
o(T)\ op(T). Aber 0 ¢ o¢(T) da ||(1,0,0,...) — (0,21, 22,...)|| > 1, V(x1,29,...) € {5. Daher
folgt (1,0,0,...) ¢ T(B)

Satz 4.110. Sei B Banachraum endlicher Dimension. Sei T € L(B). Dann ist
o(T)=0p(T) und oc(T)=0r(T)=10

Beweis. Wenn T'— \I injektiv ist, dann ist dim(7"— /) (B) = dim B. Dann ist (T'— I )(B) = B,
also ist 7' — AI auch surjektiv. Daher ist 7' — Al beschréinkt und invertierbar. 0

4.9. Kompakte Operatoren.

Definition 4.111. Sei B ein Banachraum. Ein stetiger Linearer Operator T' : B — B heifit
kompakt (auch vollstetig) wenn fiir jede beschréankte Folge (z,,) in B gilt: (Tx,) enthélt eine
konvergente Teilfolge.

Ein e Teilmenge M € B ist kompakt wenn sie abgeschlossen ist und jede Folge aus M eine
konvergente Folge besitzt.

M heift prikompakt wenn M kompakt ist.

Satz 4.112. Hilfsatz Sei E = {x € B | ||z|| < 1}. Ein stetiger linearer Operator T : B — B ist
genau denn kompakt, wenn T'(E) kompakt ist.
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Beweis. (=) Angenommen T'(E) nicht kompakt ist. Dann ist 7'(E) nicht prakompakt, so
A(y,) C T(F) Folge die keine Haufungspunkt besitzt (also kein konvergente Teilfolge). We-
gen y, = Tx,, x, € E, n €N, ist T nicht kompakt.

(<) Angenommen, T'(E) kompakt ist. Sei (x,) C B bescrankte Folge, dann IM > 0 mit

||zn|| < M, Vn € N. Wir setzen @], = 5;@,, dann ||z}, || < 1, so (z,) C E. Aus Voraussetzung

T'(xy,) hat einen Haufungspunkt in T'(E). Daher 3(x7, ) Teilfolge von (z;,) mit

n

T(x,,) =y, k— o0 in T(E) C B.
Dann T'(z,,) = My', k — oo in B. O

Beispiel 4.113. Sei f, = {(z,) CR | Y |zn|? < 0}, mit der Norm ||z||s, = (3 |2,]?)/2. Wir
betrachten 7" : f5 — {5, x> x ist nicht kompakt. Sei x,, = (0,0,...,1,0,...). Die Folge (z,)
hat keinen Haufungspunkt weil ||z, — 2,||¢, = V2 (So ist nicht Cauchy).

Satz 4.114. Hilfsatz Sei K : [a,b] X [a,b] — C stetig. dann ist

b
T La(fat) > Laat). frs [ KA
ein kompakter Operator in H

Beweis. Sei (f,) eine Folge in Ly([a,b]) mit ||f,|lz, < M, n € N. Dann ist Tf, € C°([a,b])
(stetig) und maxy,en |T'f,| < Kte - M.

Es kann gezeigt werden, dass (1'f,) eine gleichméBige in [a, b] konvergente Teilfolge T'f,,, — y
enthilt. Es ist C%([a,b]) C La([a,b]). Da

de >0, |[gllz, < ¢ max |g(z)| = ¢ |[g]]s
z€a,b]

fiir alle g € C°([a, b]), dann (T'f,,) konvergiert auch in Ly([a, b)) O

Lemma 4.115. Hilfstatz

Sei H ein Hilbertraum und T : H — H ein kompakter Operator und
Ey\ = Ker(T — \I)

Figenraum zu \. Dann gilt dim FE, < oo fiir A # 0.

Beweis. Angenommen dim F) = co. Dann existiert eine Folge (x,) C F) so dass jeweils endliche
viele der x1, x5, x3, ... linear unabhéngig sind. Nach dem Schmidtsche Orthogonalisierungsver-
fahren existiert eine Folge (b,) C Ex, n € N mit b, L b, n # m und ||b,|| = 1. Wir haben
Tbh, = Ab,. Fiir n #£m :

||Tbn - Tbm” = |)‘|||bn - bm” = |)‘|(<bn — by by — bm>)1/2 - |)‘|\/§

Daher (Tb,,) enthélt keinen Haufungspunkt und damit (7'0,,) enthélt keine konvergente Teilfolge
obwohl (b,,) beschriankt ist. Dies widerspricht der Kompaktheit von 7.
0
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Satz 4.116. Sei H ein komplexer Hilbertraum und T : H — H ein kompakter linearer Operator.
Sei e > 0. Dann gibt es nur endliche viele unabhdingig Figenvektoren von T die zu Figenwerten
X mit |A| > e gehoren.

Beweis. Seien x1,x9,x3,... € H je endlich viele seien linear unabhéngig. Es sei Tx,, = \,x,,
n € N. Wir werden zeigen , dass A\, — 0 fiir n — co. Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren
liefert: ey, eq, . .. die paarweise orthogonal sind und ||e,|| = 1, ¥n € N. Man bemerkt: e, e, . ..
sind im allgemeinen keine Eigenwerte.
1. Schritt: Wir zeigen dass (T — A\, )e, L e,. Das Verfahren liefert:
en € Span{xy,za, ..., x,},

dann e, = Y""'_ ¢, fir eine ¢, € C. Sei y,, := (T — A\, 1)e,,. Es gilt

n

v = (T=XDO _cm)

v=1
n

= Z(CVTJUV — AnCTy)

r=1
n

= Z (A — An)xy

v=1

n—1
= Z Cl/(>\l/ - )\n)xln
v=1

daraus folgt y, € Span{zy,xs,...,x,-1}. Nach Konstruktion e, L z;, i < n — 1, dann e, L
(T — A\ 1)ey. Das heifit (e, Te,, — A\pe,) = 0 und damit

(4.1) A= (Tey, ).
Nach der Bessel’schen Ungleichung, fiir alle x € H
>l e < |zl
neN

Insbesondere, Y, |(z,e,)|* konvergiert und daher

(4.2) 0= lim (z,e,), VYreH
n—oo
2. Schritt: Wir zeigen lim,,_, ||T'e,|| = 0. Angenommen ||7'e,, || konvergiert nicht gegen 0 fiir

n — oo. Wegen der Kompaktheit von T existiert eine Teilfolge (e,, ) von (e,) mit
Te,, — f, k— o0

fir ein f € H mit ||f|| # 0, denn: man wéhlt die Elementen aus (T'e,) mit ||Te,, || > ¢ > 0
(Je > 0sodass||Te,|| > € fir unendlichen viele n € N). Dann ist

IR = (lim Ten, f) = lim (Tes,. )
= lim (e, ,T"f) =0
k—o00

nach (4.2), ein Widerspruch zu f # 0. Dies zeigt lim,,_, ||Te,|| = 0.
3. Schritt: Zu zeigen |\,| < ||Te,||, n € N. Wir haben nach (4.1) A, = (Te,, e,). Dann folgt

Al = [(Ten, en)| < ||Tenll|len]| = ||Ten].



ANALYSIS III 81

Aus |\,| < ||Te,|| und ||Te,|| — 0, n — oo folgt der Satz, d.h. \,, — 0 fiir n — oo. Mit andere
Wérter: Ve > 0 gibt es nur endliche viele EV zu A mit |A\| > e. O

Beispiel 4.117. Sei H = {3, T € L(H) definert durch

T:0, — Uy
1 1
(x1,29,...) — (0,1’1,51['2,5.7)3,...)
T ist linear und beschriankt:
Tz_ooxn2_oo|xn|2<oo 2 _ 2 <
Il = 32|52 =305 < S ol =l < oo

T ist kompakt: Sei (z(™) C £y Folge mit ||z(n)|| < M, n € N, 2™ = (z{,2{,...). Von Satz
4.98 existiert eine Teilfolge (x(™)) von (z(™) so dass (™) — z* k — co. Dann ist ||z*|| < M
(ne) _, r7, Vj € N. Wegen

und komponentweise konvergiert: x;

N [e%e)
L [ S e I D L
j=1 j=N+1

N
1
< Z|x"" — 2+ —2M? < .

folgt Ta™) — Tz* k — oo. Dann ist T kompakt. Sei To = Az. Falls A = 0, 21 = 0, 2=
0,...,%2 = 0,..., daher x = 0 und damit ist A keine EW. Falls A\ # 0, Ar; = 0,77 =
ATy, ..., 5 = Axiq, @ > 1. Bs folgt © = 0 und T'— AI ist injektiv fiir alle A. Daher op(T') = 0.
Andererseits ist 0 € o(7T") weil T'=T — 0- I ist nicht surjektiv. Sei A # 0 und S =T — AI. Also
ist

Sx = (0—)\:61,:1:1—)\:62,...,&—)\xnﬂ,...)
n
Setzt 1 = =&, .. ., Tpy1 = ’Tl(ynﬂ — o) ,mit y = (Y1, Y2, Yn, - - -) € Lo beliebig.
Zu zeigen: (xq,xa,...) € {s.

Insbesondere folgt S surjektiv ist. Dann o(7") = {0} und 0 ¢ o.(T") weil T(H) # H denn
H<170707)_T'x‘|21 V.TEZQ

d.h. (1,0,0,...) ¢ T(H)

4.10. Selbstadjungierte kompakte Operatoren im Hilbertriume. Sei H ein Hilber-
traum.

Bemerkung 4.118. Jeder selbstadjungierter Operator T' : H — H ist beschrankt. Fiir den
Beweis, kann man den Satz vom abgeschlossenen Graph:

Satz 4.119. Sei T : X — Y linear Operator, X,Y Banachrdume. Dann:

T ist beschrankt < T ist ein abgeschlossener Operator
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Es reicht zu zeigen: der Graph I'(T)) = {(z,Tx) | = € X} C X x Y ist abgeschlossen. Sei
(Tn, Tzy) — (x,y) fiir n — oo. Fiir alle z € H gilt
<Z,TI - y> = <Z,T$> o <Z7y>
= (Tz,x) — (2,y)
= (Tz, lim z,) — (z, lim Tx,)
n—oo n—oo

= lim (Tz,x,) — lim (2, Tx,) =0
n—oo

n—oo

Dann T'x = y und damit ist 7" beschrénkt.

Bemerkung 4.120. Sei A € C ein EW eines selbstadjungiertes Operators 7. Dann dx # 0,
r € H mit )

Mall* = (2, Az) = (2, Tz) = (Tw,z) = (\z,2) = A||z]|*.
Daher ist A = A und damit \ € R.

Lemma 4.121. Sei T' € L(H) selbstadjungiertes Operator. Dann ist
||| = sup [(Tz,z)|

[lz][<1
Beweis. Die Ungleichung ,, > “ist klar: [(T'z,z)| < |[|Tz|| - ||z|| < ||T]| -
Fiir ,, < “ Sei M = sup, < [(T'z, z)|. Aus T' = T* folgt
(T+y)z+y) —(T—y)r—y) = 2Tzy) + 2Ty )
= 2(Tx,y) + 2(x, Ty)
ARe(T'z,y).
Dann gilt es:

4Re(Tz,y)| < [(T(z+y),z+y)|+ [(T(x—y),z—y)
M|z +ylI* + Mllz -y
= 2M(||=[]* + [ly|]*)
Daher Re(T'z,y) < M, Vz,y mit ||z|| = ||y|| = 1. Nach Multiplikation mit o € C, |o| = 1
erhilt man [(T'z,y)| < M, Vz,y mit ||z|| = ||y|| = 1. Daher folgt

Tx >
€T, ——
|[Tx]|

<
<

ITa|| = |(T <M VredH, ||of| =1

Als Korollar des Lemmas erhélt man:
Satz 4.122. Hilfsatz Sei T € L(H) sebstadjungierter Operator. Sei ¢ > 0 mit
(Tx,2)| <c||z]]> VreH
Dann ||T|| < ¢

Dieser Satz vermittelt ein Verfahren zur Konstruktion der EW von T' # 0, fiir T selbstad-
jungiert.



ANALYSIS III 83

Satz 4.123. Sei T € L(H) sebstadjungiert und kompakt. Dann ist ||T|| oder —||T|| ein Eigen-
wert von T'.

Beweis. Angenommen T # 0. Sei 0 < ¢ < ||T'||. Aus Satz 4.122 folgt nicht fiir alle z € H \ {0}
gilt die Ungleichung
(T, 2)| < |||
dann existiert zu ¢, = ||T]| — £, n € Nein x, € # \ {0} mit [[z,]| =1 und ¢, < [(Tz,, x,)|.
Es gilt
(T, )| < |[Tnlllznll < [T
1
1 ——)< i <
= tim (7)) - 1) < tim (T2, <17
= lim [(Twy, zn)| = [|T]
n—oo

Nach Ubergang zu eine konvergierte Teilfolge von ((T'z,,z,)) (diese ist beachrikt in R), die
wie wieder mit ((T'z,,z,)) bezeichnen, haben wir

lim (Tx,, z,) = A

n—o0

mit A = ||T|| oder A = —||T||. Da T kompakt ist, kann man eine Teilfolge von ((T'x,,z,))
wéhlen so dass y := lim,,_,, Tz, existiert. Dann ist

0 < [Tz, — Azn|)? = (Txp — A1y, Ty, — A2y
= ||Tz,|]* = 2MTzp, z,) + N?
< TN + 2 = 20Tz, )
= 207 = 2\(T'zp,, x,).
Wegen lim,, oo (T, z,,) = A, folgt
0< nh—E{.lo | Tz, — Ax,|| < nli_}rgo(Q)\Q — 20Tz, 2,))/* =0

Dann lim,, , ||Tz, — Az,|| = 0 und damit

lim Ax, = lim Tz, =y und lim x, =z mit x = Q'
n—o00 n—o00 n—o00 A

Nach der Stetigkeit von T’
Tr=T(lim z,) = lim Tz, =y=Xx z#0

n—oo n—oo

(weil ||z,|| = 1). Daher ist A ein Eigenwert. O

Konstruktion der Eigenwerte von 7'

1. Schritt: Man bestimmt u; € H mit ||u]| = 1 und
(Tup,uy) = max{(Tz,z) | = €H, ||lz| =1}

Das Maximum ist erreicht da £ = {z € H | ||z|| = 1} kompakt ist und = — (T'z, x) stetig ist.
Dann ist nach Lemma 4.121 Tu; = A\ju; mit

A1l = max{|[(Tz,z)| | ©eE} =T
(vorheriger Satz sagt dass dies ein EW ist).
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2. Schritt: Setzt My := { uy | AC} der von u; aufgespannt abgeschlossener Teilraum. Setzt
man H; = Mi-. Dann ist T(H;) C H, denn Vo € H,, Yu € M, gilt
(Tz,u) = (x,Tu) = (z, T(Auy)) = A\ (z,u;) = 0.
Dann Tz L w. Falls H; # {0} wendet man 1. Schritt an zu H;. Da T} : Hi — H; beschrinkt

und selbstadjungiert ist findet man einen Eigenwert Ay mit |\;| > |\s| und auf diese weise féhrt
man fort.

Hauptsatz 4.124. Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren
Sei T € L(H) sebstadjungiert und kompakt, T # 0. Dann hat T

e endliche viele EW:
T]] = M| > [Ae] = -+ = [An]
oder

e abzdhlbar unendlich viele EW A, # 0:
TN = [M] = [Ae| = -+

wobei jeder EW wird so notiert wie seine endliche Vielfachheit angibt. Es gibt ein Orthonor-

malsystem {uy, ..., un}, bzw. {uy,us,...} in H mit Tu, = \u,, so dass Vx € H
N o0
T = Zanuu+:p0 bzw x:Zanuu—l—xo,
n=1 n=1

mit a, = (x,u,) und o € KerT. Es ist Ker T' = (spanf{uy, us,...})* und

N 00
Tx = Z AQptl, bzw  Tx = Z An QU
n=1 n=1

Wenn abzihlbar unendlich viele EW X\, # 0 gibt dann ist
lim A\, = 0.

n—o0

Ist Ker T'= {0} so bilden uy,us, ... eine Hilbertbasis.

Beweis. Wir beweisen den Satz im Fall der unendliche viele EW. Wie vorher konstruieren wir
A1 mit Ay = ||T]], Ay mit [A;| > |Ag| usw. Sei k, = dim E), < oo (nach Satz 4.115 ). Wir
wéhlen in F), eine Orthonormalbasis {ugn), e ,u,(cz)} aus EV zum J\,. Weil Eigenvektoren zu

verschiedenen EW zu einander orthogonal sind, bilden
_ M _ M
Up = Uy "oy Uy = Uy
) )
Uky+1 = Uy "y e v oy Uky kg — Upy s

cin Orthonormalsystem. Sei H; = span{u; | j € N} (Hilbertraum) so {u, uy, ...} bilden einer
Hilbertbasis in H;. Der Zerlegungsatz liefert

H="H, &H
Sei z € Hi. Wegen (u,, Tx) = p{up,z) = 0, mit g € {\i, Ag, ...}, haben wir Tz € Hi-. Dann

T(Hi) € Hi. Damit ist Ty = Ty - Hi — Hi aus L(H7) kompakt und selbstadjungiert. Zu
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zeigen ist Ty = 0, d.h. Hi = Ker T. Nach Wiederspruch: Angenommen T} # 0. Dann hat Tj
ein EW 1 # 0, d.h. 3z € Hi mit T = pa.

Ist 1 € {\1, Ao, ...} dann ist z € H; und wegen Hy NHi = {0}, ist © = 0, ein Wiederspruch.
Dann u ¢ {1, A2, ...}. Wir haben gezeigt dass lim,,_,, A, = 0, daher folgt 35 € N mit

(M| = |l > Al
Aus dem vorherigen Verfahren setzen wir My = {Au; | A € C} = (wy), My = {dua | X €
C} = (u2) usw. Wir setzen Ho = H. Sei
Al = max{[{Ty,y)| | y €M llyll =1}
Dann
H=M +My~+---+M_1+H;—

mit paarweise orthogonalen abgeschlossenen Teilrdume M;, ..., M;_1,H;_;. Ist z # 0 das Ele-
ment aus ‘H mit T'r = px. Dann

7j—1
$:Z$k+hj_1, rr € My, 1<kE<j—1, hj_leﬂj_l.
k=1

Aus der Orthogonalitét der Eigenrdume folgt (z,zx) = 0, 1 < k < j — 1; nach Konstruktion
(hj_1,25) =0, 1 <k < j—1. Daraus folgt x, =0 fiiralle 1 <k <j—1,s0x=h;_1 € H;_.
Wir haben dann die Zerlegung
Hjo=M;+H; H;= (M)
und damit * = z; + h;, mit z; € M;, h; € H;. Es gilt
Tx = TZIZ']' + Thj = /\jllfj + Th] = UT = UT; + ,Uh]

Aus Th; € H; = Mj- (denn: (Thy, au;) = (hy,aTu;) = (hj,alu;) = 0) folgt Njz; = pa;
(und Th; = phyj), dh. (A; — p)z; =0, so z; = 0. Dann « = h; € H; aber Daher x = 0 und
damit Ty besitzt keine EW verschiedene von Null. Nach Satzt 4.123 |[Ty|| = 0, so T; = 0 und
Hi C KerT. Wir haben dann

[e.9]

il
x:E aply + o, Ty € Hj

n=1
und daher Tz = Zf;l AnGpty,. Es bleibt zu zeigen KerT' C 7—2% Angenommen Tz = 0, dann
0= (Tx,u,) = (x,Tu,) = (x, \yun) = A\ (x, up).
Wegen \, # 0, (z,u,) = 0,¥n € N. So z € Hi und damit H;- = KerT. O

Korollar 4.125. Sei T' € L(H) selbstadjungiert. Dann ist o(T) € R.

Beweis. Sei z € Cund z € ¢(T). Dann ist T'— zI nicht bijektiv.
(T — zI)z, 2)) = Im((Tw, z) — Z(z, z)) = Im(—Z(z, 2)) = (Im 2)||]|*.
Dann gilt
[ Tm 2|||2][* < [{(T = 2D)z,2)| < [(T — 20)z||]]]
und auch (T'— zI)* =T — zI. Ist Im z # 0, dann |Im z| > 0. Ist (T'— 2I)*f = 0, dann f = 0.
Nach Toeplitz Kriterium folgt dass 7" — zI ist beschrankt invertierbar, somit z ¢ o (7).
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Korollar 4.126. Sei T € L(H) kompakt und selbstadjungiert. Sei 0 ¢ op(T'). Es gebe unendlich
viele EW A, Aa, ... von T. Dann ist 0 € o.(T).

Beweis. Aus Satz 4.124 folgt lim,, .o, A\, = 0. Aus Satz ...
ol =o0,(T)Uo.(T)U o, (T)

und man kann annehmen dass 0 € 0,(7") d.h. das Bild von T ist nicht dicht in H. Aber R(T)
ImT ist dicht in H da die Eigenvektoren uy, ua, ... zu A1, Ao, ... in R(T) liegen (u, = T'(3*
und nach 4.124 eine Hilbertbasis bilden. Daher folgt 0 € o.(T)

DCII

5. INTEGRALGLEICHUNGEN

Sei K : [a, b] x [a,b] — C stetig, H = Lo([a,b]) und T € L(H) kompakt Operator:
/ K(z,y)f(y)dy f€H.

Lemma 5.1. Sei K(s,t) = K(t,s) fira < s,t <b. Dann ist T hermetisch oder selbstadjungiert
(D(H) = H).

Beweis.
(Tf.9) = /b<ng—/ /my y)dydz
= / / GK (z,y)f dydx—/a fy) (/abgmf(y)dx) dy
= (f,T"g)
Dann

T*g(y) = / R, p)g(x)dz

Satz 5.2. Sei g € H = Lo([a,b]) und K(s,t) = K(t,s), A € C\ {0}. Dann gilt die Integralglei-
chung

(5.1) F(s) = A / K (s, ) F(t)dt + g(s)

o wenn 1/\ kein EW von T ist, dann besitzt (5.1) genau eine Lisung fir jedes g € H.
e wenn 1/\ ein EW von T ist, dann ist (5.1) genau ldsbar wenn g € El//\ In diesem Fall
gibt es unendlich viele Losung.

Beweis. Wir haben f =M Tf+g& (I - AXT)f=g< (=\)(T = "'I)f = g zul6sen. O.E.d.A.
angenommen 71" hat co-viele EW A\, A, ... # 0. Nach dem Spektralsatz 4.124

gzzbnun+go bn:<gvun>7 g()GKQI'T.
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Fiir f setzen wir an:

f:Zanun+f0 an:<f7un>a foGKGI‘T.
n=1

Dann
Z( _)‘/\nan Un+f0 Zb un+90
n=1

und somit

f(] = (o, (1 — )\)\n)an = bn

wenn f eine Losung ist. Angenommen A~! # \,,, n € N d.h. \™!ist kein EW von T' (der Beweis
des Spektralsatztes liefert alle EW # 0 ). Wir machen den Ansatz:

by 1 by,
fo= a”_l—Mn_X< —An)'

1
by

Wir definieren

Diese Reihe konvergiert konvergiert weil:

A\,
1=\ | —

lim A, =0 ‘

n—o0

‘1—1—

1— A\,
Dabher ist

o

by,

2 e%]
< 42 |bn]? < o0.
n=1

Korollar 5.3. Fredholmsche Alternative fiir den Integralkern K

Sei A € C\{0}. Unter die Voraussetzungen den vorherigen Satz entweder besitzt die Gleichung

b
(5.2) f—)\/ K(-t)f(t)dt =

fiir jedes g € H = Lo([a,b]) genau eine Lisung oder die homogene Gleichung

b
(5.3) f—/\/ K(8)f(t)dt = 0
besitzt eine nicht triviale Losung

Beweis. Wenn A~ kein EW von T, aus Satz 5.2 ist (5.2) eindeutig 16sbar und dann hat (5.3) nur
die Null-Losung. Hat (5.3) eine nicht triviale Losung dann A~! ist EW von T'. Fiir g € Ey/,\ {0}
ist nach Satz 5.2 die Gleichung (5.2) nicht auslésbar.

O
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LEBESGUE INTEGRAL

5.1. Mafinull Menge.

Beispiel 5.4. Die Dirichlet Funktion:

ist nicht Riemann-integrierbar da
0=2S(P,f) = ZM —x;0) #S(P,f) = Zm, —xjq) =1

Satz 5.5. (Lebesgue)
Fine beschrinkte Funktion f auf |a,b] ist Riemann-integrierbar < st fast iberall stetig <
die Menge {x € [a,b] | f nicht steig in x} hat Mafnull.

Fiir das Intervall I = [a, b] (oder (a,b), (a,b], [a,b)) sei |I| = |b— a| die Langer des Intervalls;
nach Konvention |()| = 0.

Definition 5.6. A C R ist eine Nullmenge (oder hat Mafi Null) wenn Ve > 0 existiert eine

Folge von beschrankten offenen Intervallen Iy, I5, ... so dass
(i) ACU, L, (i) > |L|<e
n=1

Bemerkung 5.7. Kein abgeschlossenes Intervall [a, b], a # b ist eine Nullmenge. Jede abzéhlbare
Menge (endlich oder nicht) hat Maf8 Null.

Beispiel 5.8. Cantor-Menge
Wir setzen:

F, = [0,1/3]U[2/3,1]
F, = [0,1/9)U[2/9,1/3]U[2/3,7/9] U [8/9,1]

1 n
F, = Vereinigung von 2" intervallen von Lénger <§>

Wir definieren die Cantor Menge als
Sie ist abgeschlossen (jeder Punkt ist ein Haufungspunkt).

Behauptung: F ist eine Nullmenge. Sei € > 0, dann existiert n € N mit ()" < e. Da
F C F,, Vn € N und die Summe der Léanger der Intervallen in F), ist, haben wir

“0)-()

Somit ist F' eine Nullmenge.
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Satz 5.9. Jeder Punkt x € F hat eine eindeutige terndre Entwicklung der Form

Z 3—” a, € {0,2}
n=1

und jede solche Reihe ist in F.
Korollar 5.10. Die Cantor Menge F' ist nicht abzdhlbar.

Beweis. Anhgenommen, dass Fabziahlbar ist F' = {z1,2,...}. Jede Element x; € F' hat eine
Darstellung:

ry = 0.a11a12a13 N
Ty = 0.(121&22(123 Ce
r3 = 0.&31&320,33 Ce

mit a;; € {0,2}. Wir definieren

| 0 falls ay, =2
") 2 fallsan, =0

So die Zahl x = 0.ajasas . .. gehort nicht zu F' und wir erhalten eine Widerspruch.
OJ

Man bemerkt zwei Mangeln bei Riemann-Integration
1) ,,Viele” Funktionen sind nicht integrierbar 2) Sei (f,,) eine Folge von Riemann-integrierbare
Funktionen auf [a,b] und f,(z) — f (:E) Va € [a, b] punktweise. In allgemeinen,

lim fn dx;é/f

n—oo

Was schief gehen kann:

(1) Der Limes auf der linke Seite kénnte nicht existiert.
(2) f konnte nicht Riemann-integrierbar sein.
(3) auch wenn beide Seiten endlich sind kénnte nicht gleich sein.

Anderes Problem: Der normierte Raum
Rla,b] ={f : [a,b] = R | f ist Rieman-integrierbar}
ist nicht vollstindig mit || f||, = [ |f|da.

Beispiel 5.11.
0 z € [0, ]

fol) =4 0¥+ e — 1] ze [od]

1/\/x x € [1/n,1]
(fn) € C°([0,1]) C RJ0,1] ist eine Cauchy-Folge aber lim,, .o, f, € R[0,1].

Beispiel 5.12. Wir nummerieren die rationalen Zahlen in [a, b]: r1,r9, 73, .. .. Sei

|1 fallsz=r,, k=1,2,...n
falz) = { 0 ansonsten
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Die Funktionen f, sind Riemann-integrierbar, [ f,(z) de =0 Vn € N. Sei

f<x>={ 0 Logn?

die Dirichlet Funktion. Dann f(z) = hmn_m fn(z) aber f ist nicht Riemann-integrierbar, so

lim fn ) dx = / f(z

n—oo

5.2. Lebesgue-Integral. Bei Riemann Integration der Integrationsbereich ist in einer Parti-
tion verteilt und das integral ist der limes der Cauchy-Summe dieser Partition als die Partition
feiner wird. Bei Lebesgue Integration der Integrationsbereich ist in messbare Menge verteilt.
Das Integral ist dann der Limes von gewissen Sumen iiber diese Menge als die Anzahl der
messbaren Mengen steigt.

Definition 5.13. Die charakterische Funktion xg einer Menge F ist durch

1 z€ek
XE("""):{O v ¢ E

Eine Funktion ¢ : [a,b] — R ist eine Treppefunktion von [a, b] wenn es eine Partition
a=rg<rT1<--<xp,=0>b

existiert so dass ¢ auf jedem Unterintervall Iy, = (zy_1,2x) konstant ist, d.h. p(z) = ay,
Ve e, k=1,2,...,n. Es wird nicht wichtig sein, wie auf den Punkten xq, z1, ..., x, definiert
ist, weil die eine Nullmenge bilden.

Bezeichnung: ¢(z) = > ;_, apxr, ().
Bemerkung 5.14. Fiir alle a,b € R gilt:
1 1
sup{a, b} = max{a,b} = (a +b+|a—1]|), inf{a, b} = min{a, b} = (a +b—|a—10l).
Falls f,g: [a,0] = R, fT = max{f,O}, d.h. fT(z) = max{f(x),0} und f~ = max{—f,0}. Also
f=r=f. fl=r+f
und somit f* = 3(|f| + f), £~ =3(f] - f)
Bemerkung 5.15. Seien ¢, Treppenfunktionen, ¢ € R. Dann

cp, ¢+ 1,90, [p|, max{p, ¥}, min{p, ¥}, ", ¢~
sind auch Treppenfunktionen.
Definition 5.16. Sei ¢(z) = > ;_, apXr, (z) eine Treppenfunktion mit I, = (xj_1,2y), 1 <
k<n,a=x9<x <...<uz,=0>0 Wir definieren

n

/abgo(x)dx => ay

k=1
Fiir ¢ nicht negative die ist die Fliache unter dem Graph.
Eigenschaften. Seien ¢, ¥ Treppenfunktionen c € R. Dann

(a) fb( (z) +(z ))dx— f dx—l—f Y(x)dr (Additivitit)
(b) f o(z)dr = cf x)dx (Homogeneltat)
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(c) Wenn ¢ > 0 dann ffgo(x)dx >0

Definition 5.17. Eine Folge von Funktionen f, : A — R, A C R, n € N, konvergiert
fast iiberall (f.i.) gegen f falls lim, o fu(x) = f(z) fir fast alle x € A, d.h. {z € A |
lim,, o fn(z) # f(x)} ist eine Nullmenge. Wir schreiben

limf, = f fii.  fo—0 Li.
Z.B. fu(x) = 2™ auf [0, 1], f, — 0 f.ii. (auBer x = 1).

Bemerkung 5.18. (1) Punktweise Konvergenz = Konvergenz f.ii.
(2) Der Grenzwert ist nicht eindeutig:

lim f, =f fi. and lim f,=¢9 fi. = f=g¢g fi.
n—oo

n—oo

Lemma 5.19. Sei (¢,) eine monotone fallende Folge von nicht negative Treppenfunktionen
auf [a,b]. Dann
b
¢ —0 fi. auffa,b] < lim [ @,(z)de=0.

n—oo a

Lemma 5.20. Sei (¢,) eine monotone steigende Folge von Treppenfunktionen auf [a,b]. Wenn
es ein M € R mat

b
/ on(z)de < M, Vn
gibt, dann @, konvergiert f.i. auf [a,b] .

Korollar 5.21. Sei (v,) eine monotone fallende Folge von nicht negative Treppenfunktionen

auf [a,b], so dass
© b
Z/ on(z)dr < co.
n=1va

Dann Y07 | @ konvergiert f.i. auf [a,b].
Beweis. Man setzt F, =Y ;_, 5. Dann

b n b
[ =3 [ozu
a k=1 a

dann nach Lemma 5.20 F,, = F =" | ¢, konverigiert f.i. O

Satz 5.22. Eine Menge A C [a,b] hat Mafnull genau dann, wenn ezistiert eine monotone

steigende Folge (p,) von Treppenfunktionen auf [a,b] so dass (fab on(z)dz) konvergiert und
(pn) divergiert auf A.

Beweis. (<=) Sel B = {x € [a,b] | (¢n(z)) nicht konvergiert }, so A C B. Da

b
/ on(x) de < M

Lemma 5.20 impliziert, dass (p,) konvergiert f.ii. . Daher ist B eine Nullmenge und somit A
auch.
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(=) Angenommen A aht MafiNull. Dann Vn € N existiert (I,,,) Folge von offenen Intervallen
so, dass

- 1
m=1

und jedes z € A wird in einem I enthilt fiir co-viele k’s. Sei ¢, = »,_, x1,. Dann ¢,, monoton
steigend und (¢,,) divergiert in A. Wir haben

n+1

g0n+1(37) = ZXIk+1(x) > SOTL(:E) = lek(x)'
k=1 k=1
Aber . .
/ on(r) dv < Z 11| <1 Vn € N.
a k=1

O

Wir werden eine neue Klasse von Funktionen definieren L™, die Grenzwerte von Treppen-
funktionen sind.

Definition 5.23. Eine Funktion f : [a,b] — R* = R U {oo} gehort zu der Klasse LT falls
existiert eine monotone steigende Folge (¢,) von Treppenfunktionen auf [a, b] so dass

(1) die Folge ( f; ¢n(x)dz) ist beschrankt und
(2) f =lim g, f.i. auf [a,b].

Wenn f € LT dann f ist endlich f.i. auf [a, b], d.h.
{relad] | flz)=+oo}

hat Mafinull. Sei f € L™ und (¢,) eine monotone steigende Folge von Treppenfunktionen mit

lim ¢, = f. Dann
b b b
/goldasg/g02dx§.../gondx§...§M

so der Limes existiert.

Definition 5.24. Fiir f € L' definieren wir das (Lebesgue) Integral von f durch

b b
/ f(z) de=lim [ ¢, dz

n—oo a
Man soll iiberpriufen, dass diese Definition unabhéngig der Wahl der Folge (¢,,) ist.

Satz 5.25. Seien f,g € L. Angenommen limp, = [ und lim,, = g. Falls f < g fi. auf
la,b], dann

b b
lim/ on(x) dr < lim/ () dr
Korollar 5.26. Fir f,g,€ L' gilt (1) falls f < g f.i. auf [a,b], dann

b b
/ f(x) de/ g(x) dx
(2) falls f = g f.i. auf |a,b], dann

bf(w) drx = bg(x) dx
IRCE!
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Satz 5.27. Jede Riemann-integrierbar Funktion [ gehért zu Lt und die Integralen tiberstimmen.
aber nicht alle f € L™ sind Riemann-integrierbar.

Bemerkung 5.28. Nicht alle f € L™ sind Riemann-integrierbar. Z. B. die Dirichlet Funktion
ist in Lt aber sie ist nicht Riemann-integrierbar.

Eigenschaften: Seien f,¢g € Lt und ¢ € R. Dann

(a) f”( F(@) + g(z))de = [* f(x)dz + [7 g(x) dr (Additivitit)
(b) f cf (z da:—cf f(x)dz ( Homogeneltat)
(c) Wenn f > 0 f.i. auf [a, b] dann fa f(z)dx >0

Bemerkung 5.29. L7 ist kein Vektorraum, denn man die Differenz zwei Funktionen aus L™
ist nicht unbedingt in Lt (oder die Multiplikation mit negativen Zahlen.

Fiir f,g € Lt konnte es sein, dass f — g ¢ L*. So werden wir Lt erweitern, so dass L™ ein
Vektorraum wird.

Definition 5.30. Wir bezeichnen mit L die Klasse alle Funktionen der Form f—g¢g mit f,g € L™
Satz 5.31. Seien f,g € L, c € R. Dann f + g, cf,|f|, maz{f, g}, min{f, g}, [T, f~ € L.
Definition 5.32. Sei f € L, mit f = f; — fo wobel fi, fo € L™. Das Lebesgue Integral von f

ist durch
b b b
/ f(x) dx:/ fi(zx) d:v—/ fo(x) dz

definiert. L ist die Klasse der Lebesque-integrierbar Funktionen .
Die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Darstellung von f: Falls
f=fi— fo=g1— go fast iiberall auf [a,b], fi,g; € L™,
folgt f1 + go = fo + g1. Dann (Additivitét des Integrals)

/ab fi(z) do + /abgz(:v) de = /ab folx) do + /abgl(gj) dz,
/abfl(m) dr — /abfz(x) dr = /abg1($) do — /abg2($) dr

Eigenschaften: Seien f,¢g € L und ¢ € R. Dann gilt

(a) f”( f(@) + g(a))dz = [* f(x)dz + [”g(x) dr (Additivitit)
(b) f cf(z dx—cf f(x)dx ( Homogeneltat)
(c) Wenn f > 0 f.ii. auf [a, b] dann fa f(x)dz >0

Satz 5.33. Fulls f € L, dann |f| € L und
b
< [ 1@z

Bewezs. O

und somit

x) dx
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Satz 5.34. Sei f € L. Dann existiert eine Folge () von Treppenfunktionen auf [a,b] so, dass
on = [ fii. auf [a,b] und

lim bgon(:c) dx = /b f(z) dx.

n—oo a

Beweis. Sei f = fi — fo € L wobei fi, fo € L. Dann existieren monotone steigende Folgen
(¢n), (¢))) von Treppenfunktionen so, dass

Uy, — f1, Y= fo, Ll auf [a,b].
Setzen ¢, = ¥, — 1!, so ist (¢,) eine Folge von Treppenfunktionen mit ¢, — f f.i. Es gilt

OS‘/fdx—/gond:B = /(fdx—apn)dsn

= /(fl_fZ_ dx — i, + 1y, da

< /fldx—z/}nda:

Wir nehmen den Limes n — oo und erhalten

b b
/gpndm—/fdx
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n—o0
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